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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 22.423. April 2013

Bestimmen Sie den Tréger der Funktion f(x) = x — [x| !

Losung: Fiir x > 0 ist |[x| = x, so dafl f(x) verschwindet; fiir x < 0 ist f(x) = 2x # 0.
Der Tréager von f ist somit der Abschlufl der Menge aller negativer reeller Zahlen, also
{xeR|x<O0L

Bestimmen Sie den Tréger der Funktion f(x) = x — [x]!

Losung: [x] ist die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich x; somit verschwindet f(x) genau
dann, wenn x eine ganze Zahl ist; ansonsten ist f(x) # 0. Der Abschlufl von R \ Z und
damit der Tréger von f ist daher R.

Bestimmen Sie den Trédger der Funktion f(x) = sinx — |sin x| !

Losung: f(x) ist genau dann von Null verschieden, wenn sinx < 0 ist, wenn es also
eine ganze Zahl k gibt, so dal (2k — 1)t < x < 2k ist. Der Trédger von f ist daher die
Vereinigung der abgeschlossenen Intervalle [(2k — 1)7, 2k7] iiber alle k € Z.

Welche der Funktionen aus den vorigen drei Aufgaben hat kompakten Trager?

Loésung: Keine, denn alle Trager sind unbeschrankt.

Richtig oder falsch: Fiir f,g € K°(R™, R) liegt auch die Funktion h(x) = f(x)? 4 g(x)?
in KO(R™, R).

Losung: Richtig: h(x) verschwindet genau dann, wenn sowohl f(x) als auch g(x) ver-
schwinden. Ist also h(x) # 0, so muf3 auch mindestens eine der beiden Funktionen f und g
in x einen von Null verschiedenen Wert haben. Damit liegt x in mindestens einem der
beiden Tréger, also auch in deren Vereinigung. Diese ist als Vereinigung zweier kompakter
Mengen selbst kompakt, also liegt W = {x € R™ | h(x) # 0} in einer kompakten Men-
ge. Diese ist insbesondere abgeschlossen und enthédlt daher auch den Abschlufl von W,
den Trédger von h. Als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist dieser selbst
kompakt.

Richtig oder falsch: Fiir f, g € K°(R™ R) liegt der Triger von h in der Vereinigung der
Trager von f und von g.

Lésung: Richtig; das folgt aus der Argumentation bei der vorigen Aufgabe.

Richtig oder falsch: Fiir f, g € K°(R™ R) ist der Tréger von h die Vereinigung der Trager
von f und von g.

Lo6sung: Die oben definierte Menge W ist die Vereinigung der Mengen U = {x € R™ |
f(x) # 0} und V = {x € R™ | g(x) # 0}; die Trdger von h,f,g sind die Abschliisse
dieser Mengen. Die Behauptung folgt also, wenn wir zeigen konnen, dafl der Abschlifl von
W = U UYV gleich der Vereinigung der Abschliisse von U und V ist. Da diese Vereini-
gung abgeschlossen ist, enthélt sie den Abschlufl von W. Um die Gleichheit nachzuweisen,
miissen wir zeigen, dafl sie jeder Randpunkt von U oder V im Abschlufl von W liegt. Sei
also x ein Randpunkt von U. Dann gibt es eine offene Umgebung O von x, die sowohl
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Punkte aus U als auch Punkte aus dem Komplement von U enthédlt. Falls letztere alle in V
liegen, ist insbesondere x € V, also erst recht x € W. Andernfalls ist x ein Randpunkt
von W, liegt also im Abschlufl von W. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Die Funktion f: R? — R sei gegeben durch f(x,y) = 1 —x? — y?. Berechnen Sie IQ f fiir
das Quadrat Q mit Ecken (+1,£1)!

Loésung: Nach Definition ist
1/ 1 1
[ { ] romwax) e =J [ —vhyac) ey
Q 1\ = 1

Berechnen Sie auch | 09 fiir g(x,y) = max{0, f(x,y)}, und interpretieren Sie diesen Wert
geometrisch!

Lésung: Wenn wir y festhalten, ist f(x,y) = 1—x?—y? > 0 genau dann, wenn x> +y? < 1
ist, wenn also (x,y) in der offenen Kreisscheibe mit Radius eins um den Nullpunkt liegt.
Wir konnen dies auch ausdriicken durch die Ungleichung

—V/1—-yZ<x<1—-y2.
Fir diese Punkte (x,y) ist g(x,y) = f(x,y) > 0, ansonsten ist g(x,y) = 0. Daher ist
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Fiir die beiden letzten Integrale kennen wir keine Stammfunktionen der Integranden,
miissen also versuchen, die Integrale mit einer der uns bekannten Integrationsregeln umzu-
formen.

Wegen der Beziehung sin” t + cos?t = 1 bietet sich zumindest beim ersten Integral die

Substitution y = sint an. Da y von —1 nach 1 lauft, muf8 dabei t von —7 nach 7 laufen.
Dann ist

V1—y2=4/1—sin’t=Vcos2t=cost,
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denn im betrachteten Intervall nimmt der Kosinus keine negativen Werte an. Weiter ist
dy = cos t dt, also

1 /2
J\H—yzdy: J cos? t dt.
—1 —7/2

Auf letzteres Integral konnen wir die Regel zur partiellen Integration anwenden: In
Ju’vdt =uv— Juv’ dt
setzen wir u =sint und v = cos t; dann ist u' = cost und v/ = —sint, also
Jcos2 tdt =sintcost+ Jsin2 tdt =sintcost+ J(l —cos? t) dt
=sintcost+ J dt — Jcosztdt =sintcost+t— Jcosztdt,

wobei die Integrationskonstante der Einfachheit halber weggelassen wurde. Bringen wir
das Integral rechts auf die linke Seite, erhalten wir das Ergebnis

t int t
cosztdt:—+M+C
2 2
und damit P
1 7T
5 5 t sintcost|™? s
V1—ysdy = cos“tdt= - + ——— =—,
2 2 )2 2
—1 —7t/2

denn der Kosinus verschwindet an beiden Grenzen.
Fiir das zweite Integral liefert die Substitution y = sint entsprechend, daf

Jyzxﬂ —y?dy = Jsinztcosztdt

ist; auch hier konnten wir mit partieller Integration weitermachen, jedoch geht es wohl
schneller, wenn wir den Integranden nach den EuLERschen Formeln umformen:

. L2 . .2 . . . .
5 5 elt — it elt + e it (621t _ e—th)Z e41t + e—41t -2
sin“tcos“t = = = —

21 2 16 N 16
1 —cos4t
— 3 .
Somit ist
1 /2
1 t  sindt|™?
Jyzx/l—yzdy:— J (1—cos4t)dt:——sm :T—[,
8 8 32 2 8
—1 —7t/2

denn der Sinus verschwindet bei +27t.

Jetzt miissen wir nur noch alles zusammensetzen und erhalten
J 4 m 4 7 B 2 mom
Q

973273873 6 2°
Bleibt noch die geometrische Interpretation: Der Punkt (x,y) hat den Abstand r =
/x2 +y? vom Nullpunkt, und f(x,y) = 1 — % hingt nur ab von diesem Abstand. Das-
selbe gibt auch fiir g(x,y) = max(0,1—7r2). Der Graph von g entsteht also durch Rotation
der Parabel z = 1 — x? aus der (x,z)-Ebene im Bereich —1 < x < 1 um die z-Achse; er
sieht ungefahr aus wie ein Zuckerhut. Das Integral gibt sein Volumen an.

Existiert [, g7

Loésung: Wie wir bei der vorigen Aufgabe gesehen haben, verschwindet g auflerhalb der
offenen Kreisscheibe x? + y? < 1. Tréager von g ist somit die kompakte abgeschlossene
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Kreisscheibe x2 +y2 < 1, d.h. g hat kompakten Triger, und damit existiert das Integral.
Da der Trager ganz im Quadrat Q aus der vorigen Aufgabe liegt, hat es denselben Wert
wie das dortige Integral iiber Q.

2
Stellen Sie die Ableitung der Funktion f(x) = J
1

t
M dt als Integral dar!
x? + t?

Lo6sung: Da wir iiber das Intervall [1, 2] integrieren, ist der Nenner des Integranden iiberall
mindestens gleich eins; der Integrand ist also stetig und er ist auch partiell differenzierbar
nach x: Nach der Quotientenregel ist

0 cos(x+1t) —(x*41t?)-sin(x+1t) —2x-cos(x + 1)

ox x2+t2 (x2 +12)2

Somit ist nach dem Lemma aus der Vorlesung die Integration iiber t vertauschbar mit der
Ableitung nach x, d.h.

f'(x) = dt.

2
_J (x? +t2) - sin(x + t) + 2x - cos(x + 1)

(x2 1+ t2)2
.

Zeigen Sie, daf} sich jede natiirliche Zahl eindeutig darstellen 188t in der Form %m(m+1 )+
mit m € Np und 1 < £ < m+ 1, und folgern Sie, dafl die Abbildung ¢@:N x N — N mit
@(k,0) =2 (k+0—2)(k+—1) + € bijektiv ist!

Loésung: S, = %m(m + 1) ist die Summe der ersten m natiirlichen Zahlen. Damit ist
klar, daf} die Folge der S, streng monoton wachst; es gibt also zu jeder natiirlichen Zahl n
genau ein m € Ny, so daB8 S;;, <n < Sy,,41 ist. Ebenfalls wegen der Summeninterpretation
ist S;ui1 — S;w =m+1; schreiben wir alson =S,,, +{, mufl 1 <{ < m+ 1 sein.
Diese Darstellung ist eindeutig, denn ist n = S,y +{mit m e Nound 1 < { < m+1,
soist S,y <N < S+ (Mm+1) =S 4+1, womit m und damit natiirlich auch { eindeutig
bestimmt wére.
Betrachten wir nun die Abbildung ¢. Zunéchst ist @(k, ) fiir alle k,{ € N eine natiirliche
Zahl, denn k+{ —2 > 0, so dafl der erste Summand in Nj liegt, die Summe also wegen
¢>11in N.
Die Bijektivitat 148t sich am einfachsten nachweisen, indem wir eine Umkehrabbildung
P:N — N x N konstruieren: Wir schreiben eine vorgegebene natiirliche Zahl n als S;, + ¢
mit 1 <{<m-+1 und setzen k =m+ 2 —{. Dann ist k € N und
m(m+1) . k+0—2)(k+L0—1) = o(k0);

2 2
wir setzen also P (n) = (k,{): Wie wir gerade gesehen haben, ist ¢ o1 die Identitat auf N;
starten wir umgekehrt mit (k,£) € Nx N, soist @(k,{) =Sk 2+fund 1 < <k+{—1,
also P(@(n)) = (k,0).

S+l =

m) Zeigen Sie mit Hilfe der Abbildung ¢, dafi fiir zwei abzdhlbar unendliche Mengen A und B

auch die Menge A x B abzahlbar unendlich ist! und da auch fiir jede natiirliche Zahl n
A™ abzdhlbar unendlich ist!

Losung: Wegen der Abzdhlbarkeit von A und B gibt es bijektive Abbildungen {:N — A
und w:N — B. Dann ist auch die Abbildung
JNXN—=AxB
(k, €) = (W(k), (L))

bijektiv, und W o @: N — A x A ist die gewiinschte Bijektion.



n) Folgern Sie, dafl fiir eine abzdhlbar unendliche Menge A und eine natiirliche Zahl n auch
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A™ abzdhlbar unendlich ist!

Losung: Wir beweisen die Abzdhlbarkeit von A™ durch vollstandige Induktion: Fiirn =1
ist A' = A natiirlich abzahlbar. Falls wir fiir ein n € N bereits wissen, dal A™ abzihlbar
ist, schreiben wir A™*! = A x A™ und kénnen die vorige Aufgabe auf B = A™ anwenden.

Welche der folgenden Teilmengen von R? sind Nullmengen?

A=0QxQ, B=R xQ, C={(xy) eR*|x+y € Q}
Do={(xy) eR*||xy|<a} mitaeR

Losung: A = Q x Q ist als Produkt zweier abzdhlbarer Mengen selbst abzéhlbar, also
Nullmenge. B = R x Q ist zwar nicht abzdhlbar, aber trotzdem Nullmenge, denn fiir jedes
x € Qist Rx{x}= {(y,x) ‘ y € R} eine Nullmenge, und die Vereinigung abzahlbar vieler
Nullmengen ist wieder eine Nullmenge.

Aus demselben Grund ist auch C eine Nullmenge, denn fiir jedes q € Q ist
Cq={(xy) eR?*|x+y=q}={(x,g—x) | xR}
eine Nullmenge, und C ist die Vereinigung der abzahlbar vielen Cg.

D, ist fiir kein a > O eine Nullmenge, denn das offene Quadrat mit Ecken (++/a,++/a)
liegt ganz in D,. Da jede Uberdeckung von D, durch Rechtecke insbesondere dieses
Quadrat iiberdecken mu8, ist die Summe der Volumina der Uberdeckungsquader daher
mindestens gleich 4a und damit unmdoglich kleiner als ein ¢ < 4a. Fir a < 0ist D = ()
natiirlich eine Nullmenge; fiir a = 0 besteht D, aus den beiden Koordinatenachsen, also
zwei Nullmengen, und auch deren Vereinigung ist eine Nullmenge.

Richtig oder falsch: Sind A C R™ und B C R™ Nullmengen, so ist auch AxB C R xR™
eine Nullmenge.

Losung: Richtig: Sei ¢ > 0 vorgegeben. Da A und B Nullmengen sind, gibt es abzahlbare
Quaderiiberdeckungen von A und B mit Gesamtvolumen jeweils kleiner als \/e. Nehmen
wir nun alle Quader der Form Q; x Q;, wobei Q; einer der Quader aus der Uberdeckung
von A ist und Qj; entsprechend von B, so ist die Menge aller dieser Quader abzdhlbar
und sie iiberdecken A x B. Fiir festes i ist das Volumen der sdmtlichen Quader Q; x Q;
das Volumen von Q; mal der Summe der Volumina derQj, also kleiner als p(Qi)v/e.
Summieren wir nun noch iiber alle i, erhalten wir eine Summe kleiner /¢ - /¢ = «.



