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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 22.+23. April 2013a) Bestimmen Sie den Tr�ager der Funktion f(x) = x− |x| !
Lösung: F�ur x ≥ 0 ist |x| = x, so da� f(x) vers
hwindet; f�ur x < 0 ist f(x) = 2x 6= 0.Der Tr�ager von f ist somit der Abs
hlu� der Menge aller negativer reeller Zahlen, also
{x ∈ R | x ≤ 0}.b) Bestimmen Sie den Tr�ager der Funktion f(x) = x− [x] !
Lösung: [x] ist die gr�o�te ganze Zahl kleiner oder glei
h x; somit vers
hwindet f(x) genaudann, wenn x eine ganze Zahl ist; ansonsten ist f(x) 6= 0. Der Abs
hlu� von R r Z unddamit der Tr�ager von f ist daher R.
) Bestimmen Sie den Tr�ager der Funktion f(x) = sin x− |sin x| !
Lösung: f(x) ist genau dann von Null vers
hieden, wenn sin x < 0 ist, wenn es alsoeine ganze Zahl k gibt, so da� (2k − 1)π < x < 2kπ ist. Der Tr�ager von f ist daher dieVereinigung der abges
hlossenen Intervalle [(2k − 1)π, 2kπ] �uber alle k ∈ Z.d) Wel
he der Funktionen aus den vorigen drei Aufgaben hat kompakten Tr�ager?
Lösung: Keine, denn alle Tr�ager sind unbes
hr�ankt.e) Ri
htig oder fals
h: F�ur f, g ∈ K0(Rn,R) liegt au
h die Funktion h(x) = f(x)2 + g(x)2in K0(Rn,R).
Lösung: Ri
htig: h(x) vers
hwindet genau dann, wenn sowohl f(x) als au
h g(x) ver-s
hwinden. Ist also h(x) 6= 0, so mu� au
h mindestens eine der beiden Funktionen f und gin x einen von Null vers
hiedenen Wert haben. Damit liegt x in mindestens einem derbeiden Tr�ager, also au
h in deren Vereinigung. Diese ist als Vereinigung zweier kompakterMengen selbst kompakt, also liegt W = {x ∈ Rn | h(x) 6= 0} in einer kompakten Men-ge. Diese ist insbesondere abges
hlossen und enth�alt daher au
h den Abs
hlu� von W,den Tr�ager von h. Als abges
hlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist dieser selbstkompakt.f) Ri
htig oder fals
h: F�ur f, g ∈ K0(Rn,R) liegt der Tr�ager von h in der Vereinigung derTr�ager von f und von g.
Lösung: Ri
htig; das folgt aus der Argumentation bei der vorigen Aufgabe.g) Ri
htig oder fals
h: F�ur f, g ∈ K0(Rn,R) ist der Tr�ager von h die Vereinigung der Tr�agervon f und von g.
Lösung: Die oben de�nierte Menge W ist die Vereinigung der Mengen U = {x ∈ Rn |
f(x) 6= 0} und V = {x ∈ Rn | g(x) 6= 0}; die Tr�ager von h, f, g sind die Abs
hl�ussedieser Mengen. Die Behauptung folgt also, wenn wir zeigen k�onnen, da� der Abs
hl�u� von
W = U ∪ V glei
h der Vereinigung der Abs
hl�usse von U und V ist. Da diese Vereini-gung abges
hlossen ist, enth�alt sie den Abs
hlu� von W. Um die Glei
hheit na
hzuweisen,m�ussen wir zeigen, da� sie jeder Randpunkt von U oder V im Abs
hlu� von W liegt. Seialso x ein Randpunkt von U. Dann gibt es eine o�ene Umgebung O von x, die sowohl



Punkte aus U als au
h Punkte aus dem Komplement von U enth�alt. Falls letztere alle in Vliegen, ist insbesondere x ∈ V , also erst re
ht x ∈ W. Andernfalls ist x ein Randpunktvon W, liegt also im Abs
hlu� von W. Damit ist die Behauptung bewiesen.h) Die Funktion f:R2 → R sei gegeben dur
h f(x, y) = 1 − x2 − y2. Bere
hnen Sie ∫
Q
f f�urdas Quadrat Q mit E
ken (±1,±1) !
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.i) Bere
hnen Sie au
h ∫

Q
g f�ur g(x, y) = max{0, f(x, y)}, und interpretieren Sie diesen Wertgeometris
h!

Lösung: Wenn wir y festhalten, ist f(x, y) = 1−x2−y2 > 0 genau dann, wenn x2+y2 < 1ist, wenn also (x, y) in der o�enen Kreiss
heibe mit Radius eins um den Nullpunkt liegt.Wir k�onnen dies au
h ausdr�u
ken dur
h die Unglei
hung
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1− y2 .F�ur diese Punkte (x, y) ist g(x, y) = f(x, y) > 0, ansonsten ist g(x, y) = 0. Daher ist
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1− y2 dy .F�ur die beiden letzten Integrale kennen wir keine Stammfunktionen der Integranden,m�ussen also versu
hen, die Integrale mit einer der uns bekannten Integrationsregeln umzu-formen.Wegen der Beziehung sin2 t + 
os2 t = 1 bietet si
h zumindest beim ersten Integral dieSubstitution y = sin t an. Da y von −1 na
h 1 l�auft, mu� dabei t von −π
2
na
h π

2
laufen.Dann ist
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denn im betra
hteten Intervall nimmt der Kosinus keine negativen Werte an. Weiter ist
dy = 
os t dt, also
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os2 t dt .Auf letzteres Integral k�onnen wir die Regel zur partiellen Integration anwenden: In
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∫ 
os2 t dt = sin t 
os t+

∫ sin2 t dt = sin t 
os t+

∫

(1− 
os2 t)dt
= sin t 
os t+

∫

dt−

∫ 
os2 t dt = sin t 
os t+ t−

∫ 
os2 t dt ,wobei die Integrationskonstante der Einfa
hheit halber weggelassen wurde. Bringen wirdas Integral re
hts auf die linke Seite, erhalten wir das Ergebnis
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,denn der Kosinus vers
hwindet an beiden Grenzen.F�ur das zweite Integral liefert die Substitution y = sin t entspre
hend, da�
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∫ sin2 t 
os2 t dtist; au
h hier k�onnten wir mit partieller Integration weiterma
hen, jedo
h geht es wohls
hneller, wenn wir den Integranden na
h den Eulers
hen Formeln umformen:sin2 t 
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,denn der Sinus vers
hwindet bei ±2π.Jetzt m�ussen wir nur no
h alles zusammensetzen und erhalten∫
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.Bleibt no
h die geometris
he Interpretation: Der Punkt (x, y) hat den Abstand r =

√

x2 + y2 vom Nullpunkt, und f(x, y) = 1 − r2 h�angt nur ab von diesem Abstand. Das-selbe gibt au
h f�ur g(x, y) = max(0, 1−r2). Der Graph von g entsteht also dur
h Rotationder Parabel z = 1 − x2 aus der (x, z)-Ebene im Berei
h −1 ≤ x ≤ 1 um die z-A
hse; ersieht ungef�ahr aus wie ein Zu
kerhut. Das Integral gibt sein Volumen an.j) Existiert ∫
Rn g ?

Lösung: Wie wir bei der vorigen Aufgabe gesehen haben, vers
hwindet g au�erhalb dero�enen Kreiss
heibe x2 + y2 < 1. Tr�ager von g ist somit die kompakte abges
hlossene



Kreiss
heibe x2 + y2 ≤ 1, d.h. g hat kompakten Tr�ager, und damit existiert das Integral.Da der Tr�ager ganz im Quadrat Q aus der vorigen Aufgabe liegt, hat es denselben Wertwie das dortige Integral �uber Q.k) Stellen Sie die Ableitung der Funktion f(x) =

2∫
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os(x + t)

x2 + t2
dt als Integral dar!

Lösung: Da wir �uber das Intervall [1, 2] integrieren, ist der Nenner des Integranden �uberallmindestens glei
h eins; der Integrand ist also stetig und er ist au
h partiell di�erenzierbarna
h x: Na
h der Quotientenregel ist
∂
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h dem Lemma aus der Vorlesung die Integration �uber t vertaus
hbar mit derAbleitung na
h x, d.h.
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dt .l) Zeigen Sie, da� si
h jede nat�urli
he Zahl eindeutig darstellen l�a�t in der Form 1

2
m(m+1)+ℓmit m ∈ N0 und 1 ≤ ℓ ≤ m + 1, und folgern Sie, da� die Abbildung ϕ:N × N → N mit

ϕ(k, ℓ) = 1
2
(k+ ℓ − 2)(k+ ℓ − 1) + ℓ bijektiv ist!

Lösung: Sm = 1
2
m(m + 1) ist die Summe der ersten m nat�urli
hen Zahlen. Damit istklar, da� die Folge der Sm streng monoton w�a
hst; es gibt also zu jeder nat�urli
hen Zahl ngenau ein m ∈ N0, so da� Sm < n ≤ Sm+1 ist. Ebenfalls wegen der Summeninterpretationist Sm+1 − Sm = m + 1; s
hreiben wir also n = Sm + ℓ, mu� 1 ≤ ℓ ≤ m + 1 sein.Diese Darstellung ist eindeutig, denn ist n = Sm + ℓ mit m ∈ N0 und 1 ≤ ℓ ≤ m + 1,so ist Sm < n ≤ Sm + (m + 1) = Sm+1, womit m und damit nat�urli
h au
h ℓ eindeutigbestimmt w�are.Betra
hten wir nun die Abbildung ϕ. Zun�a
hst ist ϕ(k, ℓ) f�ur alle k, ℓ ∈ N eine nat�urli
heZahl, denn k + ℓ − 2 ≥ 0, so da� der erste Summand in N0 liegt, die Summe also wegen

ℓ ≥ 1 in N.Die Bijektivit�at l�a�t si
h am einfa
hsten na
hweisen, indem wir eine Umkehrabbildung
ψ:N → N × N konstruieren: Wir s
hreiben eine vorgegebene nat�urli
he Zahl n als Sm + ℓmit 1 ≤ ℓ ≤ m+ 1 und setzen k = m+ 2− ℓ. Dann ist k ∈ N und

Sm + ℓ =
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2
+ ℓ =
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2
+ ℓ = ϕ(k, ℓ) ;wir setzen also ψ(n) = (k, ℓ): Wie wir gerade gesehen haben, ist ϕ ◦ψ die Identit�at auf N;starten wir umgekehrt mit (k, ℓ) ∈ N×N, so ist ϕ(k, ℓ) = Sk+l−2 + ℓ und 1 ≤ ℓ ≤ k+ ℓ−1,also ψ(

ϕ(n)
)

= (k, ℓ).m)Zeigen Sie mit Hilfe der Abbildung ϕ, da� f�ur zwei abz�ahlbar unendli
he Mengen A und Bau
h die Menge A× B abz�ahlbar unendli
h ist! und da� au
h f�ur jede nat�urli
he Zahl n
An abz�ahlbar unendli
h ist!
Lösung: Wegen der Abz�ahlbarkeit von A und B gibt es bijektive Abbildungen ψ:N → Aund ω:N → B. Dann ist au
h die Abbildung

Ψ:{ N × N → A× B
(k, ℓ) 7→

(

ψ(k), ψ(ℓ)
)bijektiv, und Ψ ◦ϕ:N → A×A ist die gew�uns
hte Bijektion.



n) Folgern Sie, da� f�ur eine abz�ahlbar unendli
he Menge A und eine nat�urli
he Zahl n au
h
An abz�ahlbar unendli
h ist!
Lösung: Wir beweisen die Abz�ahlbarkeit von An dur
h vollst�andige Induktion: F�ur n = 1ist A1 = A nat�urli
h abz�ahlbar. Falls wir f�ur ein n ∈ N bereits wissen, da� An abz�ahlbarist, s
hreiben wir An+1 = A×An und k�onnen die vorige Aufgabe auf B = An anwenden.o) Wel
he der folgenden Teilmengen von R2 sind Nullmengen?

A = Q × Q, B = R × Q, C =
{
(x, y) ∈ R2

∣

∣ x+ y ∈ Q
}
,

Da =
{
(x, y) ∈ R2

∣

∣ |xy| < a
} mit a ∈ R

Lösung: A = Q × Q ist als Produkt zweier abz�ahlbarer Mengen selbst abz�ahlbar, alsoNullmenge. B = R×Q ist zwar ni
ht abz�ahlbar, aber trotzdem Nullmenge, denn f�ur jedes
x ∈ Q ist R× {x} =

{
(y, x)

∣

∣ y ∈ R} eine Nullmenge, und die Vereinigung abz�ahlbar vielerNullmengen ist wieder eine Nullmenge.Aus demselben Grund ist au
h C eine Nullmenge, denn f�ur jedes q ∈ Q ist
Cq =

{
(x, y) ∈ R2
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∣ x+ y = q
}

=
{
(x, q − x)

∣

∣ x ∈ R}eine Nullmenge, und C ist die Vereinigung der abz�ahlbar vielen Cq.
Da ist f�ur kein a > 0 eine Nullmenge, denn das o�ene Quadrat mit E
ken (±√

a,±√
a)liegt ganz in Da. Da jede �Uberde
kung von Da dur
h Re
hte
ke insbesondere diesesQuadrat �uberde
ken mu�, ist die Summe der Volumina der �Uberde
kungsquader dahermindestens glei
h 4a und damit unm�ogli
h kleiner als ein ε < 4a. F�ur a < 0 ist D = ∅nat�urli
h eine Nullmenge; f�ur a = 0 besteht Da aus den beiden Koordinatena
hsen, alsozwei Nullmengen, und au
h deren Vereinigung ist eine Nullmenge.p) Ri
htig oder fals
h: Sind A ⊂ Rn und B ⊂ Rm Nullmengen, so ist au
h A×B ⊂ Rn×Rmeine Nullmenge.

Lösung: Ri
htig: Sei ε > 0 vorgegeben. Da A und B Nullmengen sind, gibt es abz�ahlbareQuader�uberde
kungen von A und B mit Gesamtvolumen jeweils kleiner als √ε. Nehmenwir nun alle Quader der Form Qi ×Qj, wobei Qi einer der Quader aus der �Uberde
kungvon A ist und Qj entspre
hend von B, so ist die Menge aller dieser Quader abz�ahlbarund sie �uberde
ken A × B. F�ur festes i ist das Volumen der s�amtli
hen Quader Qi ×Qjdas Volumen von Qi mal der Summe der Volumina derQj, also kleiner als µ(Qi)
√
ε.Summieren wir nun no
h �uber alle i, erhalten wir eine Summe kleiner √ε · √ε = ε.


