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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 15+16. April 2013
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a) Richtig oder falsch: Die Folge der Funktionen f, (x) = Z % konvergiert auf dem abge-
k=0

schlossenen Intervall [—10, 10] gleichmé&Big gegen e* .

b) Konvergiert (f,)nen auf ganz R gleichméfig gegen die Exponentialfunktion?

c) f:D — R sei eine differenzierbare Funktion auf der offenen Teilmenge D C R, und fiir ein
(nicht notwendigerweise endliches) abgeschlossenes Intervall I C D sei f(I) C I. AuBlerdem
gebe es eine reelle Zahl M < 1, so daf8 |[f'(x)| < M ist fiir alle x € 1. Zeigen Sie, daf} es
dann genau ein x € I gibt mit f(x) = x!

d) Was liefert Ihnen die vorige Aufgabe fiir die Konvergenz des Verfahrens von HERON?

e) Zeigen Sie, daf die Funktion f(x) = e —x genau eine Nullstelle hat, und geben Sie eine
Folge an, die gegen diese Nullstelle konvergiert!

f) Richtig oder falsch: V sei ein BANACH-Raum, und die Abbildung f:V — V erfiille die
Voraussetzungen des BANACHschen Fixpunktsatzes. Dann ist f gleichmaBig stetig auf V.

g) V sei ein vollstdndiger normierter Vektorraum, und die Abbildung f:V — V erfiille fiir
alle x,y € V und ein festes q € R die Ungleichung ||f(x) — f(y)| < q||x —y||. Weiter sei
x* ein Fixpunkt von f, xy € V ein beliebiger Punkt, und fiir k € N sei xj rekursiv definiert
durch x, = f(xy_1). Zeigen Sie:

k

et =il <

[x1 —xol| -

h) Berechnen Sie fiir fo(x) = 1 die ersten Glieder der Funktionenfolge (fy)nen mit

X
fa(x) =14+ JZt(fTH (t)—2)dt firneN
0
und erraten Sie den Grenzwert!
1) Zeigen Sie, dafl die erratene Funktion die Gleichungen
x
flx) =1+ JZt(f(t) —2)dt und f'(x) =2x(f(x) —2)
0
erfiill!
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7) Zeigen Sie, dal die Funktion f(x) = x + Tox auf R>, = {x € R | x > 0} keinen
Fixpunkt hat, dal aber trotzdem gilt: |f(y) — f(x)| < |y — x| fiir alle x # y aus R>,!
Warum widerspricht dies nicht dem BanacHschen Fixpunktsatz? N

k) V sei ein BANACH-Raum, f: D — V eine stetige Abbildung auf D C V und K C D eine
kompakte Teilmenge mit f(K) C K. Zeigen Sie: Wenn ||f(y) — f(x)|| < |ly — x| fiir alle
x,y € K, hat f mindestens einen Fixpunkt auf K.

Hinweis: Verwenden Sie den Satz iiber Maxima und Minima auf kompakten Mengen.

[) Q sei das Rechteck mit Ecken (0,0) und (7r,4). Berechnen Sie die folgenden Integrale
jeweils fiir beide moglichen Anordnungen der Variablen x und y:

J Xy, J y sin 2x, J xye?*, J (2 —3ysinxy)!
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