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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 8.+9. April 2013a) Wel
he der folgenden Mengen sind konvex, wel
he wegzusammenh�angend und wel
hezusammenh�angend?
A =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 4y2 < 5
} , B =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 4y2 ≤ 5
}

C =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 4y2 = 5
} , D =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 4y2 6= 5
}

E =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 4y2 ≥ 5
} , F =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 4y2 > 5
}

G =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 − 4y2 < 5
} , H =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 − 4y2 ≤ 5
}

I =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 − 4y2 = 5
} , J =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 − 4y2 6= 5
}

K =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 − 4y2 ≥ 5
} , L =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 − 4y2 > 5
}

Lösung: Die Mengen A bis F h�angen mit der hier abgebildeten Ellipse C zusammen.
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A ist das Innere ohne den Ellipsenbogen, B besteht aus dem Inneren mit diesem Bogen.Beide Mengen sind o�ensi
htli
h konvex, d.h. sie enthalten zu je zwei Punkten (x, y) und
(u, v) au
h deren Verbindungsstre
ke. Re
hneris
h kann man dies f�ur B wie folgt sehen:Ist x2 + 4y2 < 5 und u2 + 4v2 < 5, so ist f�ur λ ∈ [0, 1]

(

(1−λ)x+λu
)2

+4
(

(1−λ)y+λv
)2

= (1−λ)2(x2+4y2)+λ2(u2+4v2)+2λ(1−λ)(xu+4yv)Da (x±u)2 ≥ 0 ist, folgt aus der zweiten binomis
hen Formel, da� |xu| ≤ 1
2
(x2 + u2) ist,genauso au
h |yv| ≤ 1

2
(y2 + v2). Somit ist obiger Ausdru
k h�o
hstens glei
h

(1 − λ)2(x2 + 4y2) + λ2(u2 + 4v2) + λ(1 − λ)(x2 + 4y2 + u2 + 4v2)

≤
(

(1 − λ)2 + λ2 + 2λ(1 − λ)
)

· 5 =
(

(1 − λ) + λ
)2 · 5 = 5 .Daher liegt mit (x, y) und (u, v) au
h der Punkt (1 − λ)(x, y) + λ(u, v) in B. DieselbeRe
hnung mit ≤ statt < zeigt die entspre
hende Aussage f�ur A. Also sind A und Bkonvex, also au
h wegzusammenh�angend und zusammenh�angend.

C ist o�ensi
htli
h ni
ht konvex: Die Verbindungsstre
ke der beiden Punkte (

±
√

5, 0)liegt ni
ht auf dem Ellipsenbogen. Trotzdem ist C wegzusammenh�angend und damit au
hzusammenh�angend, denn je zwei Punkte auf dem Ellipsenbogen k�onnen dur
h das da-zwis
henliegende Bogenst�u
k miteinander verbunden werden. Da� dies ein Weg ist, folgtbeispielsweise aus dem Satz �uber implizite Funktionen oder dur
h eine Parameterdarstel-lung von C in der Form C =
{
(
√

5 
os t,
√

5
2
sin t)

∣

∣ t ∈ [0, 2π]
} .



D = A ∪ F ist Vereinigung der beiden o�enen Mengen A und F, die leeren Dur
hs
hnitthaben; daher ist D ni
ht zusammenh�angend, also erst re
ht ni
ht wegzusammenh�angendoder gar konvex.
E und F bestehen aus allen Punkten au�erhalb der Ellipse, bei E eins
hlie�li
h des El-lipsenbogens. Beide Mengen sind ni
ht konvex, da beispielsweise die Verbindungsstre
keder beiden Punkte (−5, 0) und (5, 0) ni
ht ganz in E bzw. F liegt. Trotzdem sind beideMengen wegzusammenh�angend: Sind (x, y) und (u, v) zwei Punkte aus einer dieser Men-gen, wobei o.B.d.A. x2 + 4y2 = r1 kleiner oder glei
h u2 + 4v2 = r2 sei, so erf�ullt mit
α =

√

r2/r1 der Punkt (αx,αy) die Glei
hung (αx)2 + 4(αy)2 = r2, kann also dur
heinen Ellipsenbogen, der ganz in der Menge liegt, mit (u, v) verbunden werden. Da au
hdie Stre
ke von (x, y) na
h (αx,αy) ganz in der Menge liegt, haben wir einen Weg zwis
henden beiden Punkten gefunden.Die restli
hen Mengen h�angen zusammen mit der hier dargestellten Hyperbel I:
x
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G und H sind der Berei
h zwis
hen den beiden Hyperbel�asten, mal mit, mal ohne dieHyperbel selbst. Beide sind ni
ht konvex, da sie die Verbindungsstre
ke der Punkte (4, 3)und (4,−3) ni
ht enthalten. Sie sind aber wegzusammenh�angend, denn zwei Punkte (x, y)und (u, v) k�onnen zum Beispiel dur
h den Stre
kenzug (x, y) → (0, y) → (0, v) → (u, v)miteinander verbunden werden. Damit sind diese Mengen au
h zusammenh�angend.Die Hyperbel I ist s
hon visuell ni
ht zusammenh�angend; formal sieht man dies zumBeispiel daran, da� sie dur
h die Vereinigung der beiden disjunkten o�enen Mengen
U =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x > 0
} und V =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x < 0
}�uberde
kt wird, aber nat�urli
h ni
ht dur
h eine dieser Mengen allein. Dasselbe gilt au
hf�ur K und L. Au
h J = G ∪ L ist disjunkte Vereinigung zweier o�ener Mengen, also ni
htzusammenh�angend. Somit sind H bis L au
h weder wegzusammenh�angend no
h konvex.b) Ist X =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ xy = 1 oder xy = 0
} wegzusammenh�angend oder zusam-menh�angend?

Lösung: X besteht aus den beiden �Asten der Hyperbel xy = 1 sowie deren beiden Asymp-toten, den Koordinatena
hsen. Dur
h Unglei
hungen nur f�ur x oder nur f�ur y k�onnen wirdiese Kurven o�ensi
htli
h ni
ht trennen. Wir k�onnen aber eine weitere Hyperbel zwis
hen
xy = 1 und den Koordinatena
hsen einf�ugen, zum Beispiel die Hyperbel xy = 1

2
. Damitk�onnen wir die beiden o�enen Mengen

U =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ 2xy > 1
} und V =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ 2xy < 1
}de�nieren, die o�ensi
htli
h X �uberde
ken: F�ur jeden Punkt (x, y) ∈ X ist entweder 2xy =

2, so da� er in U liegt, oder 2xy = 0, so da� er in V liegt. Da U und V leeren Dur
hs
hnitthaben, folgt, da� X ni
ht zusammenh�angend ist.




) Zeigen Sie: Eine Teilmenge X ⊆ R ist genau dann ein abges
hlossenes Intervall [a, b] mit
a, b ∈ R, wenn sie kompakt und zusammenh�angend ist.
Lösung: Ein abges
hlossenes Intervall [a, b] ist nat�urli
h abges
hlossen und bes
hr�ankt,also kompakt; au�erdem ist jedes Intervall zusammenh�angend.Umgekehrt ist au
h jede zusammenh�angende Teilmenge von R ein (eventuell unendli
hes)Intervall; wenn sie au
h no
h kompakt ist, ist sie abges
hlossen und bes
hr�ankt, also einabges
hlossenes Intervall.d) Die Lemniskate zum Parameter a ∈ R ist die Menge

La =

{(

a 
os t

1 + sin2 t
,

a sin t 
os t

1 + sin2 t

)
∣

∣

∣

∣

t ∈ R

}

⊂ R
2 .Zeigen Sie, da� La f�ur jedes a ∈ R zusammenh�angend und kompakt ist!

Lösung: Da Sinus und Kosinus periodis
h mit Periode 2π sind, rei
ht es, nur die t-Werteaus dem Intervall [0, 2π] zu betra
hten. La ist somit das Bild dieses kompakten Intervallsunter der stetigen Abbildung ϕ:R → R
2 mit

ϕ(t) =

(

a 
os t

1 + sin2 t
,

a sin t 
os t

1 + sin2 t

) .(Die Stetigkeit ist klar, da trigonometris
he Funktionen und Grundre
henarten stetig sindund der Nenner nirgends vers
hwindet.) Da das Bild einer zusammenh�angenden bzw. kom-pakten Menge unter einer stetigen Abbildung wieder zusammenh�angend bzw. kompakt ist,folgt die Behauptung.e) Zeigen Sie, da� L3 ni
htleeren Dur
hs
hnitt mit der Hyperbel H = {(x, y) ∈ R
2 | xy = 1}hat! Hinweis: Betra
hten Sie den Werteberei
h der Funktion f(x, y) = xy auf L3 !

Lösung: Wir m�ussen zeigen, da� die Eins im Werteberei
h von f liegt. Da L3 eine zusam-menh�angende Menge ist, ist au
h dieser Werteberei
h zusammenh�angend; es rei
ht also,darin sowohl einen kleineren als au
h einen gr�o�eren Wert zu �nden. F�ur t = 0 erhaltenwir den Punkt (3, 0) ∈ L3 mit f(3, 0) = 0 < 1, f�ur t = π
4
mit sin t = 
os t =

√
2

2
denPunkt (

√
2, 1) mit f(

√
2, 1) =

√
2 > 1. Damit mu� es ein t ∈ (0, π

2
) geben, so da� imentspre
henden Kurvenpunkt der Wert eins angenommen wird.f) Zeigen Sie, da� das ni
htlineare Glei
hungssystem

x4 + y4 = 2 und x3 + 2xy2 + 3xy3 + 5y5 = 4mindestens eine reelle L�osung hat!
Lösung: Die Menge {(x, y) ∈ R

2 | x4 + y4 = 2} ist eine Art Oval und sie ist insbesonderezusammenh�angend, denn f�ur jeden ihrer Punkte (x, y) ist |x| ≤ 4
√

2, und f�ur jedes sol
he xliegen die Punkte (x, y) mit y = ± 4
√

2 − x4 in M. Die Menge M besteht also aus denbeiden B�ogen {(x, y) | |x| ≤ 4
√

2 und y = ± 4
√

2 − x4}, die als Bilder eines Intervalls beidewegzusammenh�angend sind. Da sie si
h in den Punkten (± 4
√

2, 0) tre�en, ist also au
h Mwegzusammenh�angend und damit zusammenh�angend.Wir betra
hten die Funktion g:R2 → R mit g(x, y) = x3 + 2xy2 + 3xy3 + 5y5 undm�ussen zeigen, da� sie irgendwo auf M den Wert vier annimmt. Da g(M) als Bild einerzusammenh�angenden Menge selbst zusammenh�angend ist, rei
ht es, wenn wir zwei Punktevon M �nden, so da� g in einem der beiden gr�o�er und im anderen kleiner als vier ist.Die einfa
hsten Punkte von M sind die vier Punkte (±1,±1) mit g(1, 1) = 11 > 4 und
g(1,−1) = −5 < 4. Damit haben wir zwei sol
he Punkte; das Glei
hungssystem hat alsomindestens eine reelle L�osung.



g) Zeigen Sie: Es gibt (x, y) ∈ R
2 mit x2 + y2 < π

2
und tan(x2 + y2) = exy 
os(πx2) !

Lösung: Da die dur
h x2 + y2 < π
2
de�nierte o�ene Kreiss
heibe zusammenh�angend ist,wird sie von der stetigen Funktion

f(x, y) = tan(x2 + y2) − exy 
os(πx2)auf ein Intervall abgebildet. Es gen�ugt daher, wenn wir einen Punkt (x, y) aus dieserKreiss
heibe �nden, in dem f(x, y) positiv ist und einen anderen, in dem es negativ ist.Der einfa
hste Punkt zum Einsetzen ist (0, 0) mit f(0, 0) = −1. Die Funktion wird au
hdann relativ einfa
h, wenn wir den Kosinus zum Vers
hwinden bringen, also x = ±
√

1/2setzen. Dann ist f(x, y) = tan(1
2

+ y2) > 0, denn 1
2

+ y2 mu� kleiner als π
2
sein. Somitnimmt f au
h den Wert Null an.h) Ri
htig oder fals
h: Ist (xn)n∈N eine Cau
hy-Folge reeller Zahlen, so ist die Folge derPaare (xn, xn+1) eine Cau
hy-Folge in R

2.
Lösung: Ri
htig: Da (xn)n∈N eine Cau
hy-Folge ist, gibt es zu jedem ε > 0 ein N ∈ N,so da� |xm − xn| < ε ist f�ur alle n,m ≥ N. Damit ist f�ur m,n > 0 au
h

‖(xm, xm+1) − (xn, xn+1)‖∞ = max{|xm − xn| , |xm+1 − xn+1|
}

< ε ,wir haben also eine Cau
hy-Folge.i) f:R → R sei eine stetige Funktion, x1 eine reelle Zahl, und dur
h xn = f(xn−1) f�ur n ≥ 2sei rekursiv eine Folge (xn)n∈N de�niert. Zeigen Sie: Konvergiert diese Folge gegen ein
x ∈ R, so ist x ein Fixpunkt von f !
Lösung: Ist x = lim

n→∞
xn, so ist wegen der Stetigkeit von f

f(x) = f
( lim
n→∞

xn

)

= lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

xn+1 = x .j) Zeigen Sie: F�ur jedes a ∈ R konvergiert die Folge (xn)n∈N mit x1 = a und xn = sin xn−1f�ur n ≥ 2 gegen Null!
Lösung: F�ur n ≥ 2 ist |xn| = |sin xn−1| ≤ 1. Da sin x f�ur −π

2
≤ x ≤ π

2
das glei
heVorzei
hen hat wie x, haben au�erdem alle xn mit n ≥ 2 dasselbe Vorzei
hen.Ist x2 = 0, sind au
h alle weiteren xn = 0 und wir sind fertig. Ist x2 > 0, so ist die Folgeder xn ab n = 2 streng monoton fallend, da sin x < x f�ur alle x > 0; au�erdem ist sie na
hunten bes
hr�ankt, da alle xn > 0 sind. Als monoton fallende na
h unten bes
hr�ankte Folgekonvergiert (xn)n∈N, und na
h der vorigen Aufgabe erf�ullt der Grenzwert x die Glei
hungsin x = x. Somit ist au
h hier x = 0.Ist x2 < 0, erhalten wir entspre
hend eine monoton wa
hsende na
h oben bes
hr�ankteFolge, und wieder folgt, da� der Grenzwert Null ist.k) Finden Sie alle Fixpunkte der Funktion f(x) = x2 + c und ents
heiden Sie, f�ur wel
he

c ∈ R diese stabil sind!
Lösung: x2 + c = x genau dann, wenn x die quadratis
he Glei
hung

x2 − x + c =

(

x −
1

2

)2

+ c −
1

4
= 0erf�ullt, wenn also

x =
1

2
±

√

1

4
− c =

1

2
± 1

2

√
1 − 4c



ist. Somit gibt es genau dann (reelle) Fixpunkte, wenn c ≤ 1
4
ist. Ein Fixpunkt ist stabil,wenn der Betrag der Ableitung von f dort kleiner als eins ist; wir haben also die Bedingung

|2x| =
∣

∣

∣
1 ±

√
1 − 4c

∣

∣

∣
< 1 .Im Falle des Pluszei
hens erhalten wir die Bedingung −1 < 1 +

√
1 − 4c < 1, die o�en-si
htli
h ni
ht erf�ullbar ist; der Fixpunkt 1

2
+ 1

2

√
1 − 4c ist also f�ur kein c stabil. Im Falledes Minuszei
hens wird die Bedingung zu

−1 < 1 −
√

1 − 4c < 1 oder − 2 < −
√

1 − 4c < 0 ,was �aquivalent ist zu 0 <
√

1 − 4c < 2 oder 0 < 1 − 4c < 4 oder −3
4

< c < 1
4
. F�ur

−3
4

< c < 1
4
ist 1

2
− 1

2

√
1 − 4c somit ein stabiler Fixpunkt.l) Finden Sie alle Fixpunkte von f◦ f und ents
heiden Sie, f�ur wel
he c ∈ R diese stabil sind!

Lösung: Ein Fixpunkt von f ◦ f erf�ullt die Glei
hung
(f ◦ f)(x) = f

(

f(x)
)

= (x2 + c)2 + c = x oder x4 + 2cx2 − x + c2 + c = 0 .Unter den L�osungen dieser Glei
hung sind insbesondere die Fixpunkte von f, also dieNullstellen von x2 − x + c; diese kennen wir bereits aus der vorigen Aufgabe, wo au
hihre Stabilit�at diskutiert wurde. Um die restli
hen zu bestimmen, k�onnen wir daher dur
hdieses quadratis
he Polynom dividieren:
(x4 + 2cx2 − x + c2 + c) : (x2 − x + c) = x2 + x + c + 1 .Die Nullstellen des Quotienten sind

x1/2 = −
1

2
± 1

2

√
−3 − 4c ;sie sind reell, wenn c ≤ −3

4
ist. Um ihre Stabilit�at zu untersu
hen, m�ussen wir f ◦ fableiten; na
h der Kettenregel erhalten wir (f ◦ f)′(x) = f′

(

f(x)
)

· f′(x). Da f(x1) = x2 und
f(x2) = x1 ist (warum?), ist also

(f ◦ f)′(x1) = f′(x2) · f′(x1) = 2x2 · 2x1 = 4x1x2 = 4(c + 1) ,denn das Produkt der beiden L�osungen einer quadratis
hen Glei
hung mit h�o
hstem Ko-eÆzienten eins ist der konstante Term. F�ur (f ◦ f)(x2) erhalten wir nat�urli
h dasselbeErgebnis. x1 und x2 sind daher stabil, wenn −1 < 4(c + 1) < 1 oder −5
4

< c < −3
4ist. Die neuen stabilen Fixpunkte von f ◦ f entstehen also genau bei dem Parameterwert

c = −3
4
, bei dem der stabile Fixpunkt von f vers
hwindet. Bez�ugli
h f bilden x1 und x2einen stabilen Zweierzyklus, d.h. die Folge der Funktionswerte pendelt st�andig zwis
hen

x1 und x2, und f�ur einen Wert nahe x1 oder x2 n�ahern si
h die weiteren Folgengliederimmer mehr an dieses Zyklus an.m)Zur stetigen Funktion f:R → R gebe es im Intervall [a, b] einen Punkt c mit f(c) < aund einen Punkt d mit f(d) > b. Zeigen Sie, da� es mindestens ein x ∈ [a, b] gibt mit
f(x) = x.
Lösung: Die stetige Funktion g(x) = f(x)−x hat an der Stelle x = c den Wert f(c)−c; da
f(c) < a, aber c ≥ a ist, ist dies eine negative Zahl. Entspre
hend folgt, da� g(d) = f(d)−bpositiv ist, denn f(d) > b, aber d ≤ b. Na
h dem Zwis
henwertsatz gibt es daher ein xzwis
hen c und d, also insbesondere aus [a, b], f�ur das g(x) = 0 ist, also f(x) = x, wiebehauptet.


