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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 8.+9. April 2013a) Welhe der folgenden Mengen sind konvex, welhe wegzusammenh�angend und welhezusammenh�angend?
A =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 4y2 < 5
} , B =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 4y2 ≤ 5
}

C =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 4y2 = 5
} , D =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 4y2 6= 5
}

E =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 4y2 ≥ 5
} , F =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 4y2 > 5
}

G =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 − 4y2 < 5
} , H =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 − 4y2 ≤ 5
}

I =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 − 4y2 = 5
} , J =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 − 4y2 6= 5
}

K =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 − 4y2 ≥ 5
} , L =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 − 4y2 > 5
}b) Ist X =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ xy = 1 oder xy = 0
} wegzusammenh�angend oder zusam-menh�angend?) Zeigen Sie: Eine Teilmenge X ⊆ R ist genau dann ein abgeshlossenes Intervall [a, b] mit

a, b ∈ R, wenn sie kompakt und zusammenh�angend ist.d) Die Lemniskate zum Parameter a ∈ R ist die Menge
La =

{(

a os t

1 + sin2
t
,

a sin t os t

1 + sin2
t

)
∣

∣

∣

∣

t ∈ R

}

⊂ R
2 .Zeigen Sie, da� La f�ur jedes a ∈ R zusammenh�angend und kompakt ist!e) Zeigen Sie, da� L3 nihtleeren Durhshnitt mit der Hyperbel H = {(x, y) ∈ R

2 | xy = 1}hat! Hinweis: Betrahten Sie den Wertebereih der Funktion f(x, y) = xy auf L3 !f) Zeigen Sie, da� das nihtlineare Gleihungssystem
x4 + y4 = 2 und x3 + 2xy2 + 3xy3 + 5y5 = 4mindestens eine reelle L�osung hat!g) Zeigen Sie: Es gibt (x, y) ∈ R

2 mit x2 + y2 < π
2
und tan(x2 + y2) = exy os(πx2) !h) Rihtig oder falsh: Ist (xn)n∈N eine Cauhy-Folge reeller Zahlen, so ist die Folge derPaare (xn, xn+1) eine Cauhy-Folge in R

2.i) f:R → R sei eine stetige Funktion, x1 eine reelle Zahl, und durh xn = f(xn−1) f�ur n ≥ 2sei rekursiv eine Folge (xn)n∈N de�niert. Zeigen Sie: Konvergiert diese Folge gegen ein
x ∈ R, so ist x ein Fixpunkt von f !j) Zeigen Sie: F�ur jedes a ∈ R konvergiert die Folge (xn)n∈N mit x1 = a und xn = sin xn−1f�ur n ≥ 2 gegen Null!k) Finden Sie alle Fixpunkte der Funktion f(x) = x2 + c und entsheiden Sie, f�ur welhe
c ∈ R diese stabil sind!l) Finden Sie alle Fixpunkte von f◦ f und entsheiden Sie, f�ur welhe c ∈ R diese stabil sind!m)Zur stetigen Funktion f:R → R gebe es im Intervall [a, b] einen Punkt c mit f(c) < aund einen Punkt d mit f(d) > b. Zeigen Sie, da� es mindestens ein x ∈ [a, b] gibt mit
f(x) = x.


