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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 11.-12. Miirz 2013

F:R? — R sei eine stetig differenzierbare Funktion, und (xo,yo) sei ein Punkt, in dem
F(xo,yo) verschwindet, aber VF(xo,yo) nicht der Nullvektor ist. Zeigen Sie, daf die Tan-
gente in (xo,Yo) an die Kurve

C={(xy) e R* | F(x,y) =0}
die durch

Fx(x0,Yo)(x —x0) + Fy(x0,Y0)(y —yo) =0
definierte Gerade ist!

Loésung: Nach Definition der Differenzierbarkeit ist

F(xo + 1, vo + k) = Flxo,uo) + <<]]:>’VF(X°’”°)> e ( <]11> H> '

Falls (xo+h,yo+h) auf der durch F(x,y) = 0 definierten Kurve liegt, verschwinden sowohl
F(x0,Yo) als auch F(xo + h,yo + k), also geht das Skalarprodukt von (') mit VF(xo,Yo)
schneller gegen Null als die Norm von (L‘) Die Punkte (xo + h,yo + k), fiir die dieses
Skalarprodukt verschwindet, liegen somit auf einer Geraden, die die Kurve in (xo,Yo)
beriihrt, also auf der Tangenten. Mit h = x—xp und k =y —yy ergibt sich die behauptete
Gleichung.

F G:R? — R seien stetig differenzierbare Funktionen, und (xo,yo) sei ein Punkt, in dem
sowohl F als auch G verschwinden, nicht aber VF und VG. Zeigen Sie, daf sich die Kurven
C={(xy) eR*|F(x,y) =0} und D={(x,y) € R*|G(x,y) =0}

im Punkt (xp,yo) genau dann beriithren, wenn es ein A € R gibt, so dafl gilt:
VF(x0,Y0) =AVG(x0,Yo) -

Lo6sung: Nach der vorigen Aufgabe liegen auf der Tangenten an C im Punkt (xo,yo) genau
die Punkte (x,y), fiir die der Vektor (;‘:;“;) senkrecht auf dem Gradienten von Fin (xo, yo)
steht; auf der Tangente an D liegen entsprechend die, fiir die dieser Vektor senkrecht auf
dem Gradienten von G steht. Die beiden Geraden stimmen genau dann iiberein, wenn die
beiden Gradienten proportional sind, und da nach Voraussetzung keiner der beiden der
Nullvektor ist, kann man jeden der beiden als Vielfaches des anderen schreiben.

Berechnen Sie die HEssE-Matrizen der folgenden Funktionen:
f:R3 = R; (x,u,z) = x> +y3+ 23+ 3xyz f2:R? -5 R; (x,y) — sinxcosy
f3:R2 5 R, (x,y) o eX +Y f4:R? - R; (x,y) — arctanx +y
Loésung:
3x? +3yz 6x 3z 3y
Vfi(x,v,z) = | 3y>+3xz |, Hf (x,y,2) =] 3z 6y 3x
3z% + 3xy 3y 3x 6z
_ COS X COS'Y [ —sinxcosy —cosxsiny
Vi y) = <—sinxsiny> » Heloy) = (—cosxsiny —sinxcosy>
2 2 2 2 2 2 2 2
[ 2xeX Y 2TV paxZex Y dxyex TV
Vfg(x,y) = <2yexz+yz> , Hf3 (x,y) = ( 4Xyexz+yz 2eijLyz +4yzexz+y2



1 X
Vf4(X,y) = ( 1 +X2 ) ) Hf4 (X,U) = ( (] +X2)2 )
1 0 0

d) Berechnen Sie die vollstdndige TAYLOR-Reihe von f; um den Punkt (0,0,0)!

e)

f)

g9)

Lésung: Das ist natiirlich gerade f; selbst.

Berechnen Sie das TAYLOR-Polynom zweiten Grades von f; um den Punkt (1,0,0)!
Losung: f1(1+ h,j, k) = (1 +h)> +33 + %3 +3(1 + h)jk = 1 + 3h + 3h? 4 3jk+ Terme
vom Grad drei. Somit ist das TAYLOR-Polynom zweiten Grades gleich 1+ 3h+ 3h? + 3jk.

Alternativ: Wir kennen bereits Gradient und HeEsseE-Matrix von fy; an der Stelle (1,0,0)
ist

3 6 0 0
Vfi(1,0,0) =10 und H¢, (1,0,0)=10 0 3
0 0 3 0
Daher ist das TAYLOR-Polynom zweiten Grades gleich

3 h 1 6 0 0 h
f1(1,0,0)+ (0] -] +z(hjk) 0 0 3 j
0 k 0 3 0 k

6h? + 3jk + 3kj

=1+3h+ =1+ 3h+3h% + 3jk.

2

Berechnen Sie das TAYLOR-Polynom zweiten Grades von f, bis f4 um den Nullpunkt!

Losung: f,(x,y) = sinxcosy hat als TAYLOR-Reihe natiirlich das Produkt der TAYLOR-

Reihen 5 5 5 4
X X
sinx:x—?~l—§—--- und cosy:1—%+y—'+--- ;
das TayLOR-Polynom zweiten Grades von f, ist daher x, denn alle sonstigen Terme des

Produkts haben hoheren Grad als zwei.

Genauso konnen wir bei f3(x,y) = eX *Y” einfach z = x? + y2 in die TAYLOR-Reihe
o0 n

e = > Z—' einsetzen und alle Terme vom Grad grofler zwei in x,y weglassen; das Ergeb-
n=0 T

nis ist 1+ x? +y2.
Fiir f4(x) = arctan x + y miissen wir einfach y zum TAYLOR-Polynom des Arkustangens
addieren. Wegen

0 2n+1 3 5

X pe X
arctan x = -n" =x

nZ=o (=1 n+1 3 5

ergibt sich x +y als TAYLOR-Polynom zweiten Grades.

Berechnen Sie die HEssE-Matrix der Funktion g(x,y,z) = sin(xy + yz + xz) 4 e>XT3y+52|
Losung:
9x(%,U,2) = (y + 2) cos(xy + yz + xz) + 2e2xT3v+52
9y (x,Y,2) = (x + z) cos(xy + yz + xz) + 3e?¥ T3V 5=
92(x,Y,2) = (x + y) cos(xy + yz + xz) + 5e2x T3 +52
Oxx (X, U,2) = —(y + z)? sin(xy + yz + xz) + 4e?* T3 +52
9xy (%, Y,2) = —(x + 2)(y + 2) sin(xy + yz + xz) + cos(xy + yz + xz) + 6e** T3V 52 = g (x,y,2)
Oxz(%,U,2) = —(x +y)(y + z) sin(xy + yz + xz) + cos(xy + yz + xz) + 10e2*+3v+5z — Jyx(X,Y,2)
9uy (%, Y,2) = —(x + 2)? sin(xy + yz + xz) + 9e?¥ 3=
Oyz(x,Y,2) = —(x +y)(x + z) sin(xy + yz + xz) + cos(xy +yz + xz) + 15e2xt3u+dzg — 0zy(x,Y,2)
022(%,U,2) = —(x +y)? sin(xy + yz + xz) + 25e2xF3v+52



h)

7)

Mit den Abkiirzungen
S =sin(xy +yz+xz), C=cos(xy+yz+xz) und E= e3x+3y+52z

ist somit H¢(x,y,z) =

—(y+x)?’S+4E —(x+z)(ly+z)S+C+6E —(x+y)ly+z)S+C+10E
—(x+2z)(y+2z)S+C+6E —(x+2z)’S+9E —(x+y)(x+2z)S+C+15E
—(x+y)y+2)S+C+10E —(x+y)(x+2)S+C+15E —(x+y)?’S+25E

Berechnen Sie die TAYLOR-Polynome vom Grad drei um den Punkt (0,0) von
f(x,y) = e*siny und g(x,y) =cos(x —y)sin(x +y)!

Lésung: Da wir um den Nullpunkt entwickeln, kdnnen wir direkt mit den Variablen x

und y arbeiten. Die TAYLOR-Reihen
2 3 3 5
X X . y Y
x 1 T4 d —y— 4+ 2 _ ...
e +x+ 7 + c + un siny =y G —1—120

sind (hoffentlich) wohlbekannt; multipliziert man sie miteinander und 148t alle Terme vom
Grad grofler drei weg, ergibt sich das gesuchte T'AvyLOR-Polynom zu

2 3
Xy y
T = —_ - =.
Fiir das TAYLOR-Polynom von g gehen wir natiirlich aus von den beiden TAYLOR-Reihen
2?2z 22 2
cosz=1——+——--- und sinz=z— —+ =< —---
2 24 6 120 '

in die wir x —y bzw. x+y einsetzen miissen. Dabei hilft uns, daff in (x £y)™ ausschliefllich
Monome vom Grad n vorkommen; wir miissen also nur Potenzen mit Exponent héchstens
drei beriicksichtigen. Das gesuchte TAYLOR-Polynom besteht also aus allen Termen vom
Grad hochsten drei des Produkts

_ 2 3
<1_ (x Zy) ><X+y— (X+6y) >

—_14y)? 3 —_ 12 3
:X+y_(x y)Z(X+y)_(er6y) L y)zé(:cjty) |

d.h. aus allen Summanden aufler dem letzten, und ist somit

2 2\ 3
Tg(xyy):xjty—(x yIllx—y) (x+y)

2 6
x> —x?y —xy?+y> x> +3x%y +3xy? +y?
zx—}—y— —
) 5 2 6
_ 2.3 23
x+y 3x 3y

1 2 3
Welche quadratische Form definiert die Matrix A= 2 0 2| ?
3 21
1 2 3 X x+2y+3z
Losung: Q(x,y,z)=(x y z)|2 0 2 yl=(x y z) 2x + 2z
3 21 z x+2y+z

=x% + 2xy 4 3xz + 2yx + 2yz + 3zx + 2zy + z° = x> + 2% + 4xy + 6xz + dyz.

Welche symmetrische Matrix fithrt zu Q(x,y) = (x +2y)? ?

Losung: Q(x,y) = x? + 4xy + 4y?; da die quadratische Form zu Matrix (£ 3) gleich

ax? + 2bxy + dy? ist, muB hier also a = 1, b = 2 und d = 4 sein, d.h. die Matrix ist (} 7).



k) Entscheiden Sie, ob die folgenden Matrizen positiv bzw. negativ definit oder indefinit sind

D)

oder keine dieser Eigenschaften haben:

300
1 2 1 2 -2 3 -1 -1
(1= e (3 D)o (3 D) (3
2 5 2 4 3 =5 —1 1 0 5 8
Losung: det A =5—4 =1 > 0 und auch der Eintrag links oben ist positiv; also ist A
positiv definit.

det B = 4 — 4 = 0 verschwindet; die Matrix ist weder positiv noch negativ definit noch
indefinit. (Sie ist aber positiv semidefinit, denn die zugehodrige quadratische Form ist
x? +4xy + 4y? = (x + 2y)?%.)

det C =10 — 9 =1 ist positiv und der Eintrag oben links ist negativ; also ist die Matrix
negativ definit.

det D = —1 — 1 = —2 ist negativ, also ist die Matrix indefinit.

Die Matrix <§ g) hat Determinante 32 — 25 = 7; also ist sie positiv definit. Die quad-

ratische Form zu F ist die Summe von 3x? und der quadratischen Form in y,z zu dieser
positiv definiten Matrix, also ist auch F positiv definit.

Gegeben seien N Datenpaare (xi,yi), die ungefahr proportional zueinander sein sollten.
Finden sie das im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate bestmogliche a € R, so dafl
Yi &~ ax; ist!

Losung: Schreiben wir die Bedingungen y; = ax; um zu einem Gleichungssystem fiir
a, hat dieses als Matrix den Spaltenvektor mit Eintrdgen x; und als rechte Seite den
mit Eintrdgen y;. Multiplikation mit dem Zeilenvektor (xi,...,xn) macht daraus die

Gleichung
N N
2 _ .
i=1 i=1

falls nicht alle x; verschwinden, ist dies eindeutig_lésbar durch

N
Z XiYi
a— i=1

N
XX
i=1

m) Gegeben seien hundert Mewerte (x;,t;), wobei theoretisch ein Zusammenhang der Form

X{ = asint; + bsin 2t; + csin 3t; + dsin4t;

bestehen sollte. Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem auf, dessen Losungen im Sinne
der kleinsten Quadrate die beste Schatzung fiir a, b, c, d liefern!

Lésung: Die gesuchten Groflen a, b, ¢, d sollten theoretisch das lineare Gleichungssystem
aus den hundert Gleichungen

(sinty) - a+ (sin2t;y) - b+ (sin3ty) - ¢ + (sindt;) - d = x4
erfiilllen. Dessen Matrix A hat vier Spalten, wobei die Eintrdge der j-ten Spalte gleich den

Zahlen sinjt; sind. Damit ist 'AA eine 4 x 4-Matrix mit Eintrigen
100

Ay = Z sin kt; - sin £t; .
i=1
Als rechte Seite des Gleichungssystem haben wir den Vektor
190 sint;
AX = : ,

100 .
Y g xisindty



das Gleichungssystem besteht also aus den vier Gleichungen

100 100 100
(Z sin kt; - sin ti> a—+ (Z sin kt; - sin 2ti> b+ (Z sin kt; - sin 3ti> c

i=1 i=1 i=1

100 100
+ (Z sin k‘ti - sin 4‘ti> d= Z Xi sin kti
i=1

i=1

firk=1,...,4.

n) Wie konnen Sie vorgehen, wenn ein Zusammenhang der Form x; = Acos(t; + @) zu
erwarten ist?

Loésung: Das Problem hier ist, dal die Gleichungen nicht linear in ¢ sind. Nach der
Additionsformel fiir den Kosinus ist aber

cos(t; + @) =costicos @ —sint;sin @,
d.h. x;=acost;+bsint; mit a=Acos¢ und b=-—-Asing.
Dieses Gleichungssystem ist linear in a und b, kann also nach der Methode aus der Vor-
lesung gelost werden: Multiplikation mit der Transponierten der Matrix des Gleichungs-

systems fithrt auf
N N N
(Z cos? ti> a+ (Z sin t; cos ti> b= Z Xi Cos t;
i=1 i=1 i=1

und

N N N
<Z sin t; cos ti> a+ (Z sin? ti> b= Z Xisint; .
i=1 i=1 i=1

Dieses Gleichungssystem liefert a und b; daraus 1a8t sich A berechnen als
A=+va?+b?

und ¢ durch die beiden Bedingungen

a . b
coscp:K und s1n(p:—K.

(Man bendtigt beide Bedingungen um ¢ modulo 27t zu kennen; eine allein liefert nur ¢
modulo 7t.)

0) Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten der Datenpaare (k,k?), k=1,...,5!

Losung: Da 1+2+3+44+5=15und 12 +2?+3%+4%2+52 = 14+4+94+16+25 = 55; der

Mittelwert der ersten Komponenten ist also 3, der der zweiten 11. Somit ist die Summe

der quadratischen Abweichungen vom Mittelwert
(1-32+(2-32+(3-32+(4-3+(5-32=22+12+12+22 =10

beziehungsweise

(1=11)2 4+ @G=112+(9—=11)2 +(16—=11)2+(25—11)2 = 10> + 7% + 22 + 52 + 14%> = 374 .

Die Sume der Produkte dieser Abweichungen ist

(1=-3)(1-11)4+(2—3)(4—11)+(3—3) (9—11)+(4-3)(16—11)+(5—3)(25—11) = 20+7+5+28 = 60 .

60
Demnach ist k = ——— ~ 0,9811.
V10 - 374
p) Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten der Datenpaare (sin2 k,cos? k), k=1,...,100!

Losung: Da cos? k = 1—sin? k fiir alle k, liegen die Datenpaare auf der Geraden y = 1—x.
Deren Steigung ist negativ, also ist der Korrelationskoeffizient gleich —1.



