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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 11.-12. März 2013a) F:R2 → R sei eine stetig di�erenzierbare Funktion, und (x0, y0) sei ein Punkt, in dem
F(x0, y0) vers
hwindet, aber ∇F(x0, y0) ni
ht der Nullvektor ist. Zeigen Sie, da� die Tan-gente in (x0, y0) an die Kurve

C =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ F(x, y) = 0
}die dur
h

Fx(x0, y0)(x − x0) + Fy(x0, y0)(y − y0) = 0de�nierte Gerade ist!
Lösung: Na
h De�nition der Di�erenzierbarkeit ist

F(x0 + h, y0 + k) = F(x0, y0) +

〈(

h

k

)

,∇F(x0, y0)

〉

+ o

(∥

∥

∥

∥

(

h

k

)∥

∥

∥

∥

) .Falls (x0+h, y0+h) auf der dur
h F(x, y) = 0 de�nierten Kurve liegt, vers
hwinden sowohl
F(x0, y0) als au
h F(x0 + h, y0 + k), also geht das Skalarprodukt von (h

k

) mit ∇F(x0, y0)s
hneller gegen Null als die Norm von (h
k

). Die Punkte (x0 + h, y0 + k), f�ur die diesesSkalarprodukt vers
hwindet, liegen somit auf einer Geraden, die die Kurve in (x0, y0)ber�uhrt, also auf der Tangenten. Mit h = x−x0 und k = y−y0 ergibt si
h die behaupteteGlei
hung.b) F,G:R2 → R seien stetig di�erenzierbare Funktionen, und (x0, y0) sei ein Punkt, in demsowohl F als au
h G vers
hwinden, ni
ht aber ∇F und ∇G. Zeigen Sie, da� si
h die Kurven
C =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ F(x, y) = 0
} und D =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ G(x, y) = 0
}im Punkt (x0, y0) genau dann ber�uhren, wenn es ein λ ∈ R gibt, so da� gilt:

∇F(x0, y0) = λ∇G(x0, y0) .
Lösung: Na
h der vorigen Aufgabe liegen auf der Tangenten an C im Punkt (x0, y0) genaudie Punkte (x, y), f�ur die der Vektor (x−x0

y−y0

) senkre
ht auf dem Gradienten von F in (x0, y0)steht; auf der Tangente an D liegen entspre
hend die, f�ur die dieser Vektor senkre
ht aufdem Gradienten von G steht. Die beiden Geraden stimmen genau dann �uberein, wenn diebeiden Gradienten proportional sind, und da na
h Voraussetzung keiner der beiden derNullvektor ist, kann man jeden der beiden als Vielfa
hes des anderen s
hreiben.
) Bere
hnen Sie die Hesse-Matrizen der folgenden Funktionen:
f1:R3 → R; (x, y, z) 7→ x3 + y3 + z3 + 3xyz f2:R2 → R; (x, y) 7→ sin x 
osy

f3:R2 → R; (x, y) 7→ ex2
+y2

f4:R2 → R; (x, y) 7→ ar
tan x + y

Lösung:

∇f1(x, y, z) =





3x2 + 3yz

3y2 + 3xz

3z2 + 3xy



 , Hf1
(x, y, z) =





6x 3z 3y

3z 6y 3x

3y 3x 6z





∇f2(x, y) =

( 
os x 
osy

− sin x siny

)

, Hf2
(x, y) =

(

− sin x 
osy − 
os x siny

− 
os x siny − sin x 
osy

)

∇f3(x, y) =

(

2xex2
+y2

2yex2
+y2

)

, Hf3
(x, y) =

(

2ex2
+y2

+ 4x2ex2
+y2

4xyex2
+y2

4xyex2
+y2

2ex2
+y2

+ 4y2ex2
+y2

)



∇f4(x, y) =

(

1

1 + x2

1

)

, Hf4
(x, y) =

(

−
2x

(1 + x2)2
0

0 0

)

d) Bere
hnen Sie die vollst�andige Taylor-Reihe von f1 um den Punkt (0, 0, 0) !
Lösung: Das ist nat�urli
h gerade f1 selbst.e) Bere
hnen Sie das Taylor-Polynom zweiten Grades von f1 um den Punkt (1, 0, 0) !
Lösung: f1(1 + h, j, k) = (1 + h)3 + j3 + k3 + 3(1 + h)jk = 1 + 3h + 3h2 + 3jk+Termevom Grad drei. Somit ist das Taylor-Polynom zweiten Grades glei
h 1 + 3h + 3h2 + 3jk.Alternativ: Wir kennen bereits Gradient und Hesse-Matrix von f1; an der Stelle (1, 0, 0)ist

∇f1(1, 0, 0) =





3

0

0



 und Hf1
(1, 0, 0) =





6 0 0

0 0 3

0 3 0



 .Daher ist das Taylor-Polynom zweiten Grades glei
h
f1(1, 0, 0) +





3

0

0



 ·





h

j

k



+
1

2
(h j k)





6 0 0

0 0 3

0 3 0









h

j

k





= 1 + 3h +
6h2 + 3jk + 3kj

2
= 1 + 3h + 3h2 + 3jk .f) Bere
hnen Sie das Taylor-Polynom zweiten Grades von f2 bis f4 um den Nullpunkt!

Lösung: f2(x, y) = sin x 
osy hat als Taylor-Reihe nat�urli
h das Produkt der Taylor-Reihen sin x = x −
x3

3!
+

x5

5!
− · · · und 
osy = 1 −

y2

2!
+

y4

4!
+ · · · ;das Taylor-Polynom zweiten Grades von f2 ist daher x, denn alle sonstigen Terme desProdukts haben h�oheren Grad als zwei.Genauso k�onnen wir bei f3(x, y) = ex2

+y2 einfa
h z = x2 + y2 in die Taylor-Reihe
ez =

∞∑

n=0

zn

n!
einsetzen und alle Terme vom Grad gr�o�er zwei in x, y weglassen; das Ergeb-nis ist 1 + x2 + y2.F�ur f4(x) = ar
tan x + y m�ussen wir einfa
h y zum Taylor-Polynom des Arkustangensaddieren. Wegen ar
tan x =

∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

2n + 1
= x −

x3

3
+

x5

5
− · · ·ergibt si
h x + y als Taylor-Polynom zweiten Grades.g) Bere
hnen Sie die Hesse-Matrix der Funktion g(x, y, z) = sin(xy + yz + xz) + e2x+3y+5z !

Lösung:

gx(x, y, z) = (y + z) 
os(xy + yz + xz) + 2e2x+3y+5z

gy(x, y, z) = (x + z) 
os(xy + yz + xz) + 3e2x+3y+5z

gz(x, y, z) = (x + y) 
os(xy + yz + xz) + 5e2x+3y+5z

gxx(x, y, z) = −(y + z)2 sin(xy + yz + xz) + 4e2x+3y+5z

gxy(x, y, z) = −(x + z)(y + z) sin(xy + yz + xz) + 
os(xy + yz + xz) + 6e2x+3y+5z = gyx(x, y, z)

gxz(x, y, z) = −(x + y)(y + z) sin(xy + yz + xz) + 
os(xy + yz + xz) + 10e2x+3y+5z = gyx(x, y, z)

gyy(x, y, z) = −(x + z)2 sin(xy + yz + xz) + 9e2x+3y+5z

gyz(x, y, z) = −(x + y)(x + z) sin(xy + yz + xz) + 
os(xy + yz + xz) + 15e2x+3y+5zs = gzy(x, y, z)

gzz(x, y, z) = −(x + y)2 sin(xy + yz + xz) + 25e2x+3y+5z



Mit den Abk�urzungen
S = sin(xy + yz + xz), C = 
os(xy + yz + xz) und E = e3x+3y+5zist somit Hf(x, y, z) =





−(y + x)2S + 4E −(x + z)(y + z)S + C + 6E −(x + y)(y + z)S + C + 10E

−(x + z)(y + z)S + C + 6E −(x + z)2S + 9E −(x + y)(x + z)S + C + 15E

−(x + y)(y + z)S + C + 10E −(x + y)(x + z)S + C + 15E −(x + y)2S + 25E



 .h) Bere
hnen Sie die Taylor-Polynome vom Grad drei um den Punkt (0, 0) von
f(x, y) = ex siny und g(x, y) = 
os(x − y) sin(x + y) !

Lösung: Da wir um den Nullpunkt entwi
keln, k�onnen wir direkt mit den Variablen xund y arbeiten. Die Taylor-Reihen
ex = 1 + x +

x2

2
+

x3

6
+ · · · und siny = y −

y3

6
+

y5

120
− · · ·sind (ho�entli
h) wohlbekannt; multipliziert man sie miteinander und l�a�t alle Terme vomGrad gr�o�er drei weg, ergibt si
h das gesu
hte Taylor-Polynom zu

T3(x, y) = y + xy +
x2y

2
−

y3

6
.F�ur das Taylor-Polynom von g gehen wir nat�urli
h aus von den beiden Taylor-Reihen
os z = 1 −

z2

2
+

z4

24
− · · · und sin z = z −

z3

6
+

z5

120
− · · · ,in die wir x−y bzw. x+y einsetzen m�ussen. Dabei hilft uns, da� in (x±y)n auss
hlie�li
hMonome vom Grad n vorkommen; wir m�ussen also nur Potenzen mit Exponent h�o
hstensdrei ber�u
ksi
htigen. Das gesu
hte Taylor-Polynom besteht also aus allen Termen vomGrad h�o
hsten drei des Produkts

(

1 −
(x − y)2

2

)(

x + y −
(x + y)3

6

)

= x + y −
(x − y)2(x + y)

2
−

(x + y)3

6
+

(x − y)2(x + y)3

24
,d.h. aus allen Summanden au�er dem letzten, und ist somit

T3(x, y) = x + y −
(x2 − y2)(x − y)

2
−

(x + y)3

6

= x + y −
x3 − x2y − xy2 + y3

2
−

x3 + 3x2y + 3xy2 + y3

6

= x + y −
2

3
x3 −

2

3
y3 .i) Wel
he quadratis
he Form de�niert die Matrix A =





1 2 3

2 0 2

3 2 1



 ?
Lösung: Q(x, y, z) = ( x y z )





1 2 3

2 0 2

3 2 1









x

y

z



 = ( x y z )





x + 2y + 3z

2x + 2z

3x + 2y + z





= x2 + 2xy + 3xz + 2yx + 2yz + 3zx + 2zy + z2 = x2 + z2 + 4xy + 6xz + 4yz .j) Wel
he symmetris
he Matrix f�uhrt zu Q(x, y) = (x + 2y)2 ?
Lösung: Q(x, y) = x2 + 4xy + 4y2; da die quadratis
he Form zu Matrix (a b

b d

) glei
h
ax2 +2bxy+dy2 ist, mu� hier also a = 1, b = 2 und d = 4 sein, d.h. die Matrix ist (1 2

2 4

).



k) Ents
heiden Sie, ob die folgenden Matrizen positiv bzw. negativ de�nit oder inde�nit sindoder keine dieser Eigens
haften haben:
A =

(

1 2

2 5

)

, B =

(

1 2

2 4

)

, C =

(

−2 3

3 −5

)

, D =

(

−1 −1

−1 1

)

, F =





3 0 0

0 4 5

0 5 8





Lösung: detA = 5 − 4 = 1 > 0 und au
h der Eintrag links oben ist positiv; also ist Apositiv de�nit.detB = 4 − 4 = 0 vers
hwindet; die Matrix ist weder positiv no
h negativ de�nit no
hinde�nit. (Sie ist aber positiv semide�nit, denn die zugeh�orige quadratis
he Form ist
x2 + 4xy + 4y2 = (x + 2y)2.)detC = 10 − 9 = 1 ist positiv und der Eintrag oben links ist negativ; also ist die Matrixnegativ de�nit.detD = −1 − 1 = −2 ist negativ, also ist die Matrix inde�nit.Die Matrix ( 4 5

5 8

) hat Determinante 32 − 25 = 7; also ist sie positiv de�nit. Die quad-ratis
he Form zu F ist die Summe von 3x2 und der quadratis
hen Form in y, z zu dieserpositiv de�niten Matrix, also ist au
h F positiv de�nit.l) Gegeben seien N Datenpaare (xi, yi), die ungef�ahr proportional zueinander sein sollten.Finden sie das im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate bestm�ogli
he a ∈ R, so da�
yi ≈ axi ist!
Lösung: S
hreiben wir die Bedingungen yi = axi um zu einem Glei
hungssystem f�ur
a, hat dieses als Matrix den Spaltenvektor mit Eintr�agen xi und als re
hte Seite denmit Eintr�agen yi. Multiplikation mit dem Zeilenvektor (x1, . . . , xn) ma
ht daraus dieGlei
hung

(

N∑

i=1

x2
i

)

a =

N∑

i=1

xiyi ;falls ni
ht alle xi vers
hwinden, ist dies eindeutig l�osbar dur
h
a =

N∑

i=1

xiyi

N∑

i=1

x2
i

.m)Gegeben seien hundert Me�werte (xi, ti), wobei theoretis
h ein Zusammenhang der Form
xi = a sin ti + b sin 2ti + c sin 3ti + d sin 4tibestehen sollte. Stellen Sie ein lineares Glei
hungssystem auf, dessen L�osungen im Sinneder kleinsten Quadrate die beste S
h�atzung f�ur a, b, c, d liefern!

Lösung: Die gesu
hten Gr�o�en a, b, c, d sollten theoretis
h das lineare Glei
hungssystemaus den hundert Glei
hungen
(sin ti) · a + (sin 2ti) · b + (sin 3ti) · c + (sin 4ti) · d = xierf�ullen. Dessen Matrix A hat vier Spalten, wobei die Eintr�age der j-ten Spalte glei
h denZahlen sin jti sind. Damit ist tAA eine 4 × 4-Matrix mit Eintr�agen

akℓ =

100∑

i=1

sinkti · sin ℓti .Als re
hte Seite des Glei
hungssystem haben wir den Vektor
tA~x =







∑100

i=1 xi sin ti...∑100

i=1 xi sin 4ti






,



das Glei
hungssystem besteht also aus den vier Glei
hungen
(

100∑

i=1

sin kti · sin ti

)

a +

(

100∑

i=1

sinkti · sin 2ti

)

b +

(

100∑

i=1

sin kti · sin 3ti

)

c

+

(

100∑

i=1

sin kti · sin 4ti

)

d =

100∑

i=1

xi sin ktif�ur k = 1, . . . , 4.n) Wie k�onnen Sie vorgehen, wenn ein Zusammenhang der Form xi = A 
os(ti + ϕ) zuerwarten ist?
Lösung: Das Problem hier ist, da� die Glei
hungen ni
ht linear in ϕ sind. Na
h derAdditionsformel f�ur den Kosinus ist aber
os(ti + ϕ) = 
os ti 
osϕ − sin ti sinϕ ,d.h. xi = a 
os ti + b sin ti mit a = A 
osϕ und b = −A sinϕ .Dieses Glei
hungssystem ist linear in a und b, kann also na
h der Methode aus der Vor-lesung gel�ost werden: Multiplikation mit der Transponierten der Matrix des Glei
hungs-systems f�uhrt auf

(

N∑

i=1


os2 ti

)

a +

(

N∑

i=1

sin ti 
os ti

)

b =

N∑

i=1

xi 
os tiund
(

N∑

i=1

sin ti 
os ti

)

a +

(

N∑

i=1

sin2 ti

)

b =

N∑

i=1

xi sin ti .Dieses Glei
hungssystem liefert a und b; daraus l�a�t si
h A bere
hnen als
A =

√

a2 + b2und ϕ dur
h die beiden Bedingungen
osϕ =
a

A
und sinϕ = −

b

A
.(Man ben�otigt beide Bedingungen um ϕ modulo 2π zu kennen; eine allein liefert nur ϕmodulo π.)o) Bere
hnen Sie den KorrelationskoeÆzienten der Datenpaare (k, k2), k = 1, . . . , 5 !

Lösung: Da 1+2+3+4+5 = 15 und 12 +22 +32 +42 +52 = 1+4+9+16+25 = 55; derMittelwert der ersten Komponenten ist also 3, der der zweiten 11. Somit ist die Summeder quadratis
hen Abwei
hungen vom Mittelwert
(1 − 3)2 + (2 − 3)2 + (3 − 3)2 + (4 − 3)2 + (5 − 3)2 = 22 + 12 + 12 + 22 = 10beziehungsweise

(1− 11)2 + (4− 11)2 + (9− 11)2 + (16− 11)2 + (25− 11)2 = 102 + 72 + 22 + 52 + 142 = 374 .Die Sume der Produkte dieser Abwei
hungen ist
(1−3)(1−11)+(2−3)(4−11)+(3−3)(9−11)+(4−3)(16−11)+(5−3)(25−11) = 20+7+5+28 = 60 .Demna
h ist κ =

60√
10 · 374

≈ 0,9811 .p) Bere
hnen Sie den KorrelationskoeÆzienten der Datenpaare (sin2 k, 
os2 k), k = 1, . . . , 100 !
Lösung: Da 
os2 k = 1−sin2 k f�ur alle k, liegen die Datenpaare auf der Geraden y = 1−x.Deren Steigung ist negativ, also ist der KorrelationskoeÆzient glei
h −1.


