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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 25.-26. Februar 2013a) Zeigen Sie direkt (d.h. nur unter Verwendung der Stetigkeitsde�nition), da� die Funktion
f:R2 → R mit f(x, y) = x stetig ist!
Lösung: Wir m�ussen zeigen, da� f in jedem Punkt (x0, y0) ∈ R

2 stetig ist. Dort ist
f(x0, y0) = x0 und f�ur jedes ε > 0 gilt f�ur die Maximumsnorm (oder auh die EuklidisheNorm) auf R

2: Ist ‖(u, v) − (x0, y0)‖ < ε, so ist insbesondere |u − x0| < ε; die Bedingungaus der Stetigkeitsde�nition ist also erf�ullt f�ur δ = ε.b) Rihtig oder falsh: x ∈ R
n ist genau dann ein H�aufungspunkt der Teilmenge D ⊆ R

n,wenn es eine Folge (xk)k∈N von Punkten xk ∈ D gibt, die gegen x konvergiert.
Lösung: Falsh: Sei etwa D die einelementige Menge, die nur aus dem Nullpunkt besteht.Dann ist der Nullpunkt nat�urlih kein H�aufungspunkt von D, aber die Folge (xk)k∈N mit
xk = (0, . . . , 0) f�ur alle k konvergiert gegen den Nullpunkt.) Rihtig oder falsh: x ∈ R

n ist genau dann ein H�aufungspunkt der Teilmenge D ⊆ R
n,wenn es eine Folge (xk)k∈N von paarweise vershiedenen Punkten xk ∈ D gibt, die gegen xkonvergiert.

Lösung: Rihtig: Falls es eine solhe Folge gibt, gibt es zu jedem ε > 0 ein N0 ∈ N, soda� ‖x − xk‖ < ε f�ur alle k ≥ N0. Da alle xk in D liegen und paarweise vershieden sind,liegen die unendlih vielen xk mit k ≥ N0 allesamt in D und ‖x − xk‖ < ε.Ist umgekehrt x ein H�aufungspunkt von D, so gibt es zu jedem k ∈ N ein xk ∈ D mit
xk 6= x und ‖x − xk‖ < 1/k. (Es gibt sogar unendlih viele.) Selbstverst�andlih konvergiertdiese Folge gegen x; die xk m�ussen allerdings niht paarweise vershieden sein.Unter den xk mu� es aber unendlih viele vershiedene Punkte geben, denn sonst g�abees nur endlih viele Abst�ande ‖x − xk‖ und damit insbesondere einen minimalen. Dieswiderspriht aber der Voraussetzung, da� ‖x − xk‖ < 1/k ist.Streihen wir aus der Folge der xk alle Punkte, die bereits an einer fr�uheren Stelle vorka-men, erhalten wir eine neue Folge aus paarweise vershiedenen Punkten, und auh diekonvergiert gegen x.d) Zeigen Sie: F�ur h → 0 ist osh − 1 = o(h) !
Lösung: Nah der Regel von de l'Hôpital und wegen der Stetigkeit der Sinusfunktionist lim

h→0

osh − 1

h
= lim

h→0

− sinh

1
= − sin 0 = 0 .e) Rihtig oder falsh: F�ur ein Polynom f:R → R vom Grad h�ohstens n ist f(x) = o(xn+1)f�ur x → 0.

Lösung: Falsh: Ist f niht das Nullpolynom, sondern f = anxn + · · · + a1x + a0 mitmindestens einem ai 6= 0, so w�ahst der Betrag von
f

xn+1
=

an

x
+

an−1

x2
+ · · · + a1

xn
+

a0

xn+1f�ur x → 0 �uber alle Grenzen, geht also ganz siher niht gegen 0.



f) Rihtig oder falsh: F�ur ein Polynom f:R → R vom Grad h�ohstens n ist f(x) = o(xn+1)f�ur x → ∞.
Lösung: Rihtig:lim

x→∞

f

xn+1
= lim

x→∞

an

x
+

an−1

x2
+ · · · + a1

xn
+

a0

xn+1
= 0 .g) Rihtig oder falsh: log x = o(x) f�ur x → 0.

Lösung: Falsh, denn lim
xտ0

log x = −∞, niht Null.h) Rihtig oder falsh: log x = o(x) f�ur x → ∞.
Lösung: Rihtig: Nah der Regel von de l'Hôpital istlim

x→∞

log x

x
= lim

x→∞

1

x
= 0 .i) Rihtig oder falsh: Ist f:R2 → R≥0 stetig, so auh √

f.
Lösung: Rihtig: Wir wissen aus der Analysis I, da� die Funktion R≥0 → R, die je-der nihtnegativen Zahl deren Quadratwurzel zuordnet, stetig, und die Hintereinander-ausf�uhrung stetiger Funktionen ist stetig.j) Rihtig oder falsh: Ist f:R2 → R≥0 di�erenzierbar, so auh √

f.
Lösung: Falsh: Ist etwa f(x, y) = x2, so ist √

f(x) = |x|, und diese Funktion ist f�ur
x = 0 niht di�erenzierrbar.k) Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f:R → R

3 mit f(x) = (x, x2, sin x) !
Lösung: Die Zeilen der Jaobi-Matrix sind die Ableitungen der drei Komponentenfunk-tionen, d.h.

Jf(x) =





1

2xos x



 .l) Berehnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen von R
3 nah R:

f(x, y, z) = x2 +y2 +z2, g(x, y, z) = xyz, h(x, y, z) = ef(x,y,z), k(x, y, z) = os g(x, y, z) !
Lösung: Wir berehnen zun�ahst die partiellen Ableitungen:

fx(x, y, z) = 2x, fy(x, y, z) = 2y, fz(x, y, z) = 2z

gx(x, y, z) = yz, gy(x, y, z) = xz, gz(x, y, z) = xy

hx(x, y, z) = 2xex2+y2+z2

, hy(x, y, z) = 2yex2+y2+z2

, hz(x, y, z) = 2zex2+y2+z2

,

kx(x, y, z) = −yz sin(xyz), kx(x, y, z) = −xz sin(xyz), kx(x, y, z) = −xy sin(xyz)Somit ist
∇f(x, y, z) =





2x

2y

2z



 , ∇g(x, y, z) =





yz

xz

xy



 ,

∇h(x, y, z) = ex2+y2+z2∇f(x, y, z) und ∇k(x, y, z) = − sin(xyz)∇g(x, y, z).



m)Berehnen Sie die Ableitung der Funktion
f:{ R

2 → R
2

(x, y) 7→
(os(2x + 3y2), sin(4x2 + 5y)

)

Lösung: Die erste Komponente os(2x+3y2) hat −2 sin(2x+3y2) als partielle Ableitungnah x und −6y sin(2x + 3y2) als partielle Ableitung nah y; f�ur die zweite Komponenteerhalten wir entsprehend 8x os(4x2 + 5y) und 5 os(4x2 + 5y). Somit ist
Jf(x, y) =

(

−2 sin(2x + 3y2) −6y sin(2x + 3y2)

8x os(4x2 + 5y) 5 os(4x2 + 5y)

) .n) Bestimmen Sie die Jaobi-Matrix der Abbildung
f:



R
n → R

m

(x1, . . . , xn) 7→ (y1, . . . , ym) mit yi =

n∑

j=1

aijxj + bjim Punkt (x1, . . . , xn) !
Lösung: Die partielle Ableitung von n∑

j=1

aijxj + bj nah xk ist aik, also ist
Jf(x1, . . . , xn) =









a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n... ... . . . ...
am1 am2 · · · amn









.o) Auf welher (gr�o�tm�oglihen) Teilmenge D ⊆ R
2 ist die Funktion

f(x, y) =

(sin x2 + y2

x
, os x4 − y4

y

)de�niert? Ist D o�en?
Lösung: Die einzigen Probleme sind die Nenner; sobald x oder y vershwindet, ist f(x, y)niht de�niert. Somit ist

D =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ xy 6= 0
} ,und von dieser Menge haben wir bereits letzte Wohe gesehen, da� sie o�en ist.p) Zeigen Sie durh shrittweise Anwendung der Lemmata der Vorlesung, da� f auf ganz Dstetig ist!

Lösung: Wir wissen aus der Analysis I, da� die Funktionen x 7→ x2, x 7→ x4, y 7→ y2 und
y 7→ y4 stetig sind. Da, wie wir in der ersten Aufgabe auf diesem Blatt gesehen haben,auh die Projektion (x, y) 7→ x stetig ist und entsprehend nat�urlih auh (x, y) 7→ y, sindsomit auh die Abbildungen

(x, y) 7→ x2, (x, y) 7→ y2, (x, y) 7→ x4 und (x, y) 7→ y4stetig als Hintereinanderausf�uhrungen. Shahtelung mit der Addition bwz. Subtraktionzeigt die Stetigkeit von
(x, y) 7→ x2 + y2 und (x, y) 7→ x4 − y4 .Da f�ur (x, y) ∈ D weder x noh y vershwindet und die Division durh Nenner ungleihNull stetig ist, sind auf D auh die Funktionen
(x, y) 7→ x2 + y2

x
und (x, y) 7→ x4 − y4

y



stetig, und damit auh ihre Shahtelungen mit Sinus und Kosinus, d.h. die Funktionen
(x, y) 7→ sin x2 + y2

x
und (x, y) 7→ os x4 − y4

y
.Da eine Funktion nah R

2 genau dann stetig ist, wenn ihre Komponenten stetig sind, folgtdie Stetigkeit von f auf D.q) In welhen Punkten von D ist f di�erenzierbar? Bestimmen Sie dort jeweils die Jaobi-Matrix von f !
Lösung: Auh hierk�onnen wir die beiden Komponenten einzeln betrahten und ihre par-tiellen Ableitungen berehnen; wir beahten dabei, da�

x2 + y2

x
= x +

y2

x
und x4 − y4

y
=

x4

y
− y3ist. Daher ist

∂

∂x
sin x2 + y2

x
=

(

1 −
y2

x2

) os x2 + y2

x
=

x2 − y2

x2
os x2 + y2

x

∂

∂y
sin x2 + y2

x
=

2y

x
os x2 + y2

x
∂

∂x
os x4 − y4

y
= −

4x3

y
sin x4 − y4

y
∂

∂y
os x4 − y4

y
= −

(

−
x4

y2
− 3y2

) sin x4 − y4

y
=

x4 + 3y4

y2
sin x4 − y4

yund
Jf(x, y) =







x2 − y2

x2
os x2 + y2

x

2y

x
os x2 + y2

x

−
4x3

y
sin x4 − y4

y

x4 + 3y4

y2
sin x4 − y4

y






.r) Existiert lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) ?

Lösung: Nein, denn weder f�ur
x2 + y2

x
= x +

y2

x
noh f�ur x4 − y4

y
=

x4

y
− y3existiert ein entsprehender Limes: Beispielsweise erhalten wir auf der Parabel y2 = axf�ur den ersten Ausdruk den Wert x + a, der gegen a geht, und f�ur den zweiten auf derKurve y = cx4 den Wert c − y3, der gegen c geht.


