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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 25.-26. Februar 2013

a) Zeigen Sie direkt (d.h. nur unter Verwendung der Stetigkeitsdefinition), da8 die Funktion
f:R? — R mit f(x,y) = x stetig ist!

Losung: Wir miissen zeigen, daB f in jedem Punkt (xo,yo) € R? stetig ist. Dort ist
f(x0,Y0) = xo und fiir jedes ¢ > 0 gilt fiir die Maximumsnorm (oder auch die EukLIDische
Norm) auf R?: Ist ||(u, V) — (x0,Yo)|| < &, so ist insbesondere [u — xo| < ¢; die Bedingung
aus der Stetigkeitsdefinition ist also erfiillt fiir 6 = e.

b) Richtig oder falsch: x € R™ ist genau dann ein Haufungspunkt der Teilmenge D C R™,
wenn es eine Folge (xx)ken von Punkten x, € D gibt, die gegen x konvergiert.

Losung: Falsch: Sei etwa D die einelementige Menge, die nur aus dem Nullpunkt besteht.
Dann ist der Nullpunkt natiirlich kein Haufungspunkt von D, aber die Folge (xx)xen mit
xx = (0,...,0) fiir alle k konvergiert gegen den Nullpunkt.

c) Richtig oder falsch: x € R™ ist genau dann ein Haufungspunkt der Teilmenge D C R™,
wenn es eine Folge (xx )ken von paarweise verschiedenen Punkten x, € D gibt, die gegen x
konvergiert.

Loésung: Richtig: Falls es eine solche Folge gibt, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein Ny € N, so
daB ||x — xx|| < € fiir alle k > Ny. Da alle xy in D liegen und paarweise verschieden sind,
liegen die unendlich vielen x, mit k > Ny allesamt in D und ||x — x| < e.

Ist umgekehrt x ein Haufungspunkt von D, so gibt es zu jedem k € N ein xx € D mit
xx # x und ||x —xk|| < 1/k. (Es gibt sogar unendlich viele.) Selbstversténdlich konvergiert
diese Folge gegen x; die x miissen allerdings nicht paarweise verschieden sein.

Unter den xi mufl es aber unendlich viele verschiedene Punkte geben, denn sonst giabe
es nur endlich viele Abstdnde |[x — x| und damit insbesondere einen minimalen. Dies
widerspricht aber der Voraussetzung, da8 ||x — x| < 1/k ist.

Streichen wir aus der Folge der xy alle Punkte, die bereits an einer fritheren Stelle vorka-
men, erhalten wir eine neue Folge aus paarweise verschiedenen Punkten, und auch die
konvergiert gegen x.

d) Zeigen Sie: Fiir h — 0 ist cosh—1 =o0(h)!

Lésung: Nach der Regel von DE L'HOPITAL und wegen der Stetigkeit der Sinusfunktion

ist .
. cosh—1 . —sinh
lim ——— = lim

lim T Hm ] =—sin0=0.

e) Richtig oder falsch: Fiir ein Polynom f: R — R vom Grad hdchstens n ist f(x) = o(x™*")
fir x — 0.

Losung: Falsch: Ist f nicht das Nullpolynom, sondern f = a,x™ + --- + a1x + ap mit
mindestens einem a; # 0, so wéchst der Betrag von

f On | Gnoj a ao
fiir x — O iiber alle Grenzen, geht also ganz sicher nicht gegen 0.




f)

g)

h)

7)

k)

L)

Richtig oder falsch: Fiir ein Polynom f: R — R vom Grad héchstens n ist f(x) = o(x™*1)
fiir x — oo.

Losung: Richtig:

a 1 aj QAo

i — lip oy G L@ —
X]'Ln;o xn+1 _XILH;'O X + x2 + + xn + xn+1 0.
Richtig oder falsch: logx = o(x) fiir x — 0.
Losung: Falsch, denn 11{1%) log x = —o0, nicht Null.
x
Richtig oder falsch: logx = o(x) fiir x — oo.
Lésung: Richtig: Nach der Regel von DE L’HOPITAL ist
1 1
lim —2% = lim - =0.
x—o0o X X—00 X

Richtig oder falsch: Ist f:R? — R, stetig, so auch V/T.

Lo6sung: Richtig: Wir wissen aus der Analysis I, dafl die Funktion R~ , — R, die je-
der nichtnegativen Zahl deren Quadratwurzel zuordnet, stetig, und die Hintereinander-
ausfiihrung stetiger Funktionen ist stetig.

Richtig oder falsch: Ist f:R? — R>, differenzierbar, so auch V.

Losung: Falsch: Ist etwa f(x,y) = x?, so ist \/f(x) = |x|, und diese Funktion ist fiir
x = 0 nicht differenzierrbar.

Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f: R — R3 mit f(x) = (x,x?,sinx)!

Losung: Die Zeilen der JacoBil-Matrix sind die Ableitungen der drei Komponentenfunk-
tionen, d.h.

Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen von R nach R:

f(x,y,2) = x> +y* +2%, g(x,u,2) =xyz, h(x,y,z) =e V3 k(x,y,z) = cos g(x,y,z)!

Loésung: Wir berechnen zundchst die partiellen Ableitungen:
fo(x,y,z) = 2x, fy(x,y,2z) =2y, fo(x,y,z) =2z
9x(x,Y,2) = yz, 9y (x,Y,2) = xz, 9:(x,Y,z) =xy
he(x,y,z) = 2xe"2+‘~’2+7‘2, hy (x,y,z) = Zyexzﬂ’z”z, h.(x,y,z) = 2ze"2+‘~’2+7‘2,
ki(x,y,z) = —yzsin(xyz), k«(x,y,z) = —xzsin(xyz), ky(x,y,z) = —xysin(xyz)

Somit ist
2x yz
Vfx,y,z) =1 2y |, Va(x,y,z) = | xz |,
2z Xy

Vh(x,y,z) = e"z+yz+ZZVf(x,y,Z) und Vk(x,y,z) = —sin(xyz)Vg(x,y, z).



m) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion

p)

L REoOR?
| (e y) - (cos(2x + 3y?), sin(4x” +5y))

Lésung: Die erste Komponente cos(2x 4 3y?) hat —2sin(2x + 3y?) als partielle Ableitung
nach x und —6y sin(2x + 3y?) als partielle Ableitung nach y; fiir die zweite Komponente
erhalten wir entsprechend 8x cos(4x? + 5y) und 5 cos(4x? + 5y). Somit ist

Te(xy) = —2sin(2x + 3y?) —6ysin(2x + 3y?)
FOOU =\ 8xcos(@x? +5y)  5cos(4x? + 5y) :

Bestimmen Sie die JAcoBI-Matrix der Abbildung
R™ — R™
n
(X1, %n) = (Y1,...,ym) mit yi = Zai]’Xj + b;
j=1
im Punkt (x1,...,%n)!

n
Losung: Die partielle Ableitung von ) aijx; + bj nach xy ist aiy, also ist
j=1

ajpr a2z -0 Qin

az1  azz - Orn
Jelxi,oooxn) = | : .

Gm1 Gm2 -+ Omn

Auf welcher (gréftmoglichen) Teilmenge D C R? ist die Funktion

2 2 4 _ .4
f(x,y):(sinX Y ,Cosx yy )

definiert? Ist D offen?

Losung: Die einzigen Probleme sind die Nenner; sobald x oder y verschwindet, ist f(x,y)
nicht definiert. Somit ist

D = {(x,y) € R? | xy # 0},
und von dieser Menge haben wir bereits letzte Woche gesehen, dafl sie offen ist.

Zeigen Sie durch schrittweise Anwendung der Lemmata der Vorlesung, dafl f auf ganz D
stetig ist!

Losung: Wir wissen aus der Analysis I, da die Funktionen x — x2, x — x*, y — y? und

y — y* stetig sind. Da, wie wir in der ersten Aufgabe auf diesem Blatt gesehen haben,
auch die Projektion (x,y) — x stetig ist und entsprechend natiirlich auch (x,y) — vy, sind
somit auch die Abbildungen

(x,y) = x4, (xy)—=y% (xy)—x' und (x,y)—y?

stetig als Hintereinanderausfiihrungen. Schachtelung mit der Addition bwz. Subtraktion
zeigt die Stetigkeit von

(x,y) = x*+y?> und (x,y)—x*—y*.

Da fiir (x,y) € D weder x noch y verschwindet und die Division durch Nenner ungleich
Null stetig ist, sind auf D auch die Funktionen

2 2 4 .4
Xty und (x,y)»—>X yy

(x,y) =



q)

stetig, und damit auch ihre Schachtelungen mit Sinus und Kosinus, d.h. die Funktionen
2 2 4 _ 4
Xt und (x,y) —cos ~— 9
x Yy
Da eine Funktion nach R? genau dann stetig ist, wenn ihre Komponenten stetig sind, folgt
die Stetigkeit von f auf D.

(x,y) — sin

In welchen Punkten von D ist f differenzierbar? Bestimmen Sie dort jeweils die JACOBI-
Matrix von f!

Losung: Auch hierkdnnen wir die beiden Komponenten einzeln betrachten und ihre par-
tiellen Ableitungen berechnen; wir beachten dabei, dafl

2 2 2 4 .4 4
¥ty —x+2% unda Y :X__y3
X X y y
ist. Daher ist
d 2 2 2 2 2 2.2 2 2
—sinx ty :<1—y—2>cosx ty _X zy cosx ty
0x X X X X X
2 2 2 2
. X+ 2
—sin v._4d cos Xty
oy X X X
Xyt a3 Xt -yt
— Cos = ———si
0x 4 Y 4 Y 4 Y 4 4 4 4 4 4
0 — ) — 3 . —
—cosx Y :—<—X—2—3’wy2>s1nx v _x —I-zy s1nx Y
oy y y y y y
und
2 2 2 2 2 2
X< — X 2 X
Xzy cos ty Yy cos Ty
Je(x,y) = b3 Xyt A3yt xd oyt
———sin > sin
y y y y
Existiert lim f(x,y)?
(x,y)—(0,0)
Losung: Nein, denn weder fiir
2 2 2 4 .4 4
Xty :x~|—y— noch fiir x ¥ :X——y3
X X y Y

existiert ein entsprechender Limes: Beispielsweise erhalten wir auf der Parabel y? = ax
fiir den ersten Ausdruck den Wert x + a, der gegen a geht, und fiir den zweiten auf der
Kurve y = cx* den Wert ¢ —y3, der gegen c geht.



