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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 18–19. Februar 2013a) Bere
hnen Sie die folgenden Integrale:
∫ sin2 x dx,

∫

ex 
os 3x dx,

∫

xe−x2

dx,

∫

x3e−x2

dx,

∫

x log x dx

Lösung: Wir verwenden hier jeweils die Regel zur partiellen Integration:
∫

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x) −

∫

u′(x)v(x)dx .Mit u(x) = sin x und v(x) = − 
os x erhalten wir
∫ sin2 x dx = − sin x 
os x +

∫ 
os2 x dx = − sin x 
os x +

∫

(1 − sin2 x)dx

= − sin x 
os x + x −

∫ sin2 x dx ,also ist
2

∫ sin2 x dx = − sin x 
os x + x und ∫ sin2 x =
x − sin x 
os x

2
+ C .Mit u(x) = 
os 3x und v(x) = ex erhalten wir

∫

ex 
os 3x dx = ex 
os 3x + 3

∫

ex sin 3x dx ;wenden wir die Regel no
h einmal an mit u(x) = sin 3x folgt
∫

ex sin 3x = ex sin 3x − 3

∫

ex 
os 3x dx ;daher ist ∫

ex 
os 3x dx = ex(
os 3x + 3 sin 3x) − 9

∫

ex 
os 3x dxund ∫

ex 
os 3x dx =
ex(
os 3x + 3 sin 3x)

10
+ C .Da e−x2 die Ableitung −2xe−x2 hat, ist (ganz ohne partielle Integration)

∫

xe−x2

dx = −
1

2
e−x2

+ C .Dies k�onnen wir f�ur das letzte Integral verwenden: Da wir keine Stammfunktion von e−x2kennen, wohl aber eine von x·e−x2 , setzen wir u(x) = x2 und v(x) = −1
2
e−x2 ; wir erhalten

∫

x3e−x2

dx = −
1

2
x2e−x2

+

∫

xe−x2

dx = −
(x2 + 1)e−x2

2
+ C .Mit u(x) = log x und v(x) = 1

2
x2 s
hlie�li
h ist

∫

x log x dx =
x2 log x

2
−

∫
x2

2
· 1

x
dx =

x2 log x

2
−

1

2

∫

x dx =
x2 log x

2
−

x2

4
+ C .Wie in der Vorlesung bei der Bere
hnung von ∫ log x dx m�ussen wir also au
h hier denVorfaktor als Ableitung betra
hten, damit im zweiten Integral der Logarithmus dur
h seineAbleitung 1/x ersetzt wird und wir so zu einem lei
ht auswertbaren Integral kommen.



b) Bere
hnen Sie mittels der Substitution x = log u das Integral 1∫

0

e2x

ex + 1
!

Lösung: Ist x = log u, so ist dx =
du

u
; au�erdem ist 0 = log 1 und 1 = log e. Somit ist

1∫

0

e2x

ex + 1
dx =

e∫

1

u2

u + 1

du

u
=

e∫

1

u

u + 1
du =

e∫

1

(

1 −
1

u + 1

)

du = u − ln |u + 1|
∣

∣

∣

∣

e

1

= e − 1 − log(e + 1) + log 2 .
) Bestimmen Sie mittels der Substitution x = sinu eine Stammfunktion von f(x) =
√

1 − x2 !
Lösung: F�ur x = sinu ist dx = 
osudu, also

∫
√

1 − x2 dx =

∫ √

1 − sin2 u 
osudu =

∫ 
os2 udu =

∫

(1 − sin2 u)du

= u −
u − sinu 
osu

2
+ C =

u + sinu 
osu

2
+ C =

ar
sin x + x
√

1 − x2

2
+ C .(Die Stammfunktion von sin2 u wurde aus a) �ubernommen.)d) Bes
hreiben Sie den Graphen der Funktion f(x, y) = 5 −

√

x2 + y2 geometris
h!
Lösung: Er besteht aus allen Punkten (x, y, z) ∈ R

3 mit z − 5 = −
√

x2 + y2, d.h. allenPunkten mit z ≤ 5, f�ur die (z − 5)2 = x2 + y2 ist. Auf der H�ohe 5 − z haben wir also inder Ebene parallel zur xy-Ebene einen Kreis mit Radius 5 − z. Somit ist der Graph derMantel eines Kegels mit Spitze in (0, 0, 5), der si
h na
h unten �o�net; der Winkel zwis
henKegela
hse und -mantel betr�agt 45◦.e) Ri
htig oder fals
h: Der Graph einer Funktion f(x, y) ist genau dann eine Ebene, wennes a, b, c ∈ R gibt, so da� f(x, y) = ax + by + c.
Lösung: Der Graph von ax + by + c besteht aus allen (x, y, z) ∈ R

3 mit z = ax + by + coder ax + by − z = −c; dies ist eine Ebene.Ist umgekehrt der Graph eine Ebene mit Glei
hung αx + βy + γz = δ, so mu�, da es si
hum den Graphen einer Funktion z = f(x, y) handelt, γ 6= 0 sein, und
z = f(x, y) = −

α

γ
x −

β

γ
y +

δ

γ
,also ist die Behauptung ri
htig.f) Wel
he Koordinatena
hsen des R

3 kann der Graph einer Funktion f(x, y) enthalten?
Lösung: Ganz bestimmt ni
ht die z-A
hse, denn von der liegt nur der Punkt (

0, 0, f(0, 0)
)im Graphen. x- und y-A
hse dagegen k�onnen im Graphen liegen, n�amli
h dann, wenn dieFunktion f dur
h x bzw. y teilbar ist, d.h. als Produkt einer Funktion g(x, y) mit x oder

y ges
hrieben werden kann.g) Bes
hreiben Sie die Niveaumengen Na(f) von f(x, y) =
√

x2 + y2 in Abh�angigkeit von a,und verglei
hen Sie mit den Niveaumengen Ng(a) von g(x, y) = x2 + y2 !
Lösung: F�ur a < 0 ist Na(f) = Na(g) = ∅, f�ur a = 0 bestehen beide nur aus demNullpunkt, und f�ur a > 0 ist Na(f) =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 +y2 = a2
} ein Kreis mit Radius aund Na(g) =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + y2 = a
} ein Kreis mit Radius √

a um den Nullpunkt.Beide Funktionen haben also die glei
hen Teilmengen von R
2 als Niveaumengen, allerdingsgeh�oren sie (au�er f�ur a = 0 und a = 1) zu vers
hiedenen Niveaus.



h) Was k�onnen Sie �uber eine Funktion sagen, deren Niveaumengen abgesehen von der einele-mentigen Menge {(0, 0)} allesamt Kreise um den Nullpunkt von R
2 sind?

Lösung: Es mu� eine injektive Funktion g:R≥0 → R geben, so da� f(x, y) = g(x2 + y2)ist.i) Wel
he der folgenden Vors
hriften de�nieren Normen auf R
2 ?

‖(x, y)‖1 = x2 + y2, ‖(x, y)‖2 = |x + y| , ‖(x, y)‖3 = |x| + |y|
‖(x, y)‖4 = max(x, y), ‖(x, y)‖5 = max(2 |x| , |3y|), ‖(x, y)‖6 =

√

|xy|

Lösung: ‖(x, y)‖1 = x2 + y2 de�niert keine Norm, denn f�ur λ ∈ R ist
‖λ(x, y)‖1 = ‖(λx, λy)‖1 = λ2(x2 + y2) = λ2(x2 + y2) = λ2 ‖(x, y)‖1 ,was f�ur λ 6= 0, 1 ni
ht mit |λ| ‖(x, y)‖1 �ubereinstimmt.Au
h ‖(x, y)‖2 = |x + y| de�niert keine Norm, denn beispielsweise ist ‖(1,−1)‖2 = 0,obwohl (1,−1) ni
ht der Nullpunkt ist.

‖(x, y)‖3 = |x| + |y| ist eine Norm:
‖λ(x, y)‖3 = ‖(λx, λy)‖3 = |λx| + |λy| = |λ|

(

|x| + |y|
)

= |λ| ‖(x, y)‖3 ,die Summe zweier Betr�age ist nie negativ und vers
hwindet genau dann, wenn x = y = 0ist, und f�ur (u, v), (x, y) ∈ R
2 ist

‖(u, v) + (x, y)‖3 = ‖(u + x, v + y)‖3 = |u + x| + |v + y|
≤ |u| + |x| + |v| + |y| = ‖(u, v)‖3 + ‖(x, y)‖3 .

‖(x, y)‖4 = max(x, y) ist keine Norm, da z.B. ‖(−1,−2)‖4 = −1 negativ ist.
‖(x, y)‖5 = max(2 |x| , |3y|) ist wieder eine Norm, denn

‖λ(x, y)‖5 = ‖(λx, λy)‖5 = max{2 |λx| , |3λy|} = |λ|max{2 |x| , |3y|} = |λ| ‖(x, y)‖5 ,das Maximum zweier Betr�age ist nie negativ und vers
hwindet genau dann, wenn x und
y beide vers
hwinden, und f�ur (u, v), (x, y) ∈ R

2 s
hlie�li
h ist
‖(u, v) + (x, y)‖5 = ‖(u + x, v + y)‖5 = max{2 |u + x| , |3v + 3y|}

≤ max{2(|u| + |x|), |3v| + |3y|} = ‖(u, v)‖5 + ‖(x, y)‖5 .
‖(x, y)‖6 =

√

|xy| s
hlie�li
h ist keine Norm, da beispielsweise ‖(1, 0)‖6 vers
hwindet.j) Zeigen Sie, da� die Normen unter diesen Abbildungen �aquivalent zur Maximumsnormsind!
Lösung: F�ur alle (x, y) ∈ R istmax{|x| , |y|} ≤ ‖(x, y)‖3 = |x| + |y| ≤ 2max{|x| , |y|} undmax{|x| , |y|} ≤ ‖(x, y)‖5 = max{2 |x| , |3y|} ≤ 3max{|x| , |y|} .k) Wel
he der folgenden Teilmengen von R

2 sind o�en, wel
he abges
hlossen?
M1 =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ 0 < x, y < 2
}
, M2 =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ 0 ≤ x, y ≤ 2
}
,

M3 =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ 0 < x, y ≤ 2
}
,

M4 =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ xy = 0
}
, M5 =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ xy 6= 0
}
,

Lösung: Geometris
h betra
hten sind M1 bis M3 Quadrate mit E
ken (0, 0), (0, 2), (2, 2)und (2, 0); im Falle von M1 geh�ort keine der vier Kanten zur Menge, bei M2 alle Kanten,und bei M3 die Kanten von (0, 2) na
h (2, 2) und (2, 0) na
h (2, 2), wobei allerdings jeweilsder erste E
kpunkt ni
ht in M2 liegt.
M1 ist o�en, denn bezei
hnet ε f�ur einen Punkt (x, y) ∈ M1 das Minimum der vier Zahlen
x, y, 2 − x und 2 − y, so liegt die o�ene Kreiss
heibe mit Radius ε um (x, y) ganz in M1.Da der Randpunkt (0, 0) ni
ht in M1 liegt, ist M1 jedo
h ni
ht abges
hlossen.



M2 ist ni
ht o�en, da (0, 0) ∈ M2 kein innerer Punkt ist, aber abges
hlossen, da alleRandpunkte in M2 liegen.
M3 ist ni
ht o�en, da (2, 2) ∈ M3 kein innerer Punkt ist, und ni
ht abges
hlossen, da derRandpunkt (0, 0) ni
ht in M3 liegt.
M4 ist abges
hlossen, denn o�ensi
htli
h sind die Randpunkte genau die Punkte von M4.Da es keine inneren Punkte gibt, ist M4 ni
ht o�en.
M5 ist o�en, denn bezei
hnet ε f�ur (x, y) ∈ M5 das Minimum der Betr�age von x und y,so liegt die o�ene Kreiss
heibe mit Radius ε um (x, y) ganz in M5. Randpunkte von M5sind die Punkte aus dem Komplement M4, also ist M5 ni
ht abges
hlossen.l) Zeigen Sie, da� die Vereinigung beliebig vieler o�ener Teilmengen von R

n wieder o�en ist!
Lösung: I sei eine Indexmenge, und f�ur jedes i ∈ I sei Ui ⊆ R

n eine o�ene Menge. Wirm�ussen zeigen, da� au
h U =
⋃

i∈I Ui o�en ist. Jeder Punkt x ∈ U liegt in mindestenseinem Ui und ist dort innerer Punkt; Ui enth�alt also f�ur ein gewisses ε > 0 alle Punkte
y ∈ R

n mit ‖x − y‖ < ε. Damit liegen diese Punkte erst re
ht in U, also ist au
h U o�en.m) Stellen Sie das o�ene Intervall (0, 1) dar als Vereinigung abz�ahlbar unendli
h vieler abge-s
hlossener Intervalle!
Lösung: (0, 1) =

⋃

n∈N
[1/n, 1 − 1/n]n) Wel
he der Punkte (0, 0), (1, 1), (2, 2), (2, 1), (2, 0) aus R

2 sind innere Punkte der Menge
M =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ |x| + |y| ≤ 2
}, wel
he sind �au�ere bzw. Randpunkte?

Lösung: M ist eine Raute mit E
kpunkten (±2, 0) und (0,±2). Daher ist (0, 0) ein innererPunkt, denn der Kreis mit Radius eins um (0, 0) liegt ganz in M. Der Punkt (1, 1) liegt aufder Kante von (0, 2) na
h (2, 0), ist also Randpunkt: F�ur jedes hinrei
hend kleine ε > 0ist (1 − ε, 1) ∈ M, aber (1 + ε, 1) /∈ M.
(2, 2) ist ein �au�erer Punkt: Der Kreis mit Radius eins um (2, 2) liegt vollst�andig au�erhalbvon M, entspre
hend au
h (2, 1), wo immerhin no
h der Kreis mit Radius 1

2
ganz au�erhalbliegt. (2, 0) als E
ke s
hlie�li
h ist Randpunkt: (2 − ε, 0) liegt f�ur kleine ε in M, (2 + ε, 0)ni
ht.o) Wel
he der hier de�nierten Folgen sind konvergent, und wohin konvergieren diese?

(un, vn) =

(

1

n2 + 1
,

2

n3 − 3

)

, (xn, yn) =

(

(−1)n,
1

n

)

, (wn, zn) =
(

e−n, 
os(e−n2

)
)

Lösung: Wenn wir mit der Maximumsnorm arbeiten, m�ussen wir einfa
h untersu
hen,ob die Folgen in der ersten sowie der zweiten Komponente konvergieren. Mit dem, waswir aus der Analysis I wissen, ist das einfa
h zu ents
heiden:lim
n→∞

(un, vn) =
( lim

n→∞

un, lim
n→∞

vn

)

= (0, 0)und lim
n→∞

(wn, zn) =
( lim

n→∞

wn, lim
n→∞

zn

)

= (0, 1) .Da die Folge der xn unbestimmt divergiert, kann au
h die Folge der Punkte (xn, yn) ni
htkonvergieren.


