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12. Übungsblatt Analysis II

Fragen: (je ein Punkt)Die Antworten auf die na
hfolgenden Fragen sollten ni
ht l�anger als etwa zwei Zeilensein und ledigli
h eine kurze Begr�undung enthalten. Antworten ohne Begr�undungwerden ni
ht gewertet.1) Bes
hreiben Sie die Niveaulinien der Funktion f:R2 → R2 mit f(x, y) =
∣

∣x2 − y2
∣

∣ !2) Ri
htig oder fals
h: f:Q → Q sei eine Abbildung, f�ur die es eine rationale Zahl c < 1gebe derart, da� |f(x) − f(y)| ≤ c · |x − y| f�ur alle x, y ∈ Q. Dann gibt es ein z ∈ Q mit
f(z) = z.3) Die geographis
hen Koordinaten eines Punkts P auf einer Kugel K ⊂ R3 mit Mittelpunkt
M = (0, 0, 0) sind die geographis
he Breite, d.h. der Winkel ϕ zwis
hen der (x, y)-Ebeneund der Geraden MP, sowie die geographis
he L�ange, d.h. der Winkel λ zwis
hen der
(x, z)-Ebene und dem Strahl MP. Dr�u
ken Sie diese beiden Gr�o�en in Kugelkoordinatenaus!4) Ri
htig oder fals
h: Jede bes
hr�ankte Folge (xk)k∈N von Punkten xk ∈ Rn konvergiert.5) Ri
htig oder fals
h: A ⊂ Rn und B ⊂ Rm seien Teilmengen mit endli
hem Volumen.Dann ist µ(A × B) = µ(A) · µ(B).
Aufgabe 1: (6 Punkte)
A ⊂ R3 sei eine me�bare Menge, d.h. das Volumen µ(A) existiert. Zeigen Sie:a) F�ur fast alle z ∈ R ist au
h Az =

{
(x, y) ∈ R2

∣

∣ (x, y, z) ∈ A
} me�bar.b) Die Funktion f:



R → R

z 7→
{

µ(Az) falls Az me�bar
0 sonst ist integrierbar.
) (Prinzip von Cavalieri) F�ur Z =

{
z ∈ R

∣

∣ Az 6= ∅
} gilt: µ(A) =

∫
Z

f(z)d) Bere
hnen Sie na
h diesem Prinzip das Volumen des Sph�aroids
S =

{

(x, y, z) ∈ R3

∣

∣

∣

x2

a2
+

y2

a2
+

z2

b2
≤ 1

} !
Aufgabe 2: (4 Punkte)Bere
hnen Sie das Volumen des Ellipsoids E =

{

(x, y, z) ∈ R3

∣

∣

∣

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
≤ 1

}, in-dem Sie das Problem �uber die Transformationsformel zur�u
kf�uhren auf das bekannte Vo-lumen 4

3
π der Kugel K =

{
(x, y, z) ∈ R3

∣

∣ x2 + y2 + z2 = 1
} !

Aufgabe 3: (5 Punkte)Das n-dimensionale Standardsimplex ist die Menge
∆n =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn

∣

∣ xk ≥ 0 f�ur alle k und n∑

k=1

xk = 1
}Zeigen Sie, da� µ(Sn) = 1

n!
ist!

Keine Abgabe – Semesterende


