1)

2)

3)

4)

a)

WoLFGANG K. SEILER A5, C201
Tel. 2515

25. April 2013

9. Ubungsblatt Analysis IT

Fragen: (je ein Punkt)

Richtig oder falsch: Die Menge alle reeller Zahlen der Form a + byv/2 mit a,b € Q ist
eine Nullmenge.

Lésung: Richtig, denn sie ist abzahlbar: Wie wir wissen, ist Q abzdhlbar, also auch Q xQ,
und (a,b) — a-+b+/2 ist eine bijektive Abbildung von Q x Q auf die betrachtete Menge.

Richtig oder falsch: Die Folge der Funktionen fi(x) = cos®x konvergiert fast iiberall
gegen die Nullfunktion.

Losung: Richtig: Liegt x nicht in der Nullmenge Z = {n7 | n € Z}, so ist |cosx| < 1, die
Folge der Potenzen cos® x also eine Nullfolge.

Richtig oder falsch: Konvergiert die Folge (fy )xcn der stetigen Funktionen fi.: D — R auf
D C R fast iiberall gegen die Funktion f:D — R und auch fast iiberall gegen g:D — R,
so ist f = g.

Losung: Falsch: Konvergiert (fy)xen fast iiberall gegen f und ist Z C D irgendeine
Nullmenge, so konvergiert die Folge auch fast iiberall gegen die Funktion g:D — R mit
g(x) =f(x)+ 1 fiir x € Z und g(x) = f(x) sonst.

Setzt man allerdings D als offen und f, g beide als stetig voraus, so wird die Behauptung
richtig: Dann gibt es Nullmengen 7Z;,Z, C D, so da8 k11_)n;O fi(x) = f(x) fiir alle x ¢ Z;4
und l}Lngo fr(x) = g(x) fiir alle x ¢ Z,. Fiir jedes x € D, das nicht in der Nullmenge
Z = Z1UZ; liegt, ist also f(x) = g(x). Fiir x € Z gibt es, da eine Nullmenge keine inneren
Punkte hat, zu jedem i € N ein x; € D \ Z, so daB |x —x;|| < 1 ist. Die Folge der x;
konvergiert gegen x und f(x;) = g(x;) fiir alle i; wegen der Stetigkeit von f und g ist daher
f(x) = lim f(xi) = g(x).

1—00

Richtig oder falsch: Hat A C R™ keine inneren Punkte, so ist A eine Nullmenge.

Losung: Falsch: Ist A etwa die Menge alle Punkte aus R™ mit irrationalen Koordinaten,
so hat A keine inneren Punkte, denn in jeder Umgebung einer irrationalen Zahl liegen
auch rationale Zahlen. Trotzdem ist A keine Nullmenge, denn jede Quaderiiberdeckung
von A mufl ganz R™ {iberdecken.

Aufgabe 1: (12 Punkte)
Die Funktion fi:R — R fiir k € N sei auf [0, 1) definiert durch

fol) = X+ ¥ fallsogxgk—_]i]_
(k+1)(1 —x) falls%<x<1 '

fiir x € [1, 10] sei fi(x) = T (x — [x]), wobei [x] die groBte natiirliche Zahl kleiner oder
gleich x bezeichnet, und fiir x ¢ [0, 10] sei fr(x) =0.

Zeigen Sie, dafl alle fi, Funktionen mit kompaktem Trager sind!
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Losung: Zundchst ist f, stetig auf (0, 1), denn auf den Teilintervallen (0,%) und
(5, 1) ist i linear, also stetig, und im Punkt x = X7 haben beide lineare Funktio-
nen den Wert eins. Zu den Intervallenden hin gehen beide Funktionen gegen Null; somit
bleibt die Funktion auch stetig bei der periodischen Fortsetzung auf das Intervall [0, 10].
SchlieBlich ist sie sogar stetig auf ganz R, denn kommt man aus dem Innern das Intervalls
an einen der Randpunkte, erhdlt man den Grenzwert Null, und von auflen natiirlich erst
recht.

Im offenen Intervall (0, 1) ist fx(x) > 0, also gilt dasselbe auch fiir alle nichtganzen Zahlen
aus [0, 10]. Auferhalb dieses Intervalls verschwindet fy; daher ist der Trager gleich dem
abgeschlossenen Intervall [0, 10], also kompakt, und wegen der Stetigkeit von f, haben
wir eine Funktion mit kompaktem Tréger.

Geben Sie die Funktion f: R — R an, gegen die die Folge (fi )xen punktweise konvergiert!

Losung: fy steigt zwischen Null und 1 von 0 auf 1 und fallt dann bis zur Eins wieder
ab auf 0. Fiir k — oo geht =+ +1 gegen eins; daher sollte fy(x) auf dem Intervall [0, 1)
gegen x konvergieren: Fiir jedes x € [01) ist x < +1 fiir alle k > 1 , also ist

lim fi (x) = 11m (X+ E) =X.

k—o0 —00

An der Stelle x =1 ist klim fi (1) = k11m 0 = 0; somit ist
lim f f(x) = { X [x] falls x € [0, 10] .
k1—>nc]>'o k(X) (X) def { 0 sonst

Ist (fx)xen €in CAUCHY-Folge besziiglich der L'-Norm auf K°(R,R)?

Losung: Da die Funktionen auf dem Intervall [0, 10] periodisch mit Periode eins sind,
geniigt es, die Integrale jeweils nur von 0 bis 1 zu berechnen; die L'-Norm ist einfach der
zehnfache Wert.

Firk <fund 0 <x < ¢ 1 ist fi(x) > fe(x), da fy dort die gréfere Steigung hat; danach

bleibt fi (x) noch groﬁer bis fi(x) = (k+1)(1 —x) = x + F ist bei x* = (k(gﬁ Dies ist

fiir alle ¢ kleiner als 5 und damit (wegen k < {) erst recht als ;. Daher ist an diesem

Punkt fo(x) =x + § und somit fy(x) > fi(x). Insgesamt ist also

1 K/ (k+1) (k+1)€/((k+2)e+1))
X
J\ﬂg(x)—fk(x\:J (et 5 —x—3) ax+ J (0410 %) —x—5) ax
0 0 K/ (k+1)
L/(€+1) 1
+ J <x~|—z—(k+1)(1—x) dx~|—J (L+ DT —x)— (k+1)(1 —x)) dx
(k+1)€/((k+2)e+1) 0/(0+1)

Da alle Integranden linear sind, kann man das zumindest im Prinzip ohne grofiere Schwie-
rigkeiten ausrechnen; schneller geht es aber, wenn wir geometrisch argumentieren: Das
erste Integral ist die Fliche des Dreiecks mit Ecken (0,0), (25, 1) und (5,y1), wobei

(KN k(1)K
‘_f“<k+1>_k+1 <]+€>_(k+1)€

ist. Der zweite Integrand ist das Dreieck mit Ecken (%, 1), (%,m) und (x*,y>) mit

(k+1)0 41 (k+1)[+1)
k+2)0+1 € (k+2)l+1

Yo = fo(x*) =



Fiir beide Dreiecke nehmen wir die gemeinsame Seite als Grundkante; sie hat die Lénge
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Die Summe der Hohen der beiden Dreiecke ist x* < 1, die Summe der Flachen also wegen
unserer Voraussetzung k < { kleiner als

aj {—k { 1
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k/(k+1) ! XI* II/(I+1)

Beim dritten und vierten Integral kénnen wir genauso vorgehen: Jetzt haben wir zwei
Dreiecke mit Basis kleiner eins, und die Summe der Hohen ist
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Somit ist die ||fi — f¢||; kleiner als

1 k+1

PRI P

Da dies fiir k — oo gegen Null geht, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N € N, so daf dies fiir
k,{ > N unter ¢ liegt, also haben wir eine CAUCHY-Folge beziiglich der L'-Norm.

d) Ist (fy)xen ein CaucHY-Folge beziiglich der Supremumsnorm auf K°(R,R) ?
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Lésung: An der Stelle x = o ist, fiir £ >k,

k+1 0k

fd@—#&h)=1—4k+1n1_xp:1_717._?17,

Wenn wir k festhalten und { wachsen lassen, geht dies offensichtlich gegen eins; daher geht
der Abstand zumindest an dieser Stelle nicht gegen Null, und damit gilt das gleiche fiir
die Supremumsnorm von f; — fy.

Konvergiert (fy)xen gleichméBig gegen 7

Loésung: Nein, denn sonst miifite die Grenzfunktion stetig sein.

Wir konnen aber auch direkt die Definition anwenden: Falls die Folge gleichméafig kon-
vergieren wiirde, gdbe es zu jedem ¢ > 0 ein N € N, so daBl |f(x) — fx(x)| < ¢ wére fiir alle
k > N und alle x € R. Fiir 0 < & < 15 ist fi(1—8) = (k+ 1)5 und f(1 —8) = 0, also
ist die Differenz gleich (k + 1)0. Speziell fiir 5 = Zk]T ist das %; fiir ¢ < % kann also die
Ungleichung |f(x) — fx(x)| < € unmdglich fiir alle x gelten.

Berechnen Sie das LEBESGUE-Integral IR fl

Losung: Nach Definition des LEBESGUE-Integrals [ T st dies der Grenzwert der Integrale
iiber die fx. Das Integral iiber fy ist einfach das entsprechende RiEmMANN-Integral von O
bis 10; geometrisch gesehen sind dies die Flachen von zehn Dreiecken mit Basis der Lange
eins auf der x-Achse und mit Hohe eins. Der Flache ist unabhédngig von k fiir jedes dieser
Dreiecke gleich 1/2; daher ist [, f = 2 =5.

Gibt es eine stetige Funktion f: R — R, gegen die (fy)xen fast iiberall konvergiert?

Lésung: Nein, denn keine stetige Funktion kann die Spriinge bei x = 1,2,...,10 mit
einer blosen Nullmenge kaschieren.

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Zeigen Sie:

Fiir eine stetig differenzierbare Funktion f: R™ — R mit kompaktem Trager ist der Graph
It € R™*! eine Nullmenge.

Losung: Der Graph ist das Bild der Nullmenge R x {0} unter der differenzierbaren Ab-
bildung (x,y) — (x,f(x)), also eine Nullmenge.

Ist A C R™ eine Nullmenge, so ist der Abschlul von R™ \ A der gesamte R™.

Lésung: Richtig: Da kein Punkt einer Nullmenge innerer Punkt ist, gibt es zu jedem
a € A und jedem ¢ > 0 ein x € R™ \ a mit ||x — a|]| < €. Daher liegt a im Abschlufl von
R™ A



