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9. Übungsblatt Analysis II

Fragen: (je ein Punkt)1) Rihtig oder falsh: Die Menge alle reeller Zahlen der Form a + b
√

2 mit a, b ∈ Q isteine Nullmenge.
Lösung: Rihtig, denn sie ist abz�ahlbar: Wie wir wissen, ist Q abz�ahlbar, also auh Q×Q,und (a, b) 7→ a+ b

√
2 ist eine bijektive Abbildung von Q×Q auf die betrahtete Menge.2) Rihtig oder falsh: Die Folge der Funktionen fk(x) = osk x konvergiert fast �uberallgegen die Nullfunktion.

Lösung: Rihtig: Liegt x niht in der Nullmenge Z = {nπ | n ∈ Z}, so ist |os x| < 1, dieFolge der Potenzen osk x also eine Nullfolge.3) Rihtig oder falsh: Konvergiert die Folge (fk)k∈N der stetigen Funktionen fk:D → R auf
D ⊆ R fast �uberall gegen die Funktion f:D → R und auh fast �uberall gegen g:D → R,so ist f = g.
Lösung: Falsh: Konvergiert (fk)k∈N fast �uberall gegen f und ist Z ⊂ D irgendeineNullmenge, so konvergiert die Folge auh fast �uberall gegen die Funktion g:D → R mit
g(x) = f(x) + 1 f�ur x ∈ Z und g(x) = f(x) sonst.Setzt man allerdings D als o�en und f, g beide als stetig voraus, so wird die Behauptungrihtig: Dann gibt es Nullmengen Z1, Z2 ⊂ D, so da� lim

k→∞

fk(x) = f(x) f�ur alle x /∈ Z1und lim
k→∞

fk(x) = g(x) f�ur alle x /∈ Z2. F�ur jedes x ∈ D, das niht in der Nullmenge
Z = Z1 ∪Z2 liegt, ist also f(x) = g(x). F�ur x ∈ Z gibt es, da eine Nullmenge keine innerenPunkte hat, zu jedem i ∈ N ein xi ∈ D r Z, so da� ‖x − xi‖ < 1

i
ist. Die Folge der xikonvergiert gegen x und f(xi) = g(xi) f�ur alle i; wegen der Stetigkeit von f und g ist daher

f(x) = lim
i→∞

f(xi) = g(x).4) Rihtig oder falsh: Hat A ⊂ Rn keine inneren Punkte, so ist A eine Nullmenge.
Lösung: Falsh: Ist A etwa die Menge alle Punkte aus Rn mit irrationalen Koordinaten,so hat A keine inneren Punkte, denn in jeder Umgebung einer irrationalen Zahl liegenauh rationale Zahlen. Trotzdem ist A keine Nullmenge, denn jede Quader�uberdekungvon A mu� ganz Rn �uberdeken.
Aufgabe 1: (12 Punkte)Die Funktion fk:R → R f�ur k ∈ N sei auf [0, 1) de�niert durh

fk(x) =

{
x + x

k
falls 0 ≤ x ≤ k

k+1

(k + 1)(1 − x) falls k
k+1

< x < 1
;f�ur x ∈ [1, 10] sei fk(x) = fk

(

x − [x]), wobei [x] die gr�o�te nat�urlihe Zahl kleiner odergleih x bezeihnet, und f�ur x /∈ [0, 10] sei fk(x) = 0.a) Zeigen Sie, da� alle fk Funktionen mit kompaktem Tr�ager sind!



Lösung: Zun�ahst ist fk stetig auf (0, 1), denn auf den Teilintervallen (0, k
k+1

) und
( k

k+1
, 1) ist fk linear, also stetig, und im Punkt x = k

k+1
haben beide lineare Funktio-nen den Wert eins. Zu den Intervallenden hin gehen beide Funktionen gegen Null; somitbleibt die Funktion auh stetig bei der periodishen Fortsetzung auf das Intervall [0, 10].Shlie�lih ist sie sogar stetig auf ganz R, denn kommt man aus dem Innern das Intervallsan einen der Randpunkte, erh�alt man den Grenzwert Null, und von au�en nat�urlih erstreht.Im o�enen Intervall (0, 1) ist fk(x) > 0, also gilt dasselbe auh f�ur alle nihtganzen Zahlenaus [0, 10]. Au�erhalb dieses Intervalls vershwindet fk; daher ist der Tr�ager gleih demabgeshlossenen Intervall [0, 10], also kompakt, und wegen der Stetigkeit von fk habenwir eine Funktion mit kompaktem Tr�ager.b) Geben Sie die Funktion f:R → R an, gegen die die Folge (fk)k∈N punktweise konvergiert!

Lösung: fk steigt zwishen Null und k
k+1

von 0 auf 1 und f�allt dann bis zur Eins wiederab auf 0. F�ur k → ∞ geht k
k+1

gegen eins; daher sollte fk(x) auf dem Intervall [0, 1)gegen x konvergieren: F�ur jedes x ∈ [0 1) ist x < k
k+1

f�ur alle k > 1
1−x

, also istlim
k→∞

fk(x) = lim
k→∞

(

x +
x

k

)

= x .An der Stelle x = 1 ist lim
k→∞

fk(1) = lim
k→∞

0 = 0; somit istlim
k→∞

fk(x) = f(x) =def {
x − [x] falls x ∈ [0, 10]

0 sonst .) Ist (fk)k∈N ein Cauhy-Folge bez�uglih der L1-Norm auf K0(R, R)?
Lösung: Da die Funktionen auf dem Intervall [0, 10] periodish mit Periode eins sind,gen�ugt es, die Integrale jeweils nur von 0 bis 1 zu berehnen; die L1-Norm ist einfah derzehnfahe Wert.F�ur k < ℓ und 0 ≤ x ≤ k

k+1
ist fk(x) ≥ fℓ(x), da fk dort die gr�o�ere Steigung hat; danahbleibt fk(x) noh gr�o�er, bis fk(x) = (k + 1)(1 − x) = x + x

ℓ
ist bei x∗ =

(k+1)ℓ

(k+2)ℓ+1
. Dies istf�ur alle ℓ kleiner als k+1

k+2
und damit (wegen k < ℓ) erst reht als ℓ

ℓ+1
. Daher ist an diesemPunkt fℓ(x) = x + x

ℓ
und somit fℓ(x) ≥ fk(x). Insgesamt ist also

1∫

0

|fℓ(x) − fk(x)| =

k/(k+1)∫

0

(

x +
x

k
− x −

x

ℓ

)

dx +

(k+1)ℓ/((k+2)ℓ+1))∫

k/(k+1)

(

(k + 1)(1 − x) − x −
x

ℓ

)

dx

+

ℓ/(ℓ+1)∫

(k+1)ℓ/((k+2)ℓ+1)

(

x +
x

ℓ
− (k + 1)(1 − x)

)

dx +

1∫

ℓ/(ℓ+1)

((ℓ + 1)(1 − x) − (k + 1)(1 − x))dxDa alle Integranden linear sind, kann man das zumindest im Prinzip ohne gr�o�ere Shwie-rigkeiten ausrehnen; shneller geht es aber, wenn wir geometrish argumentieren: Daserste Integral ist die Fl�ahe des Dreieks mit Eken (0, 0), ( k
k+1

, 1) und ( k
k+1

, y1), wobei
y1 = fℓ

(

k

k + 1

)

=
k

k + 1
·
(

1 +
1

ℓ

)

=
k(ℓ + 1)

(k + 1)ℓist. Der zweite Integrand ist das Dreiek mit Eken ( k
k+1

, 1), ( k
k+1

, y1) und (x∗, y2) mit
y2 = fℓ(x

∗) =
(k + 1)ℓ

(k + 2)ℓ + 1
· ℓ + 1

ℓ
=

(k + 1)(ℓ + 1)

(k + 2)ℓ + 1
.



F�ur beide Dreieke nehmen wir die gemeinsame Seite als Grundkante; sie hat die L�ange
a1 = 1 − y1 =

(k + 1)ℓ − k(ℓ + 1)

(k + 1)ℓ
=

ℓ − k

(k + 1)ℓ
.Die Summe der H�ohen der beiden Dreieke ist x∗ < 1, die Summe der Fl�ahen also wegenunserer Voraussetzung k < ℓ kleiner als

a1

2
=

ℓ − k

(k + 1)ℓ
<

ℓ

(k + 1)ℓ
=

1

k
.

k/(k+1) l/(l+1)x*Beim dritten und vierten Integral k�onnen wir genauso vorgehen: Jetzt haben wir zweiDreieke mit Basis kleiner eins, und die Summe der H�ohen ist
1 − x∗ = 1 −

(k + 1)ℓ

(k + 2)ℓ + 1
=

(k + 2)ℓ + 1 − (k + 1)ℓ

(k + 2)ℓ + 1
=

ℓ + 1

(k + 2)ℓ + 1
<

k + 1

(k + 2)k + 1
.Somit ist die ‖fk − fℓ‖1 kleiner als

1

k
+

k + 1

(k + 2)k + 1
.Da dies f�ur k → ∞ gegen Null geht, gibt es zu jedem ε > 0 ein N ∈ N, so da� dies f�ur

k, ℓ ≥ N unter ε liegt, also haben wir eine Cauhy-Folge bez�uglih der L1-Norm.d) Ist (fk)k∈N ein Cauhy-Folge bez�uglih der Supremumsnorm auf K0(R, R) ?



Lösung: An der Stelle x = ℓ
ℓ+1

ist, f�ur ℓ > k,
fℓ(x) − fk(x) = 1 − (k + 1)(1 − x) = 1 −

k + 1

ℓ + 1
=

ℓ − k

ℓ + 1
.Wenn wir k festhalten und ℓ wahsen lassen, geht dies o�ensihtlih gegen eins; daher gehtder Abstand zumindest an dieser Stelle niht gegen Null, und damit gilt das gleihe f�urdie Supremumsnorm von fℓ − fk.e) Konvergiert (fk)k∈N gleihm�a�ig gegen f ?

Lösung: Nein, denn sonst m�u�te die Grenzfunktion stetig sein.Wir k�onnen aber auh direkt die De�nition anwenden: Falls die Folge gleihm�a�ig kon-vergieren w�urde, g�abe es zu jedem ε > 0 ein N ∈ N, so da� |f(x) − fk(x)| < ε w�are f�ur alle
k ≥ N und alle x ∈ R. F�ur 0 < δ < 1

k+1
ist fk(1 − δ) = (k + 1)δ und f(1 − δ) = 0, alsoist die Di�erenz gleih (k + 1)δ. Speziell f�ur δ = 1

2k+2
ist das 1

2
; f�ur ε < 1

2
kann also dieUngleihung |f(x) − fk(x)| < ε unm�oglih f�ur alle x gelten.f) Berehnen Sie das Lebesgue-Integral ∫

R
f!

Lösung: Nah De�nition des Lebesgue-Integrals ∫
R

f ist dies der Grenzwert der Integrale�uber die fk. Das Integral �uber fk ist einfah das entsprehende Riemann-Integral von 0bis 10; geometrish gesehen sind dies die Fl�ahen von zehn Dreieken mit Basis der L�angeeins auf der x-Ahse und mit H�ohe eins. Der Fl�ahe ist unabh�angig von k f�ur jedes dieserDreieke gleih 1/2; daher ist ∫
R

f = 10
2

= 5.g) Gibt es eine stetige Funktion f:R → R, gegen die (fk)k∈N fast �uberall konvergiert?
Lösung: Nein, denn keine stetige Funktion kann die Spr�unge bei x = 1, 2, . . . , 10 miteiner blosen Nullmenge kashieren.
Aufgabe 2: (4 Punkte)Zeigen Sie:a) F�ur eine stetig di�erenzierbare Funktion f:Rn → R mit kompaktem Tr�ager ist der Graph
Γf ⊂ Rn+1 eine Nullmenge.
Lösung: Der Graph ist das Bild der Nullmenge R × {0} unter der di�erenzierbaren Ab-bildung (x, y) 7→

(

x, f(x)
), also eine Nullmenge.b) Ist A ⊂ Rn eine Nullmenge, so ist der Abshlu� von Rn r A der gesamte Rn.

Lösung: Rihtig: Da kein Punkt einer Nullmenge innerer Punkt ist, gibt es zu jedem
a ∈ A und jedem ε > 0 ein x ∈ Rn r a mit ‖x − a‖ < ε. Daher liegt a im Abshlu� von
Rn r A.


