
Kapitel 6
Mehrdimensionale Integrale

Auch im Mehrdimensionalen ist die Integralrechnungnach der Differen-
tialrechnung das zweite Standbein der Analysis. Während allerdings für
Funktionen einer Ver̈anderlichen Differentiation und Integration einan-
der entgegengesetzte Operationen sind, ist die Situation hier kompli-
zierter: Die Ableitung einer reellwertigen Funktion mehrerer Ver̈ander-
licher ist schließlich keine reellwertige Funktion mehr, sondern eine
vektorwertige; so etwas wie eine Stammfunktion kann daher nur für
Funktionen inn Variablen mit Werten inRn existieren, die sogenannten
Vektorfeldern.Mit Vektorfeldern und Integralen darüber bescḧaftigt sich
die Analysis III; hier in der Analysis II geht es um einen Integralbegriff,
der die Fl̈acheninterpretation des eindimensionalenbestimmtenIntegrals
verallgemeinert. Anstelle eines Integrationsintervalls[a, b] können (und
müssen) wir imRn naẗurlich sehr viel allgemeinere Mengen betrachten;
um möglichst schnell zu Beispielen zu kommen, für die wir die bekann-
te eindimensionale Integrationstheorieverwenden können, beginnen wir
aber mit Integralen̈uber Quader.

§1: Integration stetiger Funktionen über Quader
Unter einen Quader imRn wollen wir im folgenden, wenn nichts an-
deres gesagt wird, stets einenabgeschlossenen achsenparallelen Quader
verstehen, also eine Menge der Form

Q =
n∏

i=1

[ai, bi] =
{

(x1, . . . , xn)
∣∣ ai ≤ xi ≤ bi für allei

}
,

wobei jeweilsai ≤ bi sein soll. Als zugeḧorigenoffenenQuader be-
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zeichnen wir das entsprechende Produkt der offenen Intervalle, also

◦

Q =
def

n∏

i=1

(ai, bi) =
{

(x1, . . . , xn)
∣∣ ai < xi < bi für allei

}
.

Im Eindimensionalen sind Quader natürlich einfach Intervalle; im Zwei-
dimensionalen sind sie achsenparallele Rechtecke.

Das mehrdimensionale Integral, das wir in diesem Kapitel betrachten
wollen, soll insbesondere auch zur Volumenbestimmung oder– besser –
zur Volumendefinitiondienen: F̈ur eine von krummen Flächen begrenz-
ten Teilmenge wissen wir schließlich selbst im Dreidimensionalen nicht
wirklich, wie wir ihr Volumen definieren sollen.

Dieses Problem stellte sich bereits den klassischen griechischen Ma-
thematikern; auf sie geht auch der Ansatz zurück, auf dem jeder heute
gebr̈auchliche Integralbegriff beruht: Wir können mit elementaren Me-
thoden die Volumina vieler geradlinig begrenzter Flächen und K̈or-
per berechnen; durchExhaustionoderAusscḧopfungkonnten EUDOXOS

(erste Ḧalfte des vierten vorchristlichen Jahrhunderts), ARCHIMEDES

(287–212) und andere viele kompliziertere Flächen und Volumina
zurückführen auf die bekannter Polygone und Körper.

Am einfachsten lassen sich die Flächen von Rechtecken und Volumina
von Quadern berechnen; wir definieren allgemein das Volumenµ(Q)
eines Quaders imRn als Produkt seinern Kantenl̈angen, d.h.

µ(Q) = µ(
◦

Q) =
n∏

i=1

(bi − ai) für Q =
n∏

i=1

[ai, bi] .

Falls irgendeinai gleich dem zugeḧorigenbi ist, verschwindet dieses
Produkt; solcheentartetenQuader haben also das Volumen Null. Das
entspricht insofern unserem Alltagsgebrauch des Wortes Volumen, als
wir auch da einem Rechteck zwar eine Fläche zuordnen; wenn wir aber
aber vom (dreidimensionalen) Volumen reden, betrachten wir es als
Quader der Dicke Null und damit auch mit Volumen Null.

In der Tradition von EUDOXOS, HIPPOKRATESund ARCHIMEDESwollen
wir relativ komplizierte Volumina

”
ausscḧopfen“ durch Vereinigungen

von Quadern; dabei m̈ussen wir naẗurlich darauf achten, daß sich diese
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nicht überschneiden, zumindest nicht so, daß der Durchschnitt ein posi-
tives Volumen hat.

Definition: Zwei QuaderQ und Q′ heißenvolumenfremd,wenn die
zugeḧorigen offenen Quader leeren Durchschnitt haben.

volumenfremd nicht volumenfremd

Als ersten Schritt in Richtung auf die Definition einesn-dimensionalen
Integrals definieren wir nun Integrale stetiger Funktionenüber Quader
in einer zwar sehr willk̈urlichen, daf̈ur aber unmittelbar zum Rechnen
geeigneten Weise:

Definition: f : D → Rn sei eine stetige Funktion undQ =
n∏

i=1
[ai, bi]

sei ein inD enthaltener Quader. Dann ist

∫

Q

f =

bn∫

an



· · ·




b2∫

a2




b1∫

a1

f (x1, . . . , xn) dx1



 dx2



 · · ·



 dxn

für Q 6= ∅ und
∫
∅
f = 0.

Bei dieser Definition bezieht sich jede einzelne Integration nur aufeine
Variable; wenn wir̈uberdxi integrieren, betrachten wir diëubrigen Vari-
ablenxj als festgehaltene Parameter. Beim innersten Integralüberdx1
halten wir alsox2 bisxn fest und integrierennur̈uberx1; das Ergebnis ist
für jedes feste (n−1)-Tupel (x2, . . . , xn) eine reelle Zahl und insgesamt
betrachtet eine Funktion, die nun nur noch von den Variablenx2 bisxn

abḧangt. Die zweite Integration eliminiert auch noch die Variable x2
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und so weiter, bis wir zuletzt nur noch eine Funktion vonxn integrieren
und als Ergebnis eine reelle Zahl erhalten. Somit lassen sich bei allen
n Integralen die in Kapitel 4 entwickelten Techniken anwenden.

Für konkret gegebene Funktionenf lassen sich die so definierten Inte-
grale, wie wir bald anhand von Beispielen sehen werden, meist prob-
lemlos ausrechnen – zumindest, wenn wir die Stammfunktionen der je-
weiligen Integranden angeben können. Ansonsten haben wir mit dieser
Definition allerdings mindestens zwei Probleme:

Erstenskönnen wir nicht sicher sein, daß das Integralüberhaupt existiert:
Wie wir in Kapitel 4 gesehen haben, gibt es durchaus Funktionen einer
Veränderlichen, dienicht integrierbar sind. Zwar wissen wir, daß jede
stückweise stetige Funktion einer Veränderlichen integrierbar ist, und
wir habenf sogar als stetige Funktion vorausgesetzt, aber wir wissen
nicht, ob nach der ersten Integration die entstehende Funktion vonx2
bisxn noch stetig zumindest inx2 ist.

Zweitenshaben wir uns willk̈urlich darauf festgelegt, zuerstüberx1,
dann überx2 und so weiter zu integrieren. Wenn wir bei einer an-
deren Integrationsreihenfolge ein anderes Ergebnis bekommen, wider-
spricht dies allem, was wir von einem sinnvoll definierten Integral er-
warten. Außerdem kann es auch aus praktischen Gründen gelegentlich
sehr viel einfacher sein, die Integrationen in einer anderen Reihenfolge
auszuf̈uhren.

Das erste Problem läßt sich gl̈ucklicherweise recht einfach lösen: Wie
das folgende Lemma induktiv zeigt, sind für eine stetige Funktionf
auch alle Zwischenintegranden stetig:

Lemma: [a, b] ⊂ R sei ein abgeschlossenes Intervall undD ⊆ Rn−1.
Für eine stetige Funktionf : [a, b] × D → R definiert die Zuordnung

F (y) =
def

b∫

a

f (x, y) dx

eine stetige FunktionF : D → R.

Beweis:Wegen der Stetigkeit vonf insbesondere auch inx integrieren
wir f ür jedes festey ∈ D über eine stetige Funktion; das Integral
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existiert also. Um die Stetigkeit vonF zu beweisen, benutzen wir die
Charakterisierung durch Folgen:F ist genau dann stetig in einem Punkt
y0 ∈ D, wenn f̈ur jede gegeny0 konvergierende Folge (yk)k∈N

auch die
Folge der FunktionswerteF (yk) gegenF (y0) konvergiert, wenn es also
zu jedemε > 0 einN ∈ N gibt, so daß|F (yk) − F (y0)| < ε ist für alle
k ≥ N .

Wegen der Lineariẗat der (eindimensionalen) Integration und der Mono-
tonieregel ist

|F (yk) − F (y0)| =

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f (x, yk) dx −
b∫

a

f (x, y0) dx

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

(
f (x, yk) − f (x, y0)

)
dx

∣∣∣∣∣∣

≤
b∫

a

|f (x, yk) − f (x, y0)| dx ,

und das k̈onnen wir weiter abscḧatzen, falls wir eine handhabbare obere
Schranke f̈ur den Integranden finden. Dazu verhilft uns ein Kompakt-
heitsargument:

Wir beginnen mit der MengeY ⊂ Rn−1 bestehend ausy0 und denyk

mit k ∈ N. Diese ist kompakt, denn jede offeneÜberdeckungU vonY
entḧalt insbesondere eine offene MengeU , diey0 entḧalt. Damit entḧalt
U auch f̈ur irgendeinε > 0 alley ∈ Rn−1 mit ‖y − y0‖∞ < ε, also gibt
es wegen der Konvergenz der Folge (yk)k∈N gegeny0 einN ∈ N, so daß
yk ∈ U für allek ≥ N . Damit entḧalt U alle yk mit höchstens endlich
vielen Ausnahmen. F̈ur jede dieser Ausnahmen gibt es (mindestens) eine
offene MengeV ∈ U, in der sie enthalten ist; also gibt es eine endliche
Teilüberdeckung vonU.

Somit ist Y nach dem Satz von HEINE-BOREL abgeschlossen und
beschr̈ankt, und damit gilt naẗurlich dasselbe auch für [a, b] × Y , so
daß, wieder nach dem Satz von HEINE-BOREL, auch diese Menge kom-
pakt ist. Nach dem letzten Lemma aus Kapitel 5,§4a) ist die stetige
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Funktionf daher auf der Teilmenge [a, b] × Y gleichm̈aßig stetig. Es
gibt somit zu jedemε > 0 einδ > 0, so daß|f (x, y) − f (x∗, y∗)| < ε
ist für alle (x, y), (x∗, y∗) ∈ [a, b] × Y mit

‖(x, y) − (x∗, y∗)‖∞ = max
{
|x − x∗| , ‖y − y∗‖∞

}
< δ .

Dies gilt insbesondere für alle Punkte (x, y0) und (x, yk) aus [a, b] × Y
mit ‖y0 − yk‖∞ < δ, und wegen der Konvergenz der Folge (yk)k∈N

gegeny0 gibt es einN ∈ N, so daß dies f̈ur allek ≥ N erfüllt ist. Für
diesek ist daher auch|f (x, y0) − f (x, yk)| < ε für allex ∈ [a, b].

Um nun die Konvergenz der Folge derF (yk) gegenF (y0) zu beweisen,
betrachten wir irgendeinε > 0. Wie wir gerade gesehen haben, gibt es
dazu einN ∈ N, so daß

|f (x, y0) − f (x, yk)| <
ε

b − a
für allek ≥ N und allex ∈ [a, b] .

Damit ist nach der ersten Abschätzung dieses Beweises für k ≥ N auch

|F (yk) − F (y0)| ≤
b∫

a

ε

b − a
dx = ε ,

die Folge konvergiert also gegenF (y0) undF ist stetig iny0. Day0 ∈ D
beliebig war, istF stetig aufD.

Auch für unserer zweites Problem brauchen wir als ersten Schritt zu einer
Lösung ein Lemma nach Art des gerade bewiesenen, jetzt allerdings
für differenzierbare Funktionen, wobei wir uns auf zunächst aufR2

beschr̈anken wollen:

Lemma: I ⊆ R sei ein nicht notwendigerweise endliches Intervall, und
die Funktionf : [a, b] × I → R erfülle die beiden Bedingungen

1.) Für jedesy ∈ I ist die Funktionx 7→ f (x, y) stetig auf [a, b]

2.) Die partielle Ableitungfy existiert in jedem Punkt (x, y) aus
[a, b] × I und ist dort stetig. Dann definiert die Vorschrift

F (y) =
def

b∫

a

f (x, y) dx
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eine in jedem Punkty ∈ I stetig differenzierbare FunktionF und

F ′(y) =

b∫

a

fy(x, y) dx .

Beweis:Wir beschr̈anken uns zun̈achst auf den Fall, daßI = [c, d]
ein kompaktes Intervall ist und zeigen, daß der Differenzenquotient f̈ur
h → 0 gegen das rechtsstehende Integral konvergiert, d.h.

lim
h→0

F (y0 + h) − F (y0)
h

=

b∫

a

fy(x, y0) dx .

für alley0 ∈ [c, d]. Liegt auchy0 + h in [c, d], können wir den Z̈ahler
schreiben als

F (y0 + h) − F (y0) =

b∫

a

f (x, y0 + h) dx −
b∫

a

f (x, y0) dx

=

b∫

a

(
f (x, y0 + h) − f (x, y0)

)
dx .

Daf bez̈uglichy eine Stammfunktion vonfy ist, können wir den Inte-
granden weiter ausrechnen als

f (x, y0 + h) − f (x, y0) =

y0+h∫

y0

fy(x, y) dy ,

und nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung aus Kapitel 4, §a3)
gibt es einθ ∈ [0, 1], so daß dieses Integral gleichhfy(x, y0 + θh) ist.
Somit ist

f (x, y0 + h) − f (x, y0) = hfy(x, y0 + θh) ,

also

F (y0 + h) − F (y0)
h

=

b∫

a

f (x, y0 + θh) dx .

Wir müssen zeigen, daß wir beim Grenzübergangh → 0 auch rechts
einfachh = 0 setzen k̈onnen. Dazu verwenden wir die Kompaktheit

Kap. 6: Mehrdimensionale Integrale 

von [a, b] × [c, d]: Nach Voraussetzung istfy dort stetig, also wegen
der Kompaktheit nach dem letzten Lemma aus Kapitel 5,§4a) sogar
gleichm̈aßig stetig. Daher gibt es zu jedemη > 0 einδ > 0, so daß

∣∣fy(x, y) − fy(x∗, y∗)
∣∣ < η falls ‖(x, y) − (x∗, y∗)‖∞ < δ .

Insbesondere ist also|f (x, y0 + θh) − f (x, y0)| < η, falls |θh| < δ, also
erst recht, wenn|h| < δ ist. Somit ist

∣∣∣∣∣∣
F (y0 + h) − F (y0)

h
−

b∫

a

fy(x, y0) dx

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

fy(x, y0 + θh) dx −
b∫

a

fy(x, y0) dx

∣∣∣∣∣∣

≤
b∫

a

∣∣fy(x, y0 + θh) − fy(x, y0)
∣∣ dx < η · (b − a)

für alleh mit |h| < δ.

Zum Abschluß des Beweises für kompakte Intervalle betrachten wir
irgendeinε > 0 und setzenη = ε/(b − a). Für |h| < δ ist dann

∣∣∣∣∣∣
F (y0 + h) − F (y0)

h
−

b∫

a

fy(x, y0) dx

∣∣∣∣∣∣
< η · (b − a) = ε ,

das heißt

lim
h→0

F (y0 + h) − F (y0)
h

=

b∫

a

fy(x, y0) dx .

Damit ist die Differenzierbarkeit vonF und auch die behauptete Formel
für F ′ gezeigt.

Bleibt noch der Fall, daßI kein kompaktes Intervall ist. Dann liegt trotz-
dem jedesy0 ∈ I in einem kompakten Teilintervall; da die Behauptung
für alle Punkte aus diesem Teilintervall richtig ist, gilt sie insbesondere
für y0, also, day0 beliebig war, f̈ur alle Punkte ausI.
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Damit können wir nun zeigen, daß das oben definierte Integral einer
stetigen Funktion̈uber einen Quader unabhängig ist von der Integra-
tionsreihenfolge. Wir betrachten zunächst den Fall einer stetigen Funk-
tion zweier Variablen; hier ist die Behauptung die folgendeschwache
Form des Satzes von FUBINI :

Satz: Für jede stetige Funktionf : [a, b] × [c, d] → R ist
b∫

a




d∫

c

f (x, y) dy


dx =

d∫

c




b∫

a

f (x, y) dx


 dy .

Beweis:Wir betrachten die beiden Funktionen

F (x) =

x∫

a




d∫

c

f (ξ, y) dy



dξ und G(x) =

d∫

c




x∫

a

f (ξ, y) dξ



dy ;

die Behauptung ist dann̈aquivalent zur GleichungF (b) = G(b). Nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und den beiden
vorigen Lemmata ist

F ′(x) =

d∫

c

f (x, y) dx = G′(x) ,

F undG unterscheiden sich also höchstens um eine additive Konstante.
DaF (a) = G(a) = 0 ist, muß diese aber verschwinden,d.h.F (x) = G(x)
für allex und damit insbesondere für x = b.

Wie einige Beispiele aus den̈Ubungen zeigen, kann sich der Aufwand
für die Berechnung der beiden Seiten der Gleichung im Satz vonFU-
BINI deutlich unterscheiden; der Satz hat also durchaus auch praktische
Bedeutung. Um ihn auf Funktionen vonn > 2 Variablen zu verallge-
meinern, beachten wir, daß sich jede Permutationπ der n Variablen
x1, . . . , xn als Produkt von Transpositionen schreiben läßt, d.h. also als
Produkt von Vertauschungen zweier Variablenxi und xj . Tats̈achlich
können wirπ sogar als Produkt von Vertauschungen benachbarter Vari-
ablen schreiben: Bezeichnet nämlich (i j) für i < j die Vertauschung
vonxi undxj , so ist die Hintereinanderausführung (j j +1)(i j)(j j +1)
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gleich (i j + 1). Somit folgt induktiv, daß sich die Transposition (i j) mit
i < j schreiben l̈aßt als

(j−1 j)(j−2 j) · · · (i+1i+2)(i i+1)(i+1i+2) · · ·(j−2 j−1)(j−1 j) .

Auf die Vertauschung zweier benachbarter Variablen können wir aber
den gerade bewiesenen Satz anwenden.

Daher k̈onnen wir in der Formel
∫

Q

f =

bn∫

an


· · ·




b2∫

a2




b1∫

a1

f (x1, . . . , xn) dx1


 dx2


 · · ·


 dxn

die Reihenfolge dern Integrationen beliebig permutieren.

Der italienische Mathematiker GUIDO FUBINI (1879–
1943) arbeitete zun̈achst auf dem Gebiet der Differen-
tialgeometrie, interessierte sich dann aber immer mehr
für analytische Themen wie Differentialgleichungen
und Funktionen mehrerer komplexer Veränderlicher.
1901 wurde er Professor in Catania auf Sizilien, später
in Genua und ab 1908 in Turin, wo er blieb, bis er
1939 trotz seiner angegriffenen Gesundheit wegen des
italienischen Faschismus nach USA emigrierte und ans
Institute for Advanced Study in Princeton wechselte.
Der hier zitierte Satz ist zwar sein bekanntestes, aber
ganz sicher nicht sein bedeutendstes Ergebnis.

Damit sind beide der gleich nach der Definition erwähnten Probleme
gelöst, und wir k̈onnen unbesorgt mit den so definierten Integral rech-
nen. Wir wollen als n̈achstes einige zwar ziemlich offensichtliche, aber
dennoch zu beweisende weitere Eigenschaften zusammenstellen:

Zerlegungsregel: Läßt sich der QuaderQ als Vereinigung der paar-
weise volumenfremden QuaderQ1, . . . , Qr schreiben, so ist

∫

Q

f =
∫

Q1

f + · · · +
∫

Qr

f .

ZumBeweisschreiben wir

Q =
n∏

i=1

[ai, bi] und Qj =
n∏

i=1

[a(j)
i , b(j)

i ] .
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Im Falle n = 1 haben wir dann einfach ein Zerlegung des Intervalls
[a1, b1] in Teilintervalle; durch Umordnung derQj können wir errei-
chen, daß

a1 = a(1)
1 ≤ b(1)

1 = a(2)
1 ≤ b2

1 = a(3)
1 ≤ · · · ≤ b(r−1)

1 = a(r)
1 ≤ b(r)

1 = b1

ist, und wie wir aus Kapitel 4 wissen, ist

b1∫

a1

f (x1) dx1 =
r∑

j=1

b(j)
1∫

a(j)
1

f (x1) dx1 .

Leider k̈onnen wir diese Zerlegung für n > 1 nicht einfach durch die
Definition durchziehen, denn unsere Quaderzerlegung muß nicht von
festen Zerlegungen der Intervalle [ai, bi] induziert sein. Wir k̈onnen
sie allerdings so verfeinern, daß dies der Fall ist, indem wir die Qua-
derQj noch weiter zerlegen: F̈ur jedesi betrachten wir die Menge der

sämtlichenaj
i undbj

i und ordnen sie der Größe nach zu einer Folge

ai = ci1 < ci2 < . . . < ciri
= bi ,

wobei wir mehrfach vorkommende Zahlen nur einfach berücksichtigen.
Dann betrachten wir die (in der Zeichnung gestrichelten)

∏n
i=1 ri Quader

der Form
r∏

i=1

[ciji
, ci,ji+1] .

Auch sie bilden eine Zerlegung des QuadersQ durch paarweise volu-
menfremde Teilquader, und für jeden der QuaderQj bildet die Teil-
menge jener Quader, die inQj liegen, eine Zerlegung vonQj , die
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ebenfalls von dieser speziellen Form ist. Es genügt daher, wenn wir
zeigen, daß die Behauptung für diese spezielle Zerlegung vonQ gilt,
und da folgt sie induktiv aus der Definition von

∫
Q

f und der obigen
Formel f̈ur den Falln = 1.

Monotonieregel: Ist f (x) ≤ g(x) für allex ∈ Q, so ist
∫

Q f ≤
∫

Q g.

Insbesondere ist
∣∣∣
∫

Q
f
∣∣∣ ≤

∫
Q
|f | .

Beweis:Für den eindimensionalen Fall kennen wir die Monotonieregel
aus Kapitel 4; die Verallgemeinerung aufn-dimensionale Quader folgt
aus der Definition von

∫
Q f sofort durch vollsẗandige Induktion. Die

Aussagëuber den Betrag wiederum folgt daraus wegen der Ungleichung
− |x| ≤ x ≤ |x|.

Aus den beiden vorigen Regeln folgt sofort

Korollar: f : D → R sei stetig und nichtnegativ aufD ⊆ Rn, und die
QuaderQ, Q1, . . . , Qr seien Teilmengen vonD.
a) Ist Q ⊆ Q1 ∪ · · · ∪ Qr, so ist

∫

Q

f ≤
∫

Q1

f + · · · +
∫

Qr

f .

b) Ist Q1 ∪ · · · ∪Qr ⊆ Q und sind dieQi paarweise volumenfremd, so
ist ∫

Q1

f + · · · +
∫

Qr

f ≤
∫

Q

f .

Beweis: a)Durch Unterteilung k̈onnen wir annehmen, daßQ die Ver-
einigung gewisser volumenfremderQi ist; dann ist

∫
Q f die Summe der

entsprechenden
∫

Qi
f . Die restlichen

∫
Qj

f sind wegen der Nichtnega-
tivit ät vonf allesamt gr̈oßer oder gleich null.

b) Hier können wir durch Unterteilung annehmen, daßQ die volumen-
fremde Vereinigung derQi zusammen mit einigen weiteren Quadern
Qj ⊂ Q ist. Da

∫
Qj

f ≥ 0 für allej, folgt auch hier die Behauptung.
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Linearität: Für zwei stetige Funktionenf, g: D → R unda, b ∈ R gilt
für einen QuaderQ ⊂ D ⊆ Rn

∫

Q

(af + bg) = a

∫

Q

f + b

∫

Q

g .

Der Beweisfolgt induktiv aus der entsprechenden Aussage im Eindi-
mensionalen.

Lemma: Für jedesc ∈ R ist
∫

Q c = c · µ(Q).

Beweis:Auch dies folgt induktiv aus dem entsprechenden Lemma für
den eindimensionalen Fall

b∫

a

c dx = c(b − a) .

Damit haben wir Integralëuber Quader recht gut verstanden; oft müssen
wir aberüber allgemeinere Teilmengen vonRn integrieren. Als ersten
Zwischenschritt in Richtung auf entsprechende Integrale betrachten wir
stetige Funktionen, die außerhalb eines Quaders verschwinden:

Definition: a) Für eine TeilmengeX ⊆ Rn ist derAbschlußX vonX
die kleinste abgeschlossene TeilmengeY ⊆ Rn, dieX entḧalt, d.h. der
Durchschnitt aller abgeschlossener TeilmengenZ ⊆ Rn, dieX enthal-
ten.
b)f : D → R sei eine stetige Funktion aufD ⊆ Rn. DerTrägervonf ist
der Abschluß der Menge allerx ∈ D, für dief (x) nicht verschwindet,
d.h. die Menge Tr(f ) =

{
x ∈ D

∣∣ f (x) 6= 0
}

.
c) Eine stetige Funktionf : D → R heißt Funktion mit kompaktem
Träger,falls Tr(f ) eine kompakte Teilmenge vonRn ist.
d) C0(D, R) ist die Menge aller stetiger FunktionenD → R und
K0(D, R) die Teilmenge der Funktionen mit kompaktem Träger.

C0(D, R) ist ein Vektorraum, da jede Linearkombination stetiger Funk-
tionen wieder stetig ist, undK0(D, R) ist ein Untervektorraum, denn
der Tr̈ager einer Linearkombination zweier Funktionenf, g ist enthalten
in der Vereinigung der Tr̈ager vonf und vong. Bei der Definition eines
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möglichst allgemeinenn-dimensionalen Integrals werden die Funktio-
nen mit kompaktem Tr̈ager im folgenden die gleiche Rolle spielen wie
die Treppenfunktionen bei der Definition des RIEMANN-Integrals f̈ur
Funktionen einer Ver̈anderlichen.

Da jede kompakte Teilmenge vonRn beschr̈ankt ist, liegt sie insbeson-
dere in einem Quader; für eine Funktionf : Rn → R mit kompaktem
Träger gibt es also einen QuaderQ ⊆ Rn, so daßf (x) = 0 für alle
x 6= Q. Daf nach Definition stetig auf ganzRn und damit insbesondere
auch aufQ ist, existiert das Integral̈uberQ und wirdefinieren∫

Rn

f =
∫

Q

f .

Diese Definition ist nur sinnvoll, wenn wir zeigen können, daß sie nicht
vom QuaderQ abḧangt; das ist aber einfach, denn sindQ, Q̃ zwei
Quader, die den Träger vonf enthalten, so liegt der Träger auch im
QuaderQ∩ Q̃. Wie im Beweis der Zerlegungsregel können wir Quader
Q1, . . . , Qr undQ̃1, . . . , Q̃s finden derart, daß

Q = (Q ∩ Q̃) ∪ Q1 ∪ . . . ∪ Qr und Q̃ = (Q ∩ Q̃) ∪ Q̃1 ∪ . . . ∪ Q̃s

ist. Da dieQi und dieQ̃j disjunkt zum Tr̈ager vonf sind, verschwindet
das Intergral vonf über diese Quader; nach der Zerlegungsregel ist also∫

Q

f =
∫

Q∩Q̃

f =
∫

Q̃

f .

Für die Konstruktion allgemeinerer Integrale wollen wir alserstes Inte-
grale allgemeinerer als der bisher betrachteten Funktionen überRn de-
finieren; danach wollen wir aucḧuber allgemeinere Teilmengen vonRn

integrieren.

Für beides ist es wichtig,K0(Rn, R) zu einemnormiertenVektorraum
zu machen. Dazu definieren wir gleich zwei Normen, von denen wir
gleich sehen werden, daß die nichtäquivalemnt sind.

Die erste Norm, die L1-Norm ist definiert als

‖f‖1 =
∫

Rn

|f | ;

nach Definition einer Funktion mit kompaktem Träger existiert dieses
Integral f̈ur jede Funktion mit kompaktem Träger.
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Als zweite Norm aufK0(Rn, R) betrachten wir die Supremumsnorm

‖f‖∞ = sup
{
|f (x)|

∣∣ x ∈ Rn
}

.

Für Funktionen mit kompaktem Träger ist das Supremum des Betrags
überRn gleich dem Supremum von|f (x)| über den kompakten Träger,
denn auch|f (x)| ist eine stetige Funktion. Da diese auf jedem Kom-
paktum ihr Maximum annimmt, ist dieses gleich dem Supremum;ins-
besondere exitisert also ein Sopremum.

Wir bezeichnen den normierten VektorraumK0(Rn, R) mit der L1-
Norm alsK0

1(Rn, R); mit der Supremumsnorm bezeichnen wir ihn als
K0

∞(Rn, R). Bez̈uglich keiner der beiden Normen ist der Vektorraum
vollständig:

Betrachten wir etwa die Folge der Funktionenfk: R → R mit

fk(x) =





0 fallsx /∈ (0, 2)
kx falls 0≤ x ≤ 1

k

1 falls 1
k ≤ x ≤ 2− 1

k

k(2− x) falls 2− 1
k ≤ x ≤ 2

.

0 1
k

2− 1
k1 2

Sie konvergiert punktweise gegen die Funktionf : R → R mit

f (x) =

{
0 fallsx /∈ (0, 2)
1 fallsx ∈ (0, 2)

,

denn f̈ur jedesx ∈ (0, 2) gibt es einN ∈ N, so daß1
k ≤ x ≤ 2 − 1

k
für alle k ≥ N . Diese Funktion ist unstetig an den Sprungstellen bei
x = 0 undx = 2, liegt also insbesondere nicht inK0(R, R). Trotzdem
ist die Folge derfk eine CAUCHY-Folge, denn f̈ur ℓ ≥ k stimmen die
Funktionenfk undfl überein außer in den beiden Intervallen (0, 1

k ) und
(2− 1

k , 2). Diese haben jeweils die Länge1
k , und da alle Funktionswerte
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in [0, 1] liegen, ist dort|fℓ(x) − fk(x)| ≤ 1. Daher ist

‖fℓ − fk‖1 =
∫

R

|fℓ − fk|

=

1/k∫

0

|fℓ(x) − fk(x)| dx +

2∫

2−1/k

|fℓ(x) − fk(x)| dx ≤ 2
k

.

Wählen wir also zu vorgegebenemε > 0 einN ∈ N mit 2/N < ε, so
ist ‖fℓ − fk‖ < ε für allek, ℓ ≥ N , die Folge (fk)k∈N ist somit eine
CAUCHY-Folge bez̈uglich der L1-Norm, konvergiert aber nicht gegen
eine Funktion ausK0(R, R).

Bez̈uglich der Supremumsnorm ist (fk)k∈N keine CAUCHY-Folge, denn
für k ≤ ℓ ist fℓ

(
1
ℓ

)
− fk( 1

ℓ

)
= 1− k

ℓ , und das ist f̈ur ℓ ≥ 2k stets gr̈oßer
als 1

2. Damit ist insbesondere klar, daß unsere Normen nichtäquivalent
sind, denn̈aquivalente Normen führen zu denselben CAUCHY-Folgen.

Es gibt allerdings auch CAUCHY-Folgen bez̈uglich der Supremumsnorm,
die nicht gegen ein Element vonK0(R, R) konvergieren. Als Beispiel
betrachten wir die Funktioneng(x) = e−x2

und, f̈ur jedesk ∈ N,

gk(x) =





e−x2

falls |x| ≤ k

e−k2(|k + 1| − |x|
)

falls k ≤ |x| ≤ k + 1
0 sonst

.

Offensichtlich liegen allegk in K0(R, R), denn sie sind stetig und der

Träger [−k−1, k+1] ist kompakt. F̈ur ℓ ≥ k ist |gℓ(x) − gk(x)| ≤ e−k2

für alle x ∈ R, also ist‖gk − gℓ‖ < e−N2

für alle k, ℓ ≥ N und
wie haben eine CAUCHY-Folge bez̈uglich der Supremumsnorm. Da die
Grenzfunktiong für kein x ∈ R verschwindet, hatg aber naẗurlich
keinen kompakten Träger.

Man könnte die Unvollsẗandigkeit vonK0(R, R) bez̈uglich beider Nor-
men als Nachteil sehen, tatsächlich aber das genaue Gegenteil der Fall:
Die Funktionen, die uns wirklich interessieren, haben schließlich nur
in den seltensten F̈allen kompakte Tr̈ager, und zumindest gelegentlich
müssen wir auch Funktionen mit Sprungstellen betrachten, beispiels-
weise bei Kostenfunktionen mit Rabattstaffeln. Wie wir sehen werden,
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lassen sich fast alle solche Funktionen als Grenzwerte von CAUCHY-
Folgen von Funktionen mit kompaktem Träger bez̈uglich der L1-Norm
realisieren; die zur Vollständigkeit vonK0

1(R, R)
”
fehlenden“ Funktio-

nen sind also genau die Funktionen, die uns interessieren.

§2: Das Lebesgue-Integral aufRn

Bei der Definition eines mehrdimensionalen Integrals wollen wir gleich-
zeitig auch das eindimensionale Integral noch etwas verallgemeinern.
Beim RIEMANN-Integral lernten wir die DIRICHLETsche Sprungfunktion

f :






R → R

x 7→
{

1 fallsx ∈ Q

0 sonst
kennen als Beispiel einer nicht integrierbaren Funktion: Wenn wir sie
über irgendeinem Intervall [a, b] durch Treppenfunktionen approximie-
ren, m̈ussen wir f̈ur die RIEMANNschen Obersummen stets Stufen der
Höhe eins ẅahlen und f̈ur die Untersummen Stufen der Höhe null, denn
in jedem noch so kleinen Intervall positiver Länge gibt es sowohl ratio-
nale als auch irrationale Zahlen.

Nun gibt es aber nur abzählbar viele rationale Zahlen, während die irra-
tionalen Zahlen nicht abzählbar sind. Wenn wir ein Integral wollen, das
mit Grenzwerten vertauschbar ist, müssen wir daher auch der DIRICH-
LETschen Sprungfunktion ein Integral zuordnen: Ist nämlichϕ: N → Q

eine Abz̈ahlung der rationalen Zahlen, eine bijektive Abbildung also, so
können wir f̈ur jedesn ∈ N eine Funktionfn: R → R definieren durch

fn(x) =
{

1 falls es eink ≤ n gibt mit ϕ(k) = x
0 sonst

.

Da fn somit nur an den endlich vielen Stellenϕ(1), . . . , ϕ(n) von Null
verschieden ist, istfn RIEMANN-integrierbar, und das Integralüber jedes
(endliche oder unendliche) Intervall verschwindet. Für n → ∞ kon-
vergiert die Folge der Funktionenfn gegen die DIRICHLETsche Sprung-
funktion, denn f̈ur die bez̈uglich der Abz̈ahlung durchϕ n-te rationale
Zahl x = ϕ(n) ist fk(x) = 1 für allek ≥ n, und f̈ur irrationale Zahlen
verschwinden allefk. Wenn wir also ein Integral suchen, für das gilt

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =
∫ b

a

lim
n→∞

fn(x) dx ,
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dann m̈ussen wir auch Integranden wie die DIRICHLETsche Sprungfunk-
tion zulassen und ihr für jedes Intervall das Integral Null zuordnen.

Dazu definieren wir nun die sogenannten Nullmengen; das sollen solche
Teilmengen vonRn sein, auf die es bei der Integration nicht ankommt.

Definition: Eine TeilmengeZ ⊂ Rn heißt Nullmenge,wenn es zu
jedemε > 0 QuaderQ1, Q2, . . . gibt derart, daß

Z ⊆
⋃

k≥1

Qk und
∑

k≥1

µ(Qk) < ε .

Man beachte, daß die FolgeQ1, Q2, . . . nicht endlich sein muß; wir
können auch abzählbar unendlich viele Quader nehmen. Deshalb ist
beispielsweiseQ ⊂ R eine Nullmenge, denn wir k̈onnen f̈ur eine bi-
jektive Funktionϕ: N → Q als

”
Quader“Qk einfach das einpunktige

Intervall [ϕ(k), ϕ(k)] nehmen.Genauso folgt auch allgemeiner,daßjede
endliche oder abz̈ahlbare Teilmenge vonRn eine Nullmenge ist.

Umgekehrt muß nicht jede Nullmenge abzählbar sein: Beispielsweise
ist auchZ = Rn−1 × {0}, also die Menge aller Punkte ausRn mit
letzter Koordinate Null eine Nullmenge, denn sie wirdüberdeckt durch
die Quader

Qk = [−k, k] × · · · [−k, k]︸ ︷︷ ︸
n − 1 Faktoren

×[0, 0] ,

die allesamt das Volumen Null haben. Damit ist auch die Summeihrer
Volumina Null und somit kleiner als jedes vorgegebeneε > 0.

Ein Quader mit von Null verschiedenemVolumen kann dagegen nie eine
Nullmenge sein: Nehmen wir für ε beispielsweise das halbe Volumen
des Quaders, so kann es unmöglich eineÜberdeckung durch Quader
geben, deren Volumina sich zu einer Summe von kleinerε addieren.

Gelegentlich wird es einfacher sein, statt mit kompakten Quadern mit
Würfeln oder mit offenen Quadern zu arbeiten; das ist auch problemlos
möglich nach dem folgenden

Lemma: Für eine TeilmengeA ⊆ Rn sind folgende Aussagen̈aquiva-
lent:
a) A ist eine Nullmenge.
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b) Für jedesε > 0 gibt es offene QuaderQ1, Q2, . . . derart, daßA in
der Vereinigung allerQi enthalten ist und die Summe der Volumina der
sämtlichenQi kleiner ist alsε.
c) Für jedesε > 0 gibt es Ẅurfel W1, W2, . . . derart, daßA in der
Vereinigung allerWi enthalten ist und die Summe der Volumina der
sämtlichenWi kleiner ist alsε.

Beweis:Natürlich folgta) ausc),denn jeder Ẅurfel ist insbesondere ein
Quader. Genauso schnell folgta) ausb), denn hier k̈onnen wir einfach
die offenen QuaderQi durch ihre Abschl̈usse ersetzen.

Für die Umkehrungen gehen wir aus von einer NullmengeA und einem
ε > 0. Dazu gibt es QuaderQ1, Q2, . . . derart, daßA in der Vereinigung
aller Qi enthalten ist und die Summe der Volumina der sämtlichenQi

kleiner ist alsε/2.

Zum Beweis vonb) ausa) betrachten wir jeden Quader

Qi = [a1, b1] × · · · × [an bn] auch Q̃i = (ã1, b̃1) × · · · × (ãn b̃n) ,

wobei ãk und b̃k jeweils so geẅahlt sind, daß ˜ak < ak ≤ bk < b̃k ist
und b̃k − ãk < n

√
2 (bk − ak). Dann istQ̃i ein offener Quader, derQi

entḧalt und ḧochstens das doppelte Volumen vonQi hat. Somit ist die
Summe der Volumina der̃Qi kleiner alsε, undb) ist bewiesen.

Zum Beweis vonc) iaus a) können wir fast genauso vorgehen; jetzt
wählen wir aber die ˜ak, b̃k so, daß sie rationale Zahlen sind und im
übrigen dieselben Ungleichungen erfüllen wir oben. Dann ist

Q̃i = [ã1, b̃1] × · · · × [ãn b̃n]

zwar kein Ẅurfel, aber eine Vereinigung volumenfremder Würfel: Be-
zeichnetN den Hauptnenner allerb̃k − ãk, so k̈onnen wir jeden Quader
Q̃i unterteilen in Ẅurfel der Kantenl̈ange 1/N , und die Summe der
Volumina der s̈amtlichen so erhaltenen Ẅurfel ist gleich der Summe der
Volumina allerQ̃i, also kleiner alsε.

Einige weitere elementare Eigenschaften von Nullmengen sind im fol-
genden Lemma zusammengefaßt:

Lemma: a) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.
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b) Die Vereinigung endlich oder abzählbar vieler Nullmengen ist wieder
eine Nullmenge.

Beweis: a)Ist Y ⊆ Z undZ ⊆ Rn eine Nullmenge, so gibt es für jedes
ε > 0 eine Folge von QuadernQk, so daßZ in der Vereinigung allerQk

liegt und die Summe der Voluminaµ(Qk) kleiner ist alsε. Da Y in Z
enthalten ist,̈uberdecken dieQk auchY .

b)Z1, Z2, . . . seien endlich oder abzählbar viele Nullmengen. Zu jedem
ε > 0 gibt es dann f̈ur jedesZi QuaderQi1, Qi2, . . . derart, daßZi in der
Vereinigung dieser Quader enthalten ist, und die Summe der Volumina
µ(Qij) ist kleiner alsε/2i. Nehmen wir nun alleQij zusammen, so ist
die Vereinigung derZi darin enthalten und die Summe der Volumina

ist kleiner als
∞∑
i=1

ε

2i
= ε. Somit ist auch die Vereinigung derZi eine

Nullmenge.

Lemma: Eine Nullmenge hat keine innere Punkte. Insbesondere ist
keine nichtleere offene Menge Nullmenge.

Beweis:Ein Punktx ∈ Z ⊆ Rn ist bekanntlich genau dann ein innerer
Punkt, wenn es einε > 0 gibt, so daß auch alle Punktey ∈ Rn mit
‖x − y‖ < ε in Z liegen. Da alle Normen aufRn äquivalent sind, gibt es
dann auch einε > 0, so daß dies für die Maximumsnorm gilt;Z entḧalt
also f̈ur ein gewissesε > 0 den offenen Ẅurfel aus alleny ∈ Rn mit
‖x − y‖∞ < ε, insbesondere also auch den abgeschlossenen Würfel aus
alleny ∈ Rn mit ‖x − y‖∞ ≤ ε/2, Dieser ist aber, wie wir uns oben
überlegt haben, keine Nullmenge. Damit kann auchZ keine Nullmenge
sein, denn nach dem vorigen Lemma ist jede Teilmenge einer Nullmenge
selbst eine Nullmenge. Da jeder Punkt einer offenen Menge innerer
Punkt ist, kann damit auch keine nichtleere offene Menge Nullmenge
sein.

Wie wir oben gesehen haben, ist die durchxn = 0 definierte Hyperebe-
ne inRn eine Nullmenge. Entsprechend sollte man erwarten, daßjede
Teilmenge einer Dimension echt kleinern Nullmenge ist. Bevor wir so
etwas beweisen k̈onnen, m̈ußten wir aber zuallererst einmal wissen, was
die Dimensionen einerbeliebigenTeilmenge vonRn ist. Wir können
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nicht einfach sagen, eine TeilmengeA ⊆ Rn seim-dimensional, wenn
sie sich als Bild einer TeilmengeA = ϕ(B) einer injektiven Abbildung
einer TeilmengeB ⊆ Rm darstellen l̈aßt, denn durch eine Variante des
aus Kapitel 1 bekannten ersten CANTORschen Diagonalverfahrens läßt
sich zeigen, daßR undR2 gleichm̈achtig sind, daß es also eine bijektive
AbbildungR → R2 gibt. Mit vollständiger Induktion folgt dann leicht,
daß es f̈ur beliebigen, m ∈ N auch eine bijektive AbbildungRm → Rn

gibt.

Als nächsten Versuch k̈onnten wir verlangen, daß die Abbildungϕ
stetig sein soll. Leider bekommen wir auch damit Probleme, zumin-
dest wenn wir auch surjektive Abbildungen an Stelle von bijektiven
zulassen: 1890 konstruierte GUISEPPEPEANO eine stetige surjektive Ab-
bildungϕ: [0, 1] → [0, 1] × [0, 1]. Die Idee dazu, in einer 1891 von
DAVID HILBERT angegebenen Vereinfachung, ist folgende: Wir teilen
im ersten Schritt sowohl das IntervallI = [0, 1] als auch das Quadrat
Q = [0, 1]× [0, 1] in vier gleich große Teilintervallebzw.-quadrate. Bei
I soll dasi-te Teilintervall einfach das von (i− 1)/4 bisi/4 sein, beiQ
wird die Sache etwas komplizierter, denn wir wollen eine Unterteilung,
bei der dasi-te Quadrat stets benachbart zum (i + 1)-ten ist. Das k̈onnen
wir zum Beispiel durch das SchemaQ2 Q3

Q1 Q4
erreichen.

Fürk > 1 gehen wir von der vorhandenen Unterteilungdesk-ten Schritts
aus und unterteilen wieder jedes einzelne Intervall oder Quadrat in vier
Teile, so daß Quadrate mit aufeinanderfolgender Nummer benachbart
sind. Im zweiten Schritt k̈onnten wir dazu nach dem Schema

Q6 Q7 Q10 Q11
Q5 Q8 Q9 Q12
Q4 Q3 Q14 Q13
Q1 Q2 Q15 Q16

vorgehen: Die ersten vier Quadrate derk-ten Unterteilung sollen im
ersten der (k−1)-ten liegen, die n̈achsten vier im zweiten, und so weiter.
Damit auch noch nach der Unterteilung aufeinanderfolgendeQuadrate
benachbart sind, m̈ussen wir bei der Vierteilung darauf achten, daß das
jeweils vierte Teilquadrat an das nächste Quadrat der vorigen Stufe
angrenzt; die Numerierung der neuen Quadrate kann also nicht immer
nach dem SchemaQ2 Q3

Q1 Q4
erfolgen, sondern wir m̈ussen beispielsweise
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auch die relative ReihenfolgeQ4 Q3
Q1 Q2

verwenden.

Jeder Punktx ∈ I kann nun definiert werden durch eine Intervall-
schachtelung aus IntervallenJk, wobeiJk eines der Teilintervalle der
k-ten Stufe ist. (Bei Punkten der Formi/4k haben wir hier mehrere
Möglichkeiten, was jedoch für das Ergebnis irrelevant ist.) Die Abbil-
dung wird nun so konstruiert, daß dasi-te Intervall derk-ten Unterteilung
auf dasi-te Quadrat derk-ten Unterteilung vonQ abgebildet werden
soll. Manüberlegt sich leicht, daß wir dadurch eine Folge von ineinan-
der enthaltenen Quadratenbekommen,deren waagrechte und senkrechte
Kanten jeweils Intervallschachtelungen für reelle Zahleny undz sind.
Mit der Definitionϕ(x) = (y, z) ist die HILBERTsche Kurve erkl̈art, und
man kann ohne größere Schwierigkeiten zeigen, daß sie alle behaupteten
Eigenschaften hat.ϕ ist übrigens auch ein Beispiel einer stetigen, aber
nirgends differenzierbaren Funktion.

GUISEPPEPEANO (1858–1932) war Sohn eines Land-
arbeiters und wuchs auf einem Bauernhof nahe Cu-
neo im Piemont auf. 1870 brachte ihn ein Bruder sei-
ner Mutter nach Turin, wo er weiterführende Schulen
und schließlich die Universität besuchte. Dort wurde
er 1880 Assistent und 1890 Professor. Bekannt ist
er unter durch einen Existenzsatz für Lösungen von
Differentialgleichungen und ein Beispiel für nichtein-
deutige L̈osungen. Die berühmten PEANO-Axiome für
die naẗurlichen Zahlen ver̈offentlichte er 1889, und zwar
aus unerfindlichen Gründen in lateinischer Sprache.
Sp̈ater bescḧaftigte er sich vor allem mit Logik.

DAVID HILBERT (1862–1943) wurde in K̈onigsberg ge-
boren, wo er auch zur Schule und zur Universität ging.
Er promovierte dort 1885 mit einem Thema aus der
Invariantentheorie, habilitierte sich 1886 und bekam
1893 einen Lehrstuhl. 1895 wechselte er an das dama-
lige Zentrum der deutschen wie auch internationalen
Mathematik, die Universität Göttingen, wo er bis zu
seiner Emeritierung im Jahre 1930 lehrte. Seine Ar-
beiten umfassen ein riesiges Spektrum aus unter an-
derem Invariantentheorie, Zahlentheorie, Geometrie,
Funktionalanalysis, Logik und Grundlagen der Mathe-
matik sowie auch zur Relativitätstheorie. Er gilt als einer
der Väter der modernen Algebra.
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Das Beispiel der von PEANO und HILBERT konstruierten Kurven zeigt
insbesondere, daß das Bild einer Nullmenge unter einer stetigen Abbil-
dung keine Nullmenge mehr sein muß: Identifizieren wir das Einheitsin-
tervall mit der Menge aller Punkte (x, 0) ∈ R2 mit 0 ≤ x ≤ 1, so ist
dies eine Nullmenge; das Bild dieser Menge unter der oben konstruierten
stetigen Abbildung (x, 0) 7→ ϕ(x) aber ist ein Quadrat mit Seitenlänge
eins, also definitiv keine Nullmenge.

Solche Beispiele sind nicht mehr möglich, wenn wir an Stelle der bloßen
Stetigkeit eine sogenannte LIPSCHITZ-Bedingung fordern:

Definition: Die Funktionf : Z → Rn auf der TeilmengeZ ⊆ Rn erfüllt
eine LIPSCHITZ-Bedingung mit LIPSCHITZ-Konstanteλ > 0, wenn f̈ur
allex, y ∈ Z gilt:

‖f (x) − f (y)‖∞ ≤ λ ‖x − y‖∞ .

Ist Z eine offene Menge, so ist eine solche Funktion nicht nur stetig,
sondern sogar gleichm̈aßig stetig, denn für jedesε > 0 gilt für δ = ε/λ,
daß‖f (x) − f (y)‖∞ < ε ist wann immer‖x − y‖∞ < δ ist.

RUDOLF OTTO SIGISMUND LIPSCHITZ (1832–1903)
wurde in Königsberg geboren und starb in Bonn; er
lehrte an den Universitäten Berlin, Breslau und Bonn.
Am besten bekannt ist er durch die gerade definierte
LIPSCHITZ-Bedingung die f̈ur die Existenz und Eindeu-
tigkeit der Lösungen von Differentialgleichungen eine
große Rolle spielt. Sein Hauptarbeitsgebiet waren Diffe-
rentialgleichungen und andere Hilfsmittel der mathema-
tischen Physik,beispielsweise Matrizengruppen. Seine
Arbeitenüber dynamische Systeme haben wichtige An-
wendungen in der Himmelsmechanik.

Lemma: Erfüllt die Abbildungf : Z → Rn eine LIPSCHITZ-Bedingung
und istZ ⊂ Rn eine Nullmenge, so ist auchf (Z) eine Nullmenge.

Beweis:λ sei eine LIPSCHITZ-Konstante f̈ur f und Q ⊂ Rn sei ein
kompakter Ẅurfel. Wir wollen uns als erster̈uberlegen, daß das Bild
f (Q∩Z) in einem Ẅurfel Q̃ liegt mit µ(Q̃) ≤ (2λ)nµ(Q). FallsZ ∩Q
leer ist, gibt es nichts zu beweisen; andernfalls seix ein Punkt aus dem
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Durchschnitt. Ista die Kantenl̈ange vonQ, so erf̈ullt jeder Punkty ∈ Q
die Ungleichung‖x − y‖∞ ≤ a, denn in keiner dern Koordinaten
können sich zwei Punkte eines Würfels um mehr alsa unterscheiden.
Wegen der LIPSCHITZ-Bedingung ist daher für alley ∈ Q ∩ Z

‖f (x) − f (y)‖∞ ≤ λ ‖x − y‖∞ = λa .

Somit liegen alle diese Punkte im Ẅurfel

Q̃ =
{
z ∈ Rn

∣∣ ‖f (x) − z‖∞ ≤ λa
}

mit Mittelpunktf (x) und Kantenl̈ange 2λa. Sein Volumen ist

µ(Q̃) = (2λa)n = (2λ)nan = (2λ)nµ(Q) ,

wie behauptet.

Um nun zu zeigen, daßf (Z) eine Nullmenge ist, geben wir uns ein
ε > 0 vor. DaZ eine Nullmenge ist, k̈onnen wir Ẅurfel Q1, Q2, . . .
finden, so daßZ in der Vereinigung dieser Ẅurfel liegt und die Summe
von deren Volumina kleiner ist alsε/(2λ)n. Für jeden dieser Ẅurfel liegt
f (Z ∩ Qi) in einer Ẅurfel mit Volumen kleiner (2λ)nµ(Qi), also wird
f (Z) von diesen Ẅurfeln überdeckt und ihr Gesamtvolumen ist kleiner
alsε. Damit istf (Z) als Nullmenge erkannt.

LIPSCHITZ-Konstanten sind oft nicht leicht direkt zu finden; darin un-
terscheiden sie sich nicht von den Konstanten aus dem BANACHschen
Fixpunktsatz. Dort haben wir in den̈Ubungen gesehen, daß für differen-
zierbare Funktionen der Mittelwertsatz der Differentialrechnung hier
oft nützlich ist. Genauso wird das auch hier sein; bevor wir das zeigen
können, m̈ussen wir uns zun̈achstüberlegen, daß sich beliebige offene
Mengen durch Quader

”
ausscḧopfen“ lassen:

Lemma: Jede offene TeilmengeU ⊆ Rn läßt sich als Vereinigung
höchstens abz̈ahlbar vieler volumenfremder (kompakter) Quader schrei-
ben.

Beweis:Wir bezeichnen einen Ẅurfel der Form[
k1

2g
,

k1 + 1
2g

]
× · · · ×

[
kn

2g
,

kn + 1
2g

]
⊂ Rn

als Bausteinder Generationg ∈ N. Offensichtlich istRn für jedesg
die volumenfremde Vereinigung aller Bausteine der Generation g, und
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es gibt abz̈ahlbar viele solcher Bausteine.Eg sei die Vereinigung aller
Bausteine der Generationg, die vollsẗandig inU enthalten sind; das ist
offensichtlich f̈ur jedesg eine Teilmenge vonU , und auch die Vereini-
gung allerEg liegt in U .

Tats̈achlich ist die Vereinigung allerEg sogar gleichU , denn jeder
Punktx ∈ U ist innerer Punkt, es gibt also einε > 0, so daß jeder Punkt
y ∈ Rn mit ‖y − x‖∞ < ε in U liegt. Wir wählen eing ∈ N so, daß
2g > 1/ε ist und setzenki = [2gxi], wobeixi die i-te Koordinate vonx
bezeichnet. Dann liegtx im Baustein

[
k1
2g , k1+1

2g

]
× · · · ×

[
kn

2g , kn+1
2g

]
,

und da dessen Kantenlänge 2−g kleiner ist alsε ist ‖y − x‖∞ < ε für
alley aus diesem Baustein. Somit liegt dieser ganz inU , undx ∈ Eg.

Um U als Vereinigung volumenfremder Quader darzustellen, beginnen
wir mit der Menge aller Bausteinen der ersten Generation, die ganz
in U enthalten sind, und nehmen dann img-ten Schritt,g ≥ 2, alle
Bausteine der Generationg dazu, die erstens ganz inU liegen und
zweitens nicht in einem der bereits vorhandenen Quader enthalten sind.
Nach demg-ten Schritt ist die Vereinigung aller bis dahin betrachteter
Quader gleichEg; insgesamt erhalten wir also die Vereinigung allerEg,
das heißt die MengeU .

Mit diesem Lemma k̈onnen wir nun das vorige in eine Form bringen, in
der es deutlich einfacher angewendet werden kann:

Lemma: f : D → R sei eine stetig differenzierbare Abbildung auf der
offenen MengeD ⊆ Rn, undZ ⊂ D sei eine Nullmenge. Dann ist auch
f (Z) eine Nullmenge.

Beweis:Nach dem gerade bewiesenen Lemma läßt sichD als abz̈ahlbare
Vereinigung kompakter QuaderQk schreiben. Auf jedem dieser Quader
erfüllt f eine LIPSCHITZ-Bedingung, denn f̈ur x, y ∈ Qk können wir die
Funktiong(t) = f

(
x+t(y−x)

)
betrachten, und nach dem Mittelwertsatz

der Differentialrechnung ist

f (y) − f (x) = g(1)− g(0) =
g(1)− g(0)

1− 0
= g′(τ )

für einτ ∈ [0, 1]. Nach der Kettenregel ist

g′(τ ) = ∇f
(
x + τ (y − x)

)
· (y − x) ,
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also insgesamt

‖f (y) − f (x)‖∞ =
∥∥∇f

(
x + τ (y − x)

)
· (y − x)

∥∥
∞

≤ max
{
‖∇f (z)‖∞

∣∣ z ∈ Q
}
· ‖y − x‖∞ ,

wobei das Maximum existiert, da wirf als stetigdifferenzierbar vor-
ausgesetzt haben und den Gradienten auf einer kompakten Menge be-
trachten. Somit gen̈ugt die Einschr̈ankung vonf aufQk einer LIPSCHITZ-
Bedingung mit diesem Maximum als Konstante, und damit istf (Qk∩Z)
nach dem vorletzten Lemma eine Nullmenge.f (Z) ist die Vereinigung
dieser abz̈ahlbar vielen Nullmengenf (Qk∩Z) und daher ebenfalls eine
Nullmenge.

Korollar: D ⊂ Rm sei eine offene Menge undf : D → Rn eine stetig
differenzierbare Abbildung. Istm < n, so istf (Z) für jede Teilmenge
Z ⊆ D eine Nullmenge inRn.

Beweis: Wir bettenRm ein inRn, indem wir einfach die letztenn − m
Koordinaten auf Null setzen. Das Bild vonRm liegt dann insbesondere
in der Hyperebenexn = 0 vonRn, ist also eine Nullmenge; erst recht ist
die Einbettung̃A vonA eine Nullmenge inRn. Wir definieren eine neue
Abbildungg: D×Rn−m → Rn, die jedem Punktx = (x1, . . . , xm) den
Punktf (x1, . . . , xm) zuordnet; die letztenn − m Koordinaten werden
also einfach ignoriert. Dann istf (A) = g(Ã) nach dem vorigen Lemma
eine Nullmenge, wie behauptet.

Damit sind also Kurven inR2 sowie Kurven und Fl̈achen inR3 Null-
mengen, falls sie eine stetig differenzierbare Parametrisierung zulassen,
genauso alle Vereinigungen endlich oder abzählbar vieler solcher Men-
gen. Entsprechendes gilt natürlich auch in ḧoheren Dimensionen.

Für die Zwecke des noch zu definierenden LEBESGUE-Integrals wollen
wir Nullmengen weitgehend ignorieren; um dies sprachlich kurz und
einfach ausdr̈ucken zu k̈onnen, f̈uhren wir eine neue Sprechweise ein:

Definition: a) Zwei Funktionenf, g: D → R aufD ⊆ Rn heißenfast
überall gleich,wenn es eine NullmengeZ ⊆ D gibt, so daßf (x) = g(x)
für allex ∈ D \ Z ist.
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b)Eine Folge (fk)k∈N
von Funktionenfk: D → R konvergiert fasẗuber-

all punktweisegegen die Funktionf : D → R, wenn es eine Nullmenge
Z ⊂ D gibt, so daß

lim
k→∞

fk(x) = f (x) für allex ∈ D \ Z .

c) Die Folge (fk)k∈N
von Funktionenfk: D → R konvergiert fasẗuber-

all punktweise,wenn es eine Funktionf : D → R gibt, gegen die sie fast
überall punktweise konvergiert.

Die Strategie zur Definition des LEBESGUE-Integrals ist nun einfach zu
formulieren:

Definition: a) Eine Folge (fk)k∈N
von Funktionenfk ∈ K0

1(Rn, R)
heißtapproximierendfür die Funktionf : Rn → R, wenn sie erstens
eine CAUCHY-Folge ist und zweitens fastüberall punktweise gegenf
konvergiert.
b) Eine Funktionf : Rn → R heißt integrierbar, wenn es dazu eine
approximierende Folge (fk)k∈N

von Funktionen aus K01(Rn, R) gibt; in
diesem Fall bezeichnen wir∫

Rn

f =
def

lim
k→∞

∫

Rn

fk

als das LEBESGUE-Integralüberf .
HENRI LÉON LEBESGUE(1875–1941) studierte ab 1894
an der Ecole Normale Supérieure. Nach seinem ersten
Abschluß 1897 studierte er noch zwei Jahre auf eigene
Faust weiter, hauptsächlich in der Bibliothek, bis er
1899 eine Stelle als Gymnasiallehrer in Nancy erhielt.
Dort schrieb er 1901 seine Arbeitüber die Definition
des LEBESGUE-Integrals. 1902 promovierte er mit ei-
ner weiteren Arbeit in Paris und bekam daraufhin eine
Stelle an der Universität von Rennes. 1906 wechselte er
nach Poitiers, 1910 an die Sorbonne in Paris. Ab 1921
war er Professor am Collège de France. Seine Arbeiten
befassen sich mit Integrationstheorie, Potentialtheorie,
Variationsrechnung, Topologie und anderen Gebieten.

Auch wenn es auf den ersten Blick so aussieht, haben wir damitnoch
nicht wirklich das LEBESGUE-Integral definiert:Erstenswissen wir noch
nicht, ob der Grenzwert der Folge von Integralen existiert,undzweitens
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wissen wir noch nicht, daß alle approximierenden Folgen für f zum
selben Grenzwert führen.

Das erste Problem ist leicht zu lösen: Wegen der Linearität und der
Monotonieeigenschaft des Integrals für Funktionen mit kompaktem
Träger gilt f̈ur jede approximierende Folge (fk)k∈N∣∣∣∣
∫

Rn

fℓ −
∫

Rn

fk

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

Rn

(fℓ − fk)

∣∣∣∣ ≤
∫

Rn

|fℓ − fk| = ‖fℓ − fk‖1 .

Da eine approximierende Folge nach Definition eine CAUCHY-Folge
bez̈uglich der L1-Norm ist, gibt es zu jedemε > 0 ein N ∈ N, so
daß die rechte Seite kleiner alsε ist für k, ℓ ≥ N . Damit gilt dasselbe
erst recht f̈ur die linke Seite, d.h. die Folge der Integraleüber diefk

ist eine CAUCHY-Folge reeller Zahlen und konvergiert somit nach dem
CAUCHYschen Konvergenzkriterium.

Das zweite Problem erfordert mehr Arbeit. Wir betrachten zwei approxi-
mierende Folgen (fk)k∈N und (gk)k∈N für dieselbe Funktionf : Rn → R

und überlegen uns als erstes, daß (fk − gk)k∈N
eine approximierende

Folge f̈ur die Nullfunktion ist.

Dazu m̈ussen wir zun̈achst zeigen, daß (fk−gk)k∈N
eine CAUCHY-Folge

ist: Zu jedemε > 0 gibt es naẗurliche ZahlenN1, N2, so daß

‖fℓ − fk‖1 <
ε

2
für allek, ℓ ≥ N1 und

‖gℓ − gk‖1 <
ε

2
für allek, ℓ ≥ N2 .

Für k, ℓ ≥ max{N1, N2} ist daher nach der Dreiecksungleichung

‖(fℓ − gℓ) − (fk − gk)‖1 = ‖(fℓ − fk) − (gℓ − gk)‖1

≤ ‖fℓ − fk‖1 + ‖gℓ − gk‖1 <
ε

2
+

ε

2
= ε .

Weiter m̈ussen wir noch zeigen, daß es eine NullmengeZ gibt, außer-
halb derer die Folge derfk(x) − gk(x) gegen Null konvergiert. Wir
wissen, daß die Folge derfk(x) für x außerhalb einer NullmengeZ1
gegenf (x) konvergiert; die dergn(x) konvergiert außerhalb einer Null-
mengeZ2 gegen diesen Wert. Auch die VereinigungZ = Z1 ∪ Z2 ist
eine Nullmenge, und für x /∈ Z konvergiert die Folge derfk(x)− gk(x)
nach unseren Rechenregeln für Grenzwerte aus dem letzten Semester
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gegenf (x)− f (x) = 0. Damit ist gezeigt, daß (fk − gk)k∈N
eine appro-

ximierende Folge f̈ur die Nullfunktion ist.

Wegen der Lineariẗat der Integration ist

lim
k→∞

∫

Rn

(fk − gk) = lim
k→∞

(∫

Rn

fk −
∫

Rn

gk

)

= lim
k→∞

∫

Rn

fk − lim
k→∞

∫

Rn

gk ;

wenn wir zeigen k̈onnen, daß der Grenzwert links verschwindet, ist
daher

lim
k→∞

∫

Rn

fk = lim
k→∞

∫

Rn

gk .

Die Folge der (fk − gk) ist eine approximierende Folge für die Null-
funktion; wir sind also fertig, wenn wir zeigen können, daß allgemein
für jedeapproximierende Folge (fk)k∈N zur Nullfunktion die Folge der∫

Rn fk eine Nullfolge ist. Das Problem dabei ist, daß die Folge der
Funktionswertefk(x) nicht für jeden Punktx ∈ Rn gegen Null kon-
vergieren muß; wir m̈ussen uns̈uberlegen, daß diese Abweichungen für
das Integral irrelevant sind.

Dazu verallgemeinern wir zunächst den Begriff der Nullmenge:

Definition: A sei eine Teilmenge vonRn. Wir betrachten die Men-
ge MA aller reeller Zahlens mit der Eigenschaft, daßA durch eine
abz̈ahlbare Menge von QuadernQk überdeckt werden kann derart, daß∑

k≥1 µ(Qk) < s ist. Falls diese Menge leer ist, definieren wie das
äußere Maßµ∗(A) als∞; andernfalls istµ∗(A) das Infimum der Men-
geMA.

Offensichtlich istµ∗(A) stets gr̈oßer oder gleich Null, dennMA kann
keine negativen Zahlen enthalten. Istµ∗(A) = 0, so gibt es zu jedem
ε > 0 eineÜberdeckung durch QuaderQk mit

∑
k≥1 µ(Qk) < ε, die

MengeA ist also eine Nullmenge; umgekehrt ist auch dasäußere Maß
einer jeden Nullmenge gleich Null. Dasäußere Maß einer Teilmenge
kann selbstverständlich nicht gr̈oßer sein als das der größeren Menge,
denn jedeÜberdeckung dieser Menge ist erst recht eineÜberdeckung
der Teilmenge. Außerdem ist klar, daß für zwei TeilmengenA, B ⊆ Rn
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stetsµ∗(A∪B) ≤ µ∗(A) + µ∗(B) sein muß, wobei wir eine Summe, in
der (mindestens) einer der Summanden∞ ist, als∞ interpretieren.

Nicht ganz so offensichtlich ist die Tatsache, daß dies auchfür abz̈ahlbare
Vereinigungen gilt:

µ∗

(
∞⋃

k=1

Ak

)
≤

∞∑

k=1

µ∗(Ak) ,

wobei die Summe gleich∞ sein soll, wenn sie divergiert oder wenn
mindestens einer der Summanden gleich∞ ist. In diesen beiden F̈allen
ist die Ungleichung trivialerweise erfüllt; andernfalls beachten wir, daß
wir f ür jede der MengenAk und jedesε > 0 eineÜberdeckung vonAk

durch Quader finden k̈onnen, so daß die Summe von deren Volumina
kleiner ist alsµ∗(Ak) + ε/2k. Nehmen wir alle diese Quader zusam-
men, soüberdecken sie die Vereinigung allerAk, und die Summe ihrer
Volumina ist kleiner als

∞∑

k=1

(
µ∗(Ak) +

ε

2k

)
=

∞∑

k=1

µ∗(Ak) +
∞∑

k=1

ε

2k
=

∞∑

k=1

µ∗(Ak) + ε .

Somit kann das Infimum̈uber die Menge allers ∈ R derart, daß die
Vereinigung derAk eineÜberdeckung durch Quader mit Gesamtvolu-
men ḧochstenss hat, nicht kleiner sein als die Summe derµ∗(Ak), und
genau das war zu beweisen.

Als nächstes wollen wir uns̈uberlegen, daß die L1-Norm einer Funk-
tion mit kompaktem Tr̈ager zwar keine obere Schranke für die Funk-
tionswerte liefern kann, wohl aber eine obere Schranke für dasäußere
Maß jener Teilmenge vonRn, auf der die Funktion Werte oberhalb
einer gegebenen Schranke annimmt. Die entsprechende Ungleichung
von TSCHEBYSCHEFFgilt, wie wir bald sehen werden, auch noch unter
deutlich schẅacheren Voraussetzungen als im folgenden Lemma; sie ist
auch ein wichtiges Hilfsmittel der Statistik.

Lemma: Die Funktionf ∈ K0
1(Rn, R) nehme keine negativen Werte

an. Dann ist f̈ur jede reelle Zahlc > 0

µ∗
({

x ∈ Rn
∣∣ f (x) > c

})
≤ ‖f‖1

c
.
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Beweis:Als Urbild der offenen Menge{x ∈ R | x > c} unter der
stetigen Abbildungf ist U = {x ∈ Rn | f (x) > c} eine offene Teil-
menge vonRn; da sie im (kompakten) Träger vonf liegt ist sie außerdem
beschr̈ankt; es gibt also einen QuaderQ mit U ⊂ Q. Wie wir vor kurzem
gesehen haben, läßt sichU als abz̈ahlbare Vereinigung von QuadernQk

schreiben; nach den bekannten Eigenschaften des Quaderintegrals ist
dann f̈ur jedesm ∈ N

‖f‖1 =
∫

Rn

f =
∫

Q

f ≥
m∑

k=1

∫

Qk

f ≥
m∑

k=1

cµ(Qk) = c
m∑

k=1

µ(Qk) .

Für m → ∞ folgt ‖f‖1 ≥ c

∞∑

k=1

µ(Qk) und damit
∞∑

k=1

µ(Qk) ≤ ‖f‖1

c
.

Die Menge U kann somit überdeckt werden durch Quader deren
Gesamtvolumen ḧochstens gleich der rechten Seite ist; damit muß auch
dasäußere Maß vonU kleiner oder gleich dieser Schranke sein.

PAFNUTI LWOWITSCHTSCHEBYSCHEFF(1821–1894) ist
die in Deutschland̈ubliche Transkription vonPafnu-

ty Lvoviq Qebyxev; im Englischen schreibt man
heute meist PAFNUTY LVOVICH CHEBYSHEV. Er stu-
dierte Mathematik in Moskau und publizierte bereits
während seines Studiums in deutschen und französi-
schen Fachzeitschriften. 1847 bekam er eine Stelle an
der Universiẗat von St. Petersburg, wo er bis 1882 lehrte,
ab 1860 als Professor. Seine Ergebnisse spielen noch
heute eine große Rolle in der Wahrscheinlichkeitsthe-
orie, der Zahlentheorie (insbesondere Primzahlvertei-
lung), der Approximationstheorie und in anderen Ge-
bieten der Mathematik.

Als erste Anwendung der TSCHEBYSCHEFFschen Ungleichung wollen
wir zeigen, daß eine CAUCHY-Folge bez̈uglich der L1-Norm zumindest
eine Teilfolge hat, die abgesehen von einer kleinen Teilmenge auch
punktweise und sogar gleichmäßig konvergiert, genauer:

Lemma: Jede CAUCHY-Folge (fk)k∈N
aus K0

1(Rn, R) hat eine Teil-
folge, die fastüberall punktweise konvergiert. Außerdem gibt es für
jedesε > 0 eine TeilmengeZ ⊂ Rn mit µ∗(Z) < ε, so daß die Teil-
folge aufRn \ Z sogar gleichm̈aßig konvergiert.
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Beweis:Wir konstruieren die Folge der Indizesνk für die Teilfolge
rekursiv:ν1 sei so geẅahlt, daß

∥∥fq − fp

∥∥
1

< 1
4 ist für allep, q ≥ ν1.

Die folgendenνk werden so geẅahlt, daß
∥∥fq − fp

∥∥
1

< 4−k für allep, q ≥ νk und νk > νk−1

ist. Mit gk =
def

fνk
ist dann eine Teilfolge der gegebenen Folge definiert,

für die gilt:

‖gℓ − gk‖1 < 4−k für alleℓ ≥ k .

Als Kandidat f̈ur eine Grenzfunktion betrachten wir die Funktion
g: Rn → R mit

g(x) = g1(x) +
∞∑

k=1

(
gk+1(x) − gk(x)

)
.

Ihre (r − 1)-te Teilsumme ist

g1(x) +
r−1∑

k=1

(
gk+1(x) − gk(x)

)
= gr(x) ,

denn jedesgk mit k < r steht in dieser endlichen Summe einmal mit
positivem und einmal mit negativem Vorzeichen.Falls die Reihe kon-
vergiert, ist sie also in der Tat ein Kandidat für eine Grenzfunktion.

Hier kommt nun die Ungleichung von TSCHEBYSCHEFF ins Spiel:
Danach ist das̈außere Maß der Menge

Yk =
{
x ∈ Rn

∣∣ |gk+1(x) − gk(x)| > 2−k
}

höchstens gleich

‖gk+1 − gk‖1

2−k
<

4−k

2−k
= 2−k .

Dasäußere Maß der VereinigungZk allerYℓ mit ℓ ≥ k ist daher kleiner
als 2−k + 2−k−1 + · · · = 21−k. Für x /∈ Zk ist nach Definition dieser
Menge|gℓ+1(x) − gℓ(x)| < 2−ℓ, also ist die geometrische Reihe

∑
2−ℓ

eine konvergente Majorante der definierenden Reihe vong(x). Somit
konvergiert diese Reihe aufRn \ Zk gleichm̈aßig. Da wir zu jedem
ε > 0 eink ∈ N finden k̈onnen mit 21−k < ε, ist damit die Behauptung
über die gleichm̈aßige Konvergenz bewiesen.
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Bleibt noch die punktweise Konvergenzaußerhalb einer Nullmenge. Der
DurchschnittZ aller Zk ist in jeder der MengenZk enthalten, also ist
µ∗(Z) < 21−k für allek ∈ N undZ somit eine Nullmenge. F̈ur x /∈ Z
gibt es MengenZk, in denenx nicht enthalten ist, und wie wir gerade
gesehen haben, konvergiert die Reihe in jeder der MengenRn \ Zk.
Somit konvergiert sie f̈ur allex ∈ Rn \ Z, also fasẗuberall.

Damit haben wir alles zusammen, was wir zum Nachweis der Wohldefi-
niertheit des LEBESGUE-Integrals brauchen; wie wir uns bereitsüberlegt
haben, folgt diese aus dem folgenden

Lemma: (fk)k∈N
sei eine CAUCHY-Folge aus K01(Rn, R), und die Folge(

fk(x)
)
k∈N

konvergiere f̈ur fast allex ∈ Rn gegen Null. Dann kon-

vergiert auch die Folge der L1-Normen

‖fk‖1 =
∫

Rn

fk

gegen Null.

Beweis:Wir betrachten die Teilfolge (gk)k∈N
aus dem vorigen Lemma.

Wenn wir zeigen k̈onnen, daß die Teilfolge der Zahlen‖gk‖1 gegen Null
konvergiert, folgt dasselbe auch für die Folge der‖fk‖1, denn zu jedem
ε > 1 gibt es, da (fk)k∈N eine CAUCHY-Folge ist, einN ∈ N, so daß
‖fℓ − fk‖1 < 1

2ε ist für allek, ℓ > N . Dies gilt insbesondere auch für
solche Indizesℓ = νp, für die fℓ = gp in der Teilfolge liegt. F̈ur die
Teilfolge wiederum gibt es einM ∈ N, so daß

∥∥gp

∥∥
1

< 1
2ε ist für alle

p ≥ M . Wählen wirN so, daßνN ≥ M ist, folgt

‖fk‖1 = ‖fk + (fℓ − fk)‖1 ≤ ‖fk‖1 + ‖fℓ − fk‖1 <
ε

2
+

ε

2
= ε .

Somit konvergiert auch die Folge der Normen derfk gegen Null.

Um zu zeigen, daß die Folge der‖gk‖1 eine Nullfolge ist, betrachten
wir ein ε > 0 und einen QuaderQ, der den Tr̈ager vongk entḧalt. Durch
eine langwierige Abscḧatzung werden wir gleich zeigen, daß dann gilt

‖gk‖1 ≤ 1
3 · 4k−1

+ ε
(
µ(Q) + ‖gk‖∞

)
.
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Wenn wir dies f̈ur alle ε > 0 gezeigt haben, k̈onnen wirε gegen Null
gehen lassen und erhalten die Abschätzung

‖gk‖1 ≤ 1
3 · 4k−1

,

aus der naẗurlich sofort folgt, das die Normen eine Nullfolge bilden.

Bleibt also noch die obige Ungleichung zu zeigen.

Wir definieren f̈ur alle Paare (k, ℓ) ∈ N × N von naẗurlichen Zahlen
ℓ ≥ k Hilfsfunktionenγkℓ: Rn → R als

γkℓ(x) =
def

ℓ∑

i=k

|gi+1(x) − gi(x)| .

Da diegi als Elemente von K01(Rn, R) stetig sind, sind auch diese Funk-
tionen stetig.

In einem ersten Schritt wollen wir|gk(x)| durch die gerade definierten
Funktionen abscḧatzen. Dabei unterscheiden wir zwei Fälle:

1. Fall: x liegt nicht in der TeilmengeZ aus dem vorigen Beweis, und
lim

k→∞
gk(x) = 0.

Dann ist

|gk(x)| =

∣∣∣∣ lim
ℓ→∞

(
gℓ+1(x) − gk(x)

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ lim
ℓ→∞

ℓ∑

i=k

(
gi+1(x) − gk(x)

)
∣∣∣∣∣

≤ lim
ℓ→∞

ℓ∑

i=k

|gi+1(x) − gi(x)| ≤ lim
ℓ→∞

γkℓ(x) ;

der letzte Grenzwert existiert, wie wir im Beweis des vorigen Lemmas
gesehen haben, da er durch eine geometrische Reihe majorisiert werden
kann.

Zu jedemε > 0 gibt es einN ∈ N, so daß sichγkℓ(x) für ℓ ≥ N
um weniger alsε von diesem Grenzwert unterscheidet; für solcheℓ ist
dann auch|gk(x)| < γkℓ(x) + ε. Da beide Seiten dieser Ungleichung
stetige Funktionen vonx sind, gilt diese Ungleichung auch noch in einer
gewissen Umgebung vonx; es gibt also insbesondere einen offenen
QuaderQx, derx entḧalt, so daß|gk(y)| < γkℓ(y) + ε für alley ∈ Qx.
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2. Fall: x ∈ Z oder lim
k→∞

gk(x) existiert nichtoderder Limes existiert

und ist von Null verschieden.

Wie wir wissen, istZ eine Nullmenge. Außerdem ist mit der Folge
der fk auch die Teilfolge dergk eine approximierende Folge für die
Nullfunktion; daher ist auch die Menge allerx ∈ Rn, für die lim

k→∞
gk(x)

nicht existiert oder aber von Null verschieden ist, eine Nullmenge. Damit
ist auch die VereinigungZ ′ dieser beiden Mengen eine Nullmenge.
Es gibt somit f̈ur jedesε > 0 eine abz̈ahlbare Menge von offenen
QuadernQj derart, daßZ ′ in der Vereinigung derQj liegt und die
Summe von deren Volumina kleiner ist alsε.

Wir betrachten nun die MengeU, die aus den s̈amtlichen im ersten
Fall betrachteten QuadernQx sowie den s̈amtlichen im zweiten Fall
betrachteten QuadernQj besteht. Sie ist eine offenëUberdeckung des
kompakten QuadersQ, hat also eine endliche Teilüberdeckung. Diese
besteht aus endlich vielen derQx – dies seien die QuaderP1, . . . , Pr –,
sowie aus endlich vielen derQj ; dies seien die QuaderR1, . . . , Rs.

Für jeden der QuaderPi gibt es einMi ∈ N, so daß|gk(x)| < γkℓ(x)
ist für alleℓ ≥ Mi; bezeichnetM das Maximum dieserMi undP die
Vereinigung derPi, ist also|gk(x)| < γkℓ(x) für alle x ∈ P und alle
ℓ ≥ M . Indem wir diePi nötigenfalls noch unterteilen, mitQ schneiden
und abschließen, können wir annehmen, daßP ∩Q die volumenfremde
Vereinigung von abgeschlossenen QuadernPi ist.

Für jedesℓ ≥ k ist

∫

Q

γkℓ =
∫

Q

ℓ∑

i=k

∫

Q

|gi+1 − gi| =
ℓ∑

i=k

∫

Q

|gi+1 − gi|

=
ℓ∑

i=k

∫

Rn

|gi+1 − gi| =
ℓ∑

i=k

‖gi+1 − gi‖ <
ℓ∑

i=k

4−i

<

∞∑

i=k

4−i =
1

3 · 4k−1
;

für ℓ ≥ M erhalten wir daher, wenn wir nun auch noch dieRj durch
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ihre Abschl̈usse ersetzen, die Abschätzung

‖gk‖1 =
∫

Rn

|gk| =
∫

Q

|gk| ≤
r∑

i=1

∫

Pi

|gk| +
s∑

j=1

∫

Rj

|gk|

≤
r∑

i=1

∫

Pi

(γkℓ + ε) +
s∑

j=1

‖gk‖∞ µ(Rj)

≤
r∑

i=1

∫

Pi

(γkℓ + ε) + ‖gk‖∞
s∑

j=1

µ(Rj)

<

∫

Q

γkℓ + ε
(
µ(Q) + ‖gk‖∞

)

≤ lim
ℓ→∞

∫

Q

γkℓ + ε
(
µ(Q) + ‖gk‖∞

)

≤ 1
3 · 4k−1

+ ε
(
µ(Q) + ‖gk‖∞

)
,

wie behauptet. Damit ist das Lemma und die Wohldefiniertheitdes
LEBESGUE-Integrals bewiesen.

Wir bezeichnen die Menge aller LEBESGUE-integrierbarer Funktionen
aufRn mit Leb1(Rn, R), wobei der Index 1 bedeuten soll, daß wir auch
für f ∈ Leb1(Rn, R) die Schreibweise

‖f‖1 =
def

∫

Rn

f

verwenden wollen. Es ist klar, daß Leb1(Rn, R) ein Vektorraum ist, aber
‖·‖1 definiert keine Norm auf Leb1(Rn, R): Schließlich ist‖f‖1 = 0
nicht nur f̈ur die Nullfunktion, sondern auch für jede Funktion, die nur
fastüberallverschwindet.

Es gibt zwei Ans̈atze, um mit diesem Problem fertig zu werden:
Zum ersten k̈onnten wir den Faktorraum L1(Rn, R) des Vektorraums
Leb1(Rn, R) nach dem Untervektorraum der fastüberall verschwinden-
den Funktionen betrachten; nach dem gerade bewiesenen Lemma ist das
ein normierter Vektorraum. Elemente von L1(Rn, R) sind dann aller-
dings nicht mehr Funktionen, sondernÄquivalenzklassen von Funktio-
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nen, wobei zwei Funktionen genau dann zur gleichenÄquivalenzklasse
geḧoren, wenn sie fasẗuberall gleich sind. Dieser Ansatz wird oft in der
Funktionalanalysis verwendet.

Alternativ können wir auch den Begriff der Norm etwas abschwächen:

Definition: EineHalbnormauf einemR- oderC-VektorraumV ist eine
Abbildung‖ · ‖ : V → R mit den Eigenschaften
a) ‖λv‖ = |λ| ‖v‖ für alleλ ∈ R bzw.C undv ∈ V

b) ‖v‖ ≥ 0 für allev ∈ V

c) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖ + ‖w‖ .(Dreiecksungleichung)

Wir verlangen also alle Eigenschaften einer Norm außer der Forderung,
daß sie nur f̈ur den Nullvektor verschwinden darf. Offensichtlich ist‖·‖1
eine Halbnorm auf Leb1(Rn, R), und mit dieser wollen wir im folgenden
rechnen.

Da jede Funktion aus Leb1(Rn, R) Grenzwert einer approximierenden
Folge von Funktionen mit kompaktem Träger ist, k̈onnen wir die bereits
für das Quaderintegral und damit auch für Integraleüber Funktionen
mit kompaktem Tr̈ager bewiesenen Eigenschaften des Integrals ohne
großen Aufwand auf das LEBESGUE-Integralübertragen: Insbesondere
ist das definierte Integrallinear, d.h.∫

Rn

(f + g) =
∫

Rn

f +
∫

Rn

g ,

wir haben die Monotonieeigenschaft∫

Rn

f ≤
∫

Rn

g falls f (x) ≤ g(x) für allex ∈ Rn ,

und nach Definition ist auch∫

Rn

f =
∫

Rn

g falls f undg fastüberall gleich sind ,

(Damit folgt naẗurlich auch, daß wir bei der Monotonieregel nur fordern
müssen, daßf (x) ≤ g(x) fastüberall gilt, d.h. die eventuellen Ausnah-
mepunkte bilden eine Nullmenge.)

Um zu sehen, daß das mit so großem Aufwand definierte Integralauch zu
etwas n̈utze ist, wollen wir als n̈achstes einige Beispiele von LEBESGUE-
integrierbaren Funktionen betrachten.
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Selbstversẗandlich existiert das LEBESGUE-Integral f̈ur die DIRICH-
LETsche Sprungfunktion

f :





R → R

x 7→
{

1 fallsx ∈ Q

0 sonst

,

denn wegen der Abzählbarkeit vonQ ist diese Funktion fasẗuberall
gleich der Nullfunktion, also ist

∫
Rn f = 0, wie erwartet.

Allgemeiner k̈onnen wir f̈ur eine beliebige TeilmengeA ⊆ Rn die
sogenanntecharakteristische Funktion

χA:





Rn → R

x 7→
{

1 fallsx ∈ A
0 sonst

definieren und fragen, wann diese integrierbar ist.

Beginnen wir mit einen IntervallA = (a, b) ⊂ R. Dann ist

χA(x) =
{

1 fallsa < x < b
0 sonst

.

Völlig analog zum FallA = (0, 2), anhand dessen wir unsüberlegt
hatten, daß K01(R, R) nicht vollsẗandig ist, zeigt man auch hier, daß
χA(x) Grenzwert der Folge der Funktionen

fk(x) =





0 fallsx /∈ (a, b)
kx falls a ≤ x ≤ a + 1

k

1 fallsa + 1
k ≤ x ≤ b − 1

k

k(b − x) falls b − 1
k ≤ x ≤ b

aus K0
1(R, R) ist, wobei wir allerdings nur Werte vonk betrachten d̈urfen,

für die b − a > 2/k ist. Diese Folge konvergiert auch punktweise
gegenχA, ist also eine approximierende Folge.

Nach Definition des Quaderintegrals, das hier einfach das RIEMANN-
Integral aus Kapitel 4 ist, haben wir

∫

R

fk =

a+1/k∫

a

kx dx +

b−1/k∫

a+1/k

dx +

b∫

b−1/k

k(b − x) dx

=
1
2k

+

(
b − a − 2

k

)
+

1
2k

= b − a − 1
k

,
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was f̈ur k → ∞ gegenb − a konvergiert. Somit ist
∫

R

χA = (b − a) ,

was wohl niemanden̈uberraschen d̈urfte.

Ersetzen wirA durch das abgeschlossene Intervall [a, b] oder eines
der beiden halboffenen Intervalle (a, b] oder [a, b), ändert sich daran
nichts, denn die charakteristischen Funktionen sind fastüberall gleich:
Höchstens an den Stellenx = a undx = b kann es Abweichungengeben.

Ist Q = [a1, b1] × · · · × [an, bn] ein Quader inRn, so ist entsprechend
χQ(x) = χ[a1, b1](x1)· · · ··χ[an, bn](xn) in jedem Punktx = (x1, . . . , xn),
und auch diese Funktion können wir approximieren durch stetige Funk-
tionen mit kompaktem Tr̈ager, indem wir einfach alsk-te Funktion das
Produkt derfk(xi) nehmen, wobei wir natürlich in der i-ten Kompo-
nente die Funktionfk für das Intervall [ai, bi] nehmen m̈ussen. Nach der
rekursiven Definition des Quaderintegrals folgt dann schnell, daß auch
χQ LEBESGUE-integrierbar ist und daß wir auch hier das zu erwartete
Ergebnis ∫

Q

χQ =
n∏

i=1

(bi − ai) = µ(Q)

bekommen. Wegen der Linearität der Integration gilt etwas allgemeiner
∫

Rn

cχQ = c · µ(Q) .

Zumindest einfache unstetige Funktionen lassen sich also integrieren.

Die Ungleichung von TSCHEBYSCHEFFkennen wir bislang nur für stetige
Funktionen mit kompaktem Träger; wir wollen sie verallgemeinern auf
beliebige LEBESGUE-integrierbare Funktionen:

Lemma: Die Funktionf ∈ Leb1(Rn, R) nehme keine negativen Werte
an. Dann ist f̈ur jede reelle Zahlc > 0

µ∗
({

x ∈ Rn
∣∣ f (x) > c

})
≤ ‖f‖1

c
.

Beweis:Daf LEBESGUE-integrierbar ist, gibt es dazu eine approximie-
rende Folge von Funktionen mit kompaktem Träger.Zu dieser wiederum
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können wir nach dem vorletzten Lemma für jedesε > 0 eine Teil-
folge finden, die außerhalb einer MengeZ mit µ(Z) < ε gleichm̈aßig
gegenf konvergiert. Diese Teilfolge, für ein fest geẅahltesε ∈ (0, c),
sei (fk)k∈N. Wegen der gleichm̈aßigen Konvergenz außerhalb vonZ
gibt es einN ∈ N, so daß

|f (x) − fk(x)| < ε für allek ≥ N und allex /∈ Z .

Ist f (x) > c, ist für x /∈ Z undk ≥ N insbesonderefk(x) > c− ε, d.h.
{
x ∈ Rn

∣∣ f (x) > c
}
⊆
{
x ∈ Rn

∣∣ fk(x) > c − ε
}
∪ Z .

Nach der bereits bewiesenen TSCHEBYSCHEFF-Ungleichung f̈ur Funk-
tionen mit kompaktem Tr̈ager ist das Maß der ersten Menge rechts
höchstens gleich‖f‖1 /(c− ε), das vonZ ist höchstens gleichε. Somit
ist

µ∗
({

x ∈ Rn
∣∣ f (x) > c

})
≤ ‖f‖1

c − ε
+ ε .

Dies gilt für jedesε ∈ (0, c), und da die rechte Seite eine stetige Funktion
in ε ist, bleibt es auch g̈ultig, wenn wirε gegen Null gehen lassen. Dann
erhalten genau die zu beweisende Ungleichung.

Korollar: Für f ∈ Leb1(Rn, R) ist ‖f‖1 = 0 genau dann, wennf fast
überall verschwindet.

Beweis:Falls f fast überall verschwindet, also fastüberall gleich der
Nullfunktion ist, sind die Integrale vonf und der Nullfunktion̈uberRn

gleich, also beide Null. Wenn umgekehrt‖f‖1 verschwindet, so ist nach
der Ungleichung von TSCHEBYSCHEFFfür jedesc > 0

µ∗
({

x ∈ Rn
∣∣ |f (x)| > c

})
≤ ‖f‖1

c
= 0 ,

also ist
{
x ∈ Rn

∣∣ |f (x)| > c
}

für jedesc > 0 eine Nullmenge. Da die
Vereinigung abz̈ahlbar vieler Nullmengen wieder eine Nullmenge ist,
gilt dann das gleiche auch für

{
x ∈ Rn

∣∣ f (x) 6= 0
}

=
⋃

k≥0

{
x ∈ Rn

∣∣ |f (x)| > 1
k

}
,

das heißt,f verschwindet fasẗuberall.

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir das weitere
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Korollar: Für zwei Funktionenf, g ∈ Leb1(Rn, R) ist genau dann
‖f − g‖1 = 0, wennf undg fastüberall gleich sind.

Eine Motivation f̈ur die Einf̈uhrung des LEBESGUE-Integrals an Stelle
des einfacheren RIEMANN-Integrals war die Beobachtung, daß der Vek-
torraum aller RIEMANN-integrierbarer Funktionen vonR nachR nicht
vollständig ist. Als letztes Resultat dieses Paragraphen wollen wir uns
überlegen, daß wir dieses Problem bei LEBESGUE-integrierbaren Funk-
tionen nicht haben. Da Leb1(Rn, R) kein normierter Vektorraum ist,
können wir hier zwar nicht von Vollständigkeit reden, aber wir können
doch zeigen

Satz: Jede CAUCHY-Folge aus Leb1(Rn, R) konvergiert gegen eine
Funktionf ∈ Leb1(Rn, R).

(Man beachte, daß die Funktionf hier nicht eindeutig bestimmt ist: Nach
obigem Korollar konvergiert die Folge dann auch gegen jede Funktion
g ∈ Leb1(Rn, R) mit ‖f − g‖1 = 0.

Beweis:(fk)k∈N
sei eine CAUCHY-Folge aus Leb1(Rn, R). Wir müssen

zeigen, daß es eine Funktionf ∈ Leb1(Rn, R) gibt, gegen die diese
Folge konvergiert.

Zu jeder der Funktionenfk gibt es nach Definition der LEBESGUE-
Integrierbarkeiteine approximierendeFolge; die bezüglich der L1-Norm
gegenfk konvergiert; wir ẅahlen daraus jeweils ein Folgengliedgk mit
der Eigenschaft, daß‖fk − gk‖1 < 1/k ist. Die Funktionengk sind
Funktionen mit kompaktem Träger, und auch sie bilden eine CAUCHY-
Folge, denn f̈ur jedesε > 0 können wir zun̈achst einN1 ∈ N finden,
so daß‖fℓ − fk‖1 < 1

3ε ist. für alle k, ℓ ≥ N1. Ist N ≥ N1 eine
naẗurliche Zahl, die gleichzeitig größer ist als 3/ε, gilt dann f̈ur alle
Indizesk, ℓ ≥ N

‖gℓ − gk‖1 = ‖(gℓ − fℓ) + (fℓ − fk) + (fk − gk)‖1

≤ ‖fℓ − gℓ‖1 + ‖fℓ − fk‖1 + ‖fk − gk‖1

<
1
ℓ

+
ε

3
+

1
k
≤ 2

N
+

ε

3
≤ 2× ε

3
+

ε

3
= ε .

Somit ist (gk)k∈N
eine CAUCHY-Folge von Funktionen mit kompaktem

Träger; wie wir weiter oben gesehen haben, gibt es dazu eine Teilfolge
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(gkν
)ν∈N

, so daß f̈ur fast allex ∈ Rn die reelle Zahlenfolge
(
gkν

(x)
)
ν∈N

konvergiert. F̈ur alle x, für die des der Fall ist, bezeichnen wir den
Grenzwert der Folge mitf (x), ansonsten setzen wirf (x) = 0. Damit
ist eine Funktionf : Rn → R definiert, die offensichtlich LEBESGUE-
integrierbar ist, denn (gkν

)ν∈N ist eine approximierende Folge für f .
Mit der Folge dergkν

konvergiert auch die derfkν
bez̈uglich der L1-

Norm gegenf , denn
∥∥fkν

− f
∥∥

1
≤
∥∥fkν

− gkν

∥∥
1

+
∥∥gkν

− f
∥∥

1
,

wobei der erste Summand kleiner ist als 1/kν und der zweite nach
Definition vonf gegen Null geht. Da die Folge derfk eine CAUCHY-
Folge ist, konvergiert dann aber auch die ganze Folge gegenf .

Aus dem Beweis folgt auch die zu erwartende Gleichung

lim
k→∞

∫

Rn

fk =
∫

Rn

lim
k→∞

fk , denn

∣∣∣∣
∫

Rn

f −
∫

Rn

fk

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

Rn

(f − fk)

∣∣∣∣ ≤
∫

Rn

|f − fk| = ‖f − fk‖1 .

§3: Das Lebesgue-Integral auf Teilmengen vonRn

Nicht alle Funktionen sind auf ganzRn definiert, und selbst wenn sie es
sind, interessiert oft nur ein Teilbereich. Das ist nicht neues gegen̈uber
der Situation im Eindimensionalen, wo wir ja auch meist nicht über
ganzR, sondern nur̈uber ein Intervall integrieren.

Wenn wir speziell die Konstante 1̈uber ein Intervall [a, b] integrieren.
erhalten wir als Ergebnis die Längeb − a des Intervalls; entsprechend
sollten bei Integration der Eins̈uber eine TeilmengeB ⊆ Rn deren
Flächebzw.Volumen erhalten. Was ist aber das Volumen einer beliebigen
Teilmenge einesRn? Bislang kennen wir nur das Volumen achsenpar-
alleler Quader, das wir entweder einfach als Produkt der Kantenl̈angen
berechnen k̈onnen oder aber kompliziert, indem wir die charakteristis-
che Funktion des Quadersüber denRn integrieren. Da wir f̈ur jede
Teilmenge desRn eine charakteristische Funktion haben, können wir
diese zweite M̈oglichkeit verallgemeinern:
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Definition: Eine TeilmengeB ⊆ Rn heißtmeßbar, wenn ihre charak-
teristische FunktionχB in Leb1(Rn, R) liegt; alsVolumenvon B be-
zeichnen wir dann den Wert des Integrals

∫
Rn χB.

Beispiele nicht meßbarer Mengen lassen sich leicht angeben, beispiels-
weise der gesamteRn. Hier liegt der Grund allerdings darin, daß das
Volumen eben nicht endlich ist. Interessanter ist die Frage, ob jede
beschr̈ankteTeilmenge vonRn meßbar ist. Bislang konnte noch nie-
mand ein explizites Beispiel einer nicht meßbaren beschränkten Teil-
menge angeben, und vielleicht ist das sogar unmöglich, dieExistenz
solcher Mengen läßt sich aber beweisen. Das zentrale Ergebnis hierzu
ist der folgende

Satz von Banach-Tarski: Für n ≥ 3 gibt es zu je zwei beschränkten
TeilmengenA, B ⊂ Rn eine naẗurliche Zahlm sowie disjunkte Zer-
legungenA =

⋃m
k=1 undB =

⋃m
k=1 Bk derart, daß f̈ur jedesk die Men-

genAk undBk durch eine Kongruenzabbildung ineinanderübergef̈uhrt
werden k̈onnen.

Kongruenzabbildungen sind zusammengesetzt aus Drehungenund Ver-
schiebungen; jeder vernünftige Volumenbegriff sollte also den beiden
MengenAk und Bk dasselbe Volumen zuordnen. (Nach der weiter
unten betrachteten Transformationsformel hat das oben definierte Inte-
gral diese Eigenschaft.) Genauso sollte das Volumen einer disjunkten
Vereinigung einfach die Summe der Volumina der Teilmengen sein;
im obigen Satz m̈ußten also, falls alleAk und Bk meßbar ẅaren,A
und B dasselbe Volumen haben. Da wir für A und B beispielsweise
zwei Würfel mit unterschiedlichen Kantenlängen nehmen k̈onnen, ist
das naẗurlich absurd. Somit k̈onnen zumindest nicht alle der Mengen
Ak und Bk meßbar sein; es muß auch nicht meßbare Mengen geben.
Da der Beweis von BANACH und TARSKI nicht konstruktiv ist (er beruht
wesentlich auf dem sogenannten Auswahlaxiom), liefert er allerdings
keine expliziten Beispiele für solche Mengen, und zumindest bislang
konnte auch noch niemand so ein Beispiel angeben.

Obwohl der Satz von BANACH-TARSKI unserer Anschauung völlig wider-
spricht, ist sein Beweis nicht sonderlich schwer; man findetihn naẗurlich
in der Originalarbeit
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S. BANACH, A. TARSKI: Sur la d́ecomposition des ensembles de points
en parties respectivement conguentes,Fund. Math.6 (1924), 244–277

oder, vereinfacht, beispielsweise bei

KARL STROMBERG: The Banach-Tarski Paradox,American Mathemati-
cal Monthly86 (1979), 151–161;

eine sehr ausführliche popul̈arwissenschaftliche Darstellung bietet das
Buch

LEONARDM. WAPNER: The Pea and the Sun – A Mathematical Paradox,
A.K. Peters,2005

ALFRED TARSKI (1902–1983) wurde als ALFRED TEI-
TELBAUM im damals russischen Warschau geboren. Er
studierte zun̈achst Biologie, wechselte dann aber, nach-
dem er eine Logik-Vorlesung gehört hatte, zur Mathe-
matik. Seine erste Arbeit,̈uber Mengenlehre, erschien
1921, der Satz von BANACH-TARSKI 1924, nachdem
er 1923 seinen Namen geändert hatte. Nach seinem
Studium unterrichtete er zunächst an verschiedenen
Warschauer Institutionen. 1930 traf er in Wien KURT

GÖDEL (1908–1978) und publizierte, wohl dadurch be-
einflußt, 1933 seine sicherlich bekannteste Arbeit, in der er die Wahrheiteiner Aussage
in einem formalen System dadurch definierte, daß die Aussagein allen Interpretationen
dieses Systems korrekt ist. Zwei Wochen vor dem deutschen Einmarsch in Polen war er
1939 zu einer Konferenz an die Harvard University nach USA gereist; er konnte dort
bleiben und arbeitete an verschiedenen amerikanischen Universiẗaten, bis er 1942 nach
Berkeley ging, wo er trotz seiner Emeritierung 1968 bis 1973lehrte.

Nachdem wir̈uber das LEBESGUE-Integral ein Volumen definiert haben,
ist nun schon fast klar, wie wir ein Integraleüber Teilmengen desRn

mit beliebigen Integranden definieren:

Definition: f : B → R sei eine Funktion auf einer TeilmengeB ⊆ Rn

Falls die Funktioñf : Rn → R mit f̃ (x) = f (x) für x ∈ B undf̃ (x) = 0
sonst LEBESGUEintegrierbar ist, definieren wir∫

B

f (x) =
def

∫

Rn

f̃ (x) ;

andernfalls existiert das linksstehende Integral nicht.

Kurz könnte man auch schreiben
∫

B
f (x) =

∫
Rn f (x)χB(x), allerdings

ist das insofern nicht ganz exakt, alsf (x) nicht für allex ∈ Rn definiert
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sein muß. Interpretiert man das Produktf (x)χB(x) allerdings so, daß es
für allex /∈ B verschwinden soll, unabhängig davon obf (x) definiert
ist oder nicht, ist dies genau die obige Definition.

Im letzten Semester hatten wir Integrale in der Form
∫ b

a
f (x) dx ge-

schrieben; das neu eingeführte LEBESGUE-Integral dagegen schrieben
wir zumindest bislang immer nur als

∫
B

f . Dies geschah vor allem, um
das neue Integral vom alten zu unterscheiden; in der Literatur sind auch
für das LEBESGUE-Integral eher Schreibweisen wie
∫

B

f (x) dx,

∫

B

f (x) dµ oder
∫

B

f (x1, . . . , xn) dx1 dx2 · · · dxn

üblich. F̈ur allem in Naturwissenschaft und Technik ist auch heute noch
üblich, bei einem Integral̈uber einenn-dimensionalen Bereich auch
n Integralzeichen zu schreiben, also beispielsweise

∫∫

B

f (x, y) dx dy und
∫∫∫

C

f (x, y, z) dx dy dz

für B ⊆ R2 undC ⊆ R3. Für einen Integrationsbereich im allgemeinen
n-dimensionalen Raum ergibt sich entsprechend ein Monstrumwie

∫
· · ·
∫

B︸ ︷︷ ︸
n-mal

f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn .

Da das oben definierte Integral ein Spezialfall des Integralsüber denRn

ist und dieses wiederum auf Quaderintegrale zurückgef̈uhrt werden
kann, ist klar, daß auch für dieses Integral die

”
üblichen“ Rechenregeln

gelten; etwas genauer ansehen wollen wir uns nur eine, die nicht in of-
fensichtlicher Weise auf Regeln für eindimensionale Integrale zurück-
geführt werden kann: die Transformationsformel.

Von den vielen Regeln zur expliziten Bestimmung einer Stammfunktion
ist sicherlich die Substitutionsregel die nützlichste; die Transformations-
formel verallgemeinert sie auf mehrdimensionale Integrale.

Die Idee im Eindimensionalen ist bekanntlich, daß wir die Integra-
tionsvariablex als Funktionx = ϕ(t) einer neuen Variablent schreiben:
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Mit a = ϕ(t0) undb = ϕ(t1) ist

b∫

a

f (x) dx =

t1∫

t0

f
(
ϕ(t)

)
ϕ̇(t) dt .

Genauso k̈onnen wir auch bei einer Funktion mehrerer Veränderlicher
diese als Funktionen neuer Variabler schreiben.

Beginnen wir der Anschaulichkeit halber mit einer Funktionf (x, y)
zweier Ver̈anderlicher und schreiben wir diese als Funktionen

x = x(u, v) und y = y(u, v)

zweier neuer Variableru undv. Ein wichtiges Beispiel, das man zur Ve-
ranschaulichung ẅahrend der folgenden Rechnungen im Kopf behalten
sollte, ist die Polarkoordinatendarstellung

x = x(r, ϕ) = r sinϕ und y = y(r, ϕ) = r cosϕ .

Wir betrachten zun̈achst ein Integral
∫

R

f (x, y) dx dy

über ein achsenparalleles RechteckR mit Eckpunkten

(u0, v0), (u0 + h, v0), (u0, v0 + k) und (u0 + h, v0 + k) .

Wenn wir stattüber x und y über u und v integrieren, m̈ussen wir
über jenen BereichB′ integrieren, in dem sich diese neuen Variablen
bewegen, also die Menge
{(

x(u, v), y(u, v)
) ∣∣ u0 ≤ u ≤ u0 + h und v0 ≤ v ≤ v0 + k

}
.

Diese ist naẗurlich im allgemeinen kein Rechteck, sondern eine krumm-
linig begrenzte Figur; im Beispiel der Polarkoordinaten etwa wäre sie
ein Winkelbereich zwischen zwei Kreisbögen. (An den bei Polarkoor-
dinaten etwas problematischen Nullpunkt als Ecke denken wir in diesen
Zusammenhang lieber nicht; es ist klar, daß sein Einfluß bei immer
kleiner werdenden Rechtecken für eine um den Nullpunkt beschränkte



 Analysis II FSS2013

Funktionf immer kleiner wird.)

Trotzdem machen wir, wennx undy differenzierbareFunktionen von
u undv sind, bei kleinen Rechtecken keinen allzu großen Fehler, wenn
wir die transformierte Menge alsParallelogrammbetrachten, denn nach
Definition der Differenzierbarkeit ist

x(u0 + h, v0) = x(u0, v0) + h
∂x

∂u
(u0, v0) + o(h)

y(u0 + h, v0) = y(u0, v0) + h
∂y

∂u
(u0, v0) + o(h)

x(u0, v0 + k) = x(u0, v0) + k
∂x

∂v
(u0, v0) + o(k)

y(u0, v0 + k) = y(u0, v0) + k
∂y

∂v
(u0, v0) + o(k)

und

x(u0 + h, v0 + k) = x(u0, v0) + h
∂x

∂u
(u0, v0) + o(h)

+ k
∂x

∂v
(u0, v0) + o(k)

y(u0 + h, v0 + k) = y(u0, v0) + h
∂y

∂u
(u0, v0) + o(h)

+ k
∂y

∂v
(u0, v0) + o(k) ;

wenn wir Terme der Gr̈oßenordnungo(h) undo(k) vernachl̈assigen, ist
die transformierte Menge also ein Parallelogramm mit Kantenvektoren

h




∂x

∂u
(u0, v0)

∂y

∂u
(u0, v0)


 und k




∂x

∂v
(u0, v0)

∂y

∂v
(u0, v0)


 .
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Der Fl̈acheninhalt eines Parallelogramms ist bekanntlich gleichdem
Produkt der Kantenlängen mal dem Sinus des eingeschlossenen Win-
kels; falls wir die beiden Vektoren in denR3 einbetten, indem wir ihnen
eine Null als dritte Komponente geben, ist das gerade gleichdem Betrag
des Vektorprodukts, das hier nur in der dritten Komponentenvon Null
verschieden ist; die Fläche des Parallelogramms ist also

hk ·
∣∣∣∣
∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u

∣∣∣∣ .

Integrieren wir nichẗuber ein Rechteck, sondernüber einen komplizier-
teren IntegrationsbereichB ⊂ R2, so k̈onnen wir diesen durch immer
kleinere Rechtecke approximieren; führt man dies genauer aus, erhält
man die folgende

Transformationsformel: f : B → R sei eine integrierbare Funktion auf
B ⊆ R2, und die Variablenx, y seien als differenzierbare Funktionen
x = x(u, v) und y = y(u, v) neuer Variableru, v dargestellt. Ist dann
B′ ⊆ R2 ein Integrationsbereich, für den die Abbildung

B′ → B; (u, v) 7→
(
x(u, v), y(u, v)

)

bijektiv ist, so gilt
∫

B

f (x, y) dx dy =
∫

B′

f
(
x(u, v) y(u, v)

) ∣∣∣∣
∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u

∣∣∣∣ du dv .

(Hier ist es n̈utzlich, die Integrationsvariablen explizit durchdx, dy
und so weiter anzugeben, da wir links und rechts in verschiedenen
Koordinatensystemen arbeiten.)

Im Fall
x = r cosϕ und y = r sinϕ

der Polarkoordinaten ist
∂x

∂r

∂y

∂ϕ
− ∂x

∂ϕ

∂y

∂r
= cosϕ · (r cosϕ) − (−r sinϕ) · sinϕ = r ,

d.h. ∫

B

f (x, y) dx dy =
∫

B′

f (r cosϕ, r sinϕ) r dr dϕ.

Für diese Formel ḧatten wir eigentlich nicht den ganzen Apparat der Transformations-
formel gebraucht; die obige Abbildung zeigt uns, wie wir dieFläche des Bilds eines
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Parallelogramms exakt ausrechnen können: Variiertr zwischenr undr + h undϕ zwi-
schenϕ undϕ + k, so erhalten wir in der (x, y)-Ebene als Bild die Differenz zwischen
zwei Kreissektoren miẗOffnungswinkelk und Radiusr + h beziehungsweiser; der
Flächeninhalt ist also

1
2k(r + h)2

−

1
2kr2 = r · kh + 1

2kh2 .

Wennh undk simultan gegen Null gehen, können wirkh2 gegen̈uberkh vernachl̈assigen,
der Fl̈acheninhaltkh des Rechtecks aus der (r, ϕ)-Ebene wird also im wesentlichen nur
mit r multipliziert – genau wie es die obige Rechnung auch zeigt.

Mit dieser Formel k̈onnen wir beispielsweise noch einmal die Fläche
eines Kreises ausrechnen: Die Punkte der KreisscheibeB mit RadiusR
um den Nullpunkt haben Polarkoordinaten (r, ϕ) im Rechteck

B′ =
{

(r, ϕ)
∣∣ 0 ≤ r ≤ R und 0≤ ϕ < 2π

}
;

die Fl̈ache vonB ist also

∫

B

dx dy =
∫

B′

r dr dϕ =

2π∫

0




R∫

0

r dr


 dϕ =

2π∫

0

R2

2
dϕ = πR2 .

Im Vergleich zum letzten Abschnitt, wo wir das Integral (für R = 1) in
kartesischen Koordinaten ausrechneten und dazu die Funktion

√
1− x2

integrieren mußten, ist diese Rechnung erheblich einfacher; die Trans-
formationsformel leistet also genau das, was wir von einer verallge-
meinerten Substitutionsregel erwarten: Beigeschickter,an das Problem
angepaßter Substitution kann sie die Berechnung eines Integrals erheb-
lich vereinfachen.

Als letztes Beispiel wollen wir endlich einmal ein Integralausrechnen,
bei dem wir das Ergebnis nicht besser und viel einfacher durch elemen-
targeometrischëUberlegungen bekommen können: das Integral

I =
def

∞∫

−∞

e−x2

dx .

Man kann zeigen, daß die Stammfunktion vone−x2

nicht in geschlos-
sener Form durch elementare Funktionen ausdrückbar ist; Integration
mittels Stammfunktion ist also zwecklos. Stattdessen benutzen wir fol-
genden Trick:
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Durch Grenz̈ubergang k̈onnen wir denR2als ein unendliches
”
Rechteck“

auffassen; daher ist

∫

R2

e−(x2+y2) dx dy =

∞∫

−∞




∞∫

−∞

e−(x2+y2) dx



 dy

=

∞∫

−∞

e−y2




∞∫

−∞

e−x2

dx


 dy =

∞∫

−∞

e−y2 · I dy

= I ·
∞∫

−∞

e−y2

dy = I2 .

In Polarkoordinaten entsprichtR2 dem BereichB′ = R≥0× [0, 2π); also
ist das betrachtete Integral nach der Transformationsformel auch gleich

∫

R2

e−(x2+y2) dx dy =
∫

B′

e−r2

r dr dϕ =

2π∫

0




∞∫

0

re−r2

dr



 dϕ .

Die Stammfunktion des neuen Integrandenre−r2

ist leicht zu finden:
Aus

d

dr
e−r2

= −2re−r2

folgt sofort, daß ∫
re−r2

dr = − 1
2e−r2

+ C .

Damit können wir weiterrechnen und erhalten das Ergebnis

2π∫

0




∞∫

0

re−r2

dr



 dϕ =

2π∫

0

− 1
2e−r2

∣∣∣∣
∞

0

dϕ =

2π∫

0

1
2 dϕ = π.

Also ist I2 = π und, da der Integrand vonI überall positiv ist, folgt

I =

∞∫

−∞

e−x2

dx =
√

π .


