Kapitel 6
Mehrdimensionale Integrale

Auch im Mehrdimensionalen ist die Integralrechnung nactiliéeren-
tialrechnung das zweite Standbein der Analysiglvénd allerdingsir
Funktionen einer Vé&mderlichen Differentiation und Integration einan-
der entgegengesetzte Operationen sind, ist die Situatenkbmpli-
zierter: Die Ableitung einer reellwertigen Funktion metereVerander-
licher ist schliel3lich keine reellwertige Funktion mehondern eine
vektorwertige; so etwas wie eine Stammfunktion kann dalerfinr
Funktionen inn Variablen mit Werten ifrR"™ existieren, die sogenannten
VektorfeldernMit Vektorfeldern und Integralen déaber beschftigt sich
die Analysis IlI; hier in der Analysis Il geht es um einen lgitalbegriff,
der die Facheninterpretation des eindimensiondlestimmteintegrals
verallgemeinert. Anstelle eines Integrationsintervallsh] konnen (und
mussen) wir imR"™ natirlich sehr viel allgemeinere Mengen betrachten;
um moglichst schnell zu Beispielen zu kommeir; ie wir die bekann-
te eindimensionale Integrationstheorie verwendamien, beginnen wir
aber mit Integraleriber Quader.

81: Integration stetiger Funktionen tiber Quader

Unter einen Quader infR™ wollen wir im folgenden, wenn nichts an-
deres gesagtwird, stets eirmtgeschlossenen achsenparallelen Quader
verstehen, also eine Menge der Form

Q=][la; b= {(@1,...,2,) | a; < x; <, furallei},
=1

wobei jeweilsa, < b, sein soll. Als zugebrigen offenenQuader be-
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zeichnen wir das entsprechende Produkt der offenen Irieraéso
@ dzefg(ai’ b;) = { (2., ) ‘ a; < z; <b;furallei} .

Im Eindimensionalen sind Quader iidich einfach Intervalle; im Zwei-
dimensionalen sind sie achsenparallele Rechtecke.

Das mehrdimensionale Integral, das wir in diesem Kapitélalshten
wollen, soll insbesondere auch zur Volumenbestimmung-etesser —
zur Volumerdefinitiondienen: kir eine von krummen Bkchen begrenz-
ten Teilmenge wissen wir schliel3lich selbst im Dreidimenaien nicht
wirklich, wie wir ihr Volumen definieren sollen.

Dieses Problem stellte sich bereits den klassischen gsidudn Ma-
thematikern; auf sie geht auch der Ansatziml;, auf dem jeder heute
gebi@auchliche Integralbegriff beruht: Wirdkinen mit elementaren Me-
thoden die Volumina vieler geradlinig begrenzteadhHen und Kr-
per berechnen; durdixhaustioroderAusscldopfungkonnten EJDOX0S
(erste Hilfte des vierten vorchristlichen JahrhundertsRCAIMEDES
(287-212) und andere viele kompliziertereaétien und Volumina
zuruckfuhren auf die bekannter Polygone undrier.

Am einfachsten lassen sich dieaEhen von Rechtecken und Volumina
von Quadern berechnen; wir definieren allgemein das Volun{é)
eines Quaders iR" als Produkt seineti Kantenbngen, d.h.

(@) = (@) =[]0 —a) fur Q=]]la b].
i=1 1=1

Falls irgendein; gleich dem zugebrigenb, ist, verschwindet dieses
Produkt; solchesntartetenQuader haben also das Volumen Null. Das
entspricht insofern unserem Alltagsgebrauch des Wortaanén, als
wir auch da einem Rechteck zwar ein@¢he zuordnen; wenn wir aber
aber vom (dreidimensionalen) Volumen reden, betrachtenewials
Quader der Dicke Null und damit auch mit Volumen Null.

In der Tradition von Bbox0s, HIPPOKRATESUNd ARCHIMEDESWoOllen
wir relativ komplizierte Voluming,ausscbpfen durch Vereinigungen
von Quadern; dabei trssen wir nairlich darauf achten, dal3 sich diese
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nichtliberschneiden, zumindest nicht so, dal3 der Durchschmibtoesi-
tives Volumen hat.

Definition: Zwei Quader® und Q" heiRenvolumenfremdwenn die
zugeldrigen offenen Quader leeren Durchschnitt haben.

Nty

volumenfremd nicht volumenfremd

Als ersten Schritt in Richtung auf die Definition eineglimensionalen
Integrals definieren wir nun Integrale stetiger Funktioterr Quader
in einer zwar sehr willdrlichen, daiir aber unmittelbar zum Rechnen
geeigneten Weise:

Definition: f: D — R" sei eine stetige Funktion ur@ = [][a;, b;]
=1
sei ein inD enthaltener Quader. Dann ist

b>

bn b1
/f:/ / /f(xlw'wxn)dxl dajZ d'xn
Q

fur@ # @ und f, f = 0.

Bei dieser Definition bezieht sich jede einzelne Integratiar aufeine
Variable; wenn willberdz, integrieren, betrachten wir didrigen Vari-
ablenz; als festgehaltene Parameter. Beim innersten Intédp@ildx,
halten wir alsac, bisz,, festund integrieren nuitberz,; das Ergebnis ist
furjedes fester{— 1)-Tupel ¢,, . . ., x,,) eine reelle Zahl und insgesamt
betrachtet eine Funktion, die nun nur noch von den Variabjdnis z,,
abhangt. Die zweite Integration eliminiert auch noch die Valgax,
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und so weiter, bis wir zuletzt nur noch eine Funktion wgnintegrieren
und als Ergebnis eine reelle Zahl erhalten. Somit lassdénkmcallen
n Integralen die in Kapitel 4 entwickelten Techniken anwande

Fir konkret gegebene Funktiongrlassen sich die so definierten Inte-
grale, wie wir bald anhand von Beispielen sehen werden,tmenb-
lemlos ausrechnen — zumindest, wenn wir die Stammfunkiticiee je-
weiligen Integranden angebeinen. Ansonsten haben wir mit dieser
Definition allerdings mindestens zwei Probleme:

Erstenkonnen wir nicht sicher sein, dald das Inteditzérhaupt existiert:
Wie wir in Kapitel 4 gesehen haben, gibt es durchaus Fun&hiainer
Veranderlichen, dienicht integrierbar sind. Zwar wissen wir, dal3 jede
stiickweise stetige Funktion einer \@rderlichen integrierbar ist, und
wir habenf sogar als stetige Funktion vorausgesetzt, aber wir wissen
nicht, ob nach der ersten Integration die entstehende Eumkbn x,

bis x,, noch stetig zumindest in, ist.

Zweitenshaben wir uns willrlich darauf festgelegt, zueraber x,,
dann Uber, und so weiter zu integrieren. Wenn wir bei einer an-
deren Integrationsreihenfolge ein anderes Ergebnis bel@mwider-
spricht dies allem, was wir von einem sinnvoll definiertetegimal er-
warten. AulRerdem kann es auch aus praktischéméan gelegentlich
sehr viel einfacher sein, die Integrationen in einer anud&eihenfolge
auszutihren.

Das erste Problenaldt sich glicklicherweise recht einfaclbgen: Wie
das folgende Lemma induktiv zeigt, sindrfeine stetige Funktiorf
auch alle Zwischenintegranden stetig:

Lemma: [a, b] C R sei ein abgeschlossenes Intervall und- R 1.
Fur eine stetige Funktiori: [a, b] x D — R definiert die Zuordnung

b
o)z, [ e

eine stetige Funktio#: D — R.

Beweis:Wegen der Stetigkeit vofi insbesondere auch inintegrieren
wir fur jedes festey € D uber eine stetige Funktion; das Integral



141 Analysis Il FSs2013

existiert also. Um die Stetigkeit voR' zu beweisen, benutzen wir die
Charakterisierung durch Folgeh:ist genau dann stetig in einem Punkt
Yo € D, wenn fir jede gegen, konvergierende Folgey(),cn auch die
Folge der Funktionswerté(y,) gegenF'(y,) konvergiert, wenn es also
zu jedenme > O ein N € N gibt, so dal3F'(y,) — F(yp)| < e ist fur alle
k> N.

Wegen der Lineardt der (eindimensionalen) Integration und der Mono-
tonieregel ist

b b
F(y,) — Flyo)| = / f(,ye) d — / F(,yo) da

b

= / (fz,yp) — flx,yg) da

a

b

< / @, yp) — fa o) de,

und das knnen wir weiter absdizen, falls wir eine handhabbare obere
Schranke iir den Integranden finden. Dazu verhilft uns ein Kompaki-
heitsargument:

Wir beginnen mit der Meng® C R™ ! bestehend aug, und deny,,

mit k& € N. Diese ist kompakt, denn jede offebderdeckung( vonY’
enthalt insbesondere eine offene Mergediey, entralt. Damit entkalt

U auch firirgendeire > O alley € R* ' mit ||y — yo|| < €, also gibt

es wegen der Konvergenz der Folgg)(.cy gegery, ein N € N, sodald

y, € U fur allek > N. Damit entfalt U alle y,, mit hochstens endlich
vielen Ausnahmen.ilir jede dieser Ausnahmen gibt es (mindestens) eine
offene Mengé/ € 4, in der sie enthalten ist; also gibt es eine endliche
Teiliberdeckung vo&.

Somit ist Y nach dem Satz von HNE-BOREL abgeschlossen und
beschankt, und damit gilt nairlich dasselbe auchif [a, b] x Y, so
daf3, wieder nach dem Satz voeINE-BOREL, auch diese Menge kom-
pakt ist. Nach dem letzten Lemma aus Kapitek%a) ist die stetige
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Funktion f daher auf der Teilmenge [ b] x Y gleichmaldig stetig. Es
gibt somit zu jedema > 0 eind > 0, so daldf(z,y) — f(z*,y")| < ¢
ist fur alle (¢, y), (z*,y™) € [a, b] x Y mit

H(xay) - (x*7y*)Hoo = maX{|.CE - 33*‘ ’ Hy — y*Hoo} < 5 '

Dies gilt insbesondereif alle Punkte, y,) und @, y,) aus , b] x Y
mit ||yo — vill., < 0, und wegen der Konvergenz der Folgg ).cy
gegeny, gibt es einN € N, so dal} diesifr allek > N erfullt ist. Fur
diesek ist daher auchf(z, yo) — f(x,y,)| < € fur allex € [a, b].

Um nun die Konvergenz der Folge d&(y,) gegenF'(y,) zu beweisen,
betrachten wir irgendeia > 0. Wie wir gerade gesehen haben, gibt es
dazu einN € N, so dal3

(2, 90) — flz,u,)| < bL fir allek > N und allez € [a, b].
—a

Damit ist nach der ersten Absatzung dieses Beweisdsf > N auch
b

| F(y) — F(yo)| S/bj

a

die Folge konvergiert also gegéf{y,) und F' ist stetig iny,. Day, € D
beliebig war, istF’ stetig aufD.

dr =¢,

Auch furunserer zweites Problem brauchen wir als ersten Scheiter
Losung ein Lemma nach Art des gerade bewiesenen, jetztiatisrd
fur differenzierbare Funktionen, wobei wir uns auf aahst aufR?
beschanken wollen:

Lemma: I C R seiein nicht notwendigerweise endliches Intervall, und
die Funktionf:[a, b] x I — R erfulle die beiden Bedingungen

1.) Hirjedesy € I ist die Funktionr — f(x,y) stetig auf i, 0]

2.) Die partielle Ableitungf, existiert in jedem Punkta(y) aus
[a, b] x I und ist dort stetig. Dann definiert die Vorschrift

b
FO) 2, [ e
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eine in jedem Punky € I stetig differenzierbare Funktiolh und

b
F@:/@wmm.

Beweis:Wir beschanken uns zuichst auf den Fall, daB = [c, d]
ein kompaktes Intervall ist und zeigen, daf3 der Differequetient fir
h — 0 gegen das rechtsstehende Integral konvergiert, d.h.

lim F(yg+h) — F(yo)
h—0 h

b
:/@w%mﬁ

fur alley, € [c, d]. Liegt auchyy + A in [c, d], konnen wir den Zhler
schreiben als

b b
F%+m—ﬂw:/}m%+MM—/}m%Mx

b

5/wwwwM—f@ym¢n

Da f beziglichy eine Stammfunktion vorf,, ist, konnen wir den Inte-
granden weiter ausrechnen als
Yot+h

F@+h) = S = [ f,Gody,
Yo
und nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung aus Kbhpjtsa3)
gibt es eind € [0, 1], so dal3 dieses Integral gleidlf, (x, yo + 0h) ist.
Somit ist

f(x7y0 + h) - f(x7y0) = hfy(CC,yo + Hh) ’
also

F(yo + h) — F(yo)
h

b
= [ £y o1y da

Wir missen zeigen, dald wir beim Grémmergang: — 0 auch rechts
einfachh = 0 setzen &nnen. Dazu verwenden wir die Kompaktheit
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von [a, b] X [¢, d]: Nach Voraussetzung ist, dort stetig, also wegen
der Kompaktheit nach dem letzten Lemma aus Kapit€)4a) sogar
gleichmalig stetig. Daher gibt es zu jedem> 0 eind > 0, so dal}

£, y) — f,@@* y")| <n falls|(z,y) — (@, y")]o <6

Insbesondere istalsg(x, yo + 0h) — f(z, )| < n, falls|0h| < §, also
erst recht, wenmh| < ¢ ist. Somit ist

b
FaotD=F60 1 )0,

b b
= / £, yo + O1) di — / £, yo) de

b
g/yfy(a:,yowm—fy(x,yo)! dz <1 (b—a)

fur alleh mit |h| < 0.

Zum Abschlu3 des Beweisesirfkompakte Intervalle betrachten wir
irgendeins > 0 und setzem = ¢/(b — a). Fur |h| < § ist dann

b
F(yo+h) — F(yo)
h _/fy

(z,y0)dz| <m-(b—a)=e,

das heif3t

h—0 h

b
= / F (e yo) dec

Damit ist die Differenzierbarkeit voR und auch die behauptete Formel
fur F' gezeigt.

Bleibt noch der Fall, daB kein kompaktes Intervall ist. Dann liegt trotz-
dem jedeg, € I in einem kompakten Teilintervall, da die Behauptung
fur alle Punkte aus diesem Teilintervall richtig ist, gik ansbesondere

fur y,, also, day, beliebig war, @ir alle Punkte aus.
|
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Damit kdnnen wir nun zeigen, dafld das oben definierte Integral einer
stetigen Funktioruiber einen Quader unadihgig ist von der Integra-
tionsreihenfolge. Wir betrachten zachst den Fall einer stetigen Funk-
tion zweier Variablen; hier ist die Behauptung die folgeisdawache
Form des Satzes voruBINI:

Satz: Fur jede stetige Funktioii: [a, b] x [¢, d] — R ist
b

/(/df(x,y)dy> das:/d(/bf(a:,y)da:> dy.

a (& a

Beweis:Wir betrachten die beiden Funktionen

xT

Fe= [ ( /d f(f,y)dy) d¢ und G(x) = /d ( / f(f,y)d€> dy

die Behauptung ist danéquivalent zur Gleichung’'(b) = G(b). Nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung uen bleiden
vorigen Lemmata ist

d
F/(z) = / f(e,y)de = C'(@),

F undG unterscheiden sich als@bhstens um eine additive Konstante.
DaF'(a) = G(a) = Oist, mul3 diese aber verschwinden, &) = G(x)

fur allex und damit insbesonderarfz = b. .
Wie einige Beispiele aus ddmbungen zeigen, kann sich der Aufwand
fur die Berechnung der beiden Seiten der Gleichung im SatZ-ven
BINI deutlich unterscheiden; der Satz hat also durchaus auktiqutze
Bedeutung. Um ihn auf Funktionen ven> 2 Variablen zu verallge-
meinern, beachten wir, dal} sich jede Permutatiotler n Variablen
xq,...,x, als Produkt von Transpositionen schreib&fdt| d.h. also als
Produkt von Vertauschungen zweier Variablgnund z,;. Tatsachlich
konnen wirr sogar als Produkt von Vertauschungen benachbarter Vari-
ablen schreiben: Bezeichneamlich ¢ 7) fur: < j die Vertauschung
vonz,; undz;, so ist die Hintereinanderausfrung § j+1)( 7)(j j +1)
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gleich (¢ 5 +1). Somit folgt induktiv, daf3 sich die Transpositiary{ mit
i < j schreibendf3t als

G—=1)0G—-27) - (+1i+2)ei+1)@¢+1i+2)---(j—257—-1)G—1).

Auf die Vertauschung zweier benachbarter Variablénrien wir aber
den gerade bewiesenen Satz anwenden.

Daher lonnen wir in der Formel
b>

/Qf:/bn / /blf(azl,...,:rn)dxl da, | - | dz,

2

die Reihenfolge den Integrationen beliebig permutieren.

Der italienische Mathematiker @o FuBINI (1879—
1943) arbeitete zurchst auf dem Gebiet der Differen-
tialgeometrie, interessierte sich dann aber immer mehr
fur analytische Themen wie Differentialgleichungen
und Funktionen mehrerer komplexer ®ederlicher.
1901 wurde er Professor in Catania auf Siziliergtep

in Genua und ab 1908 in Turin, wo er blieb, bis er
1939 trotz seiner angegriffenen Gesundheit wegen des
italienischen Faschismus nach USA emigrierte und ans
Institute for Advanced Study in Princeton wechselte.
Der hier zitierte Satz ist zwar sein bekanntestes, aber
ganz sicher nicht sein bedeutendstes Ergebnis.

Damit sind beide der gleich nach der Definition ahmten Probleme
gelost, und wir lbnnen unbesorgt mit den so definierten Integral rech-
nen. Wir wollen als Achstes einige zwar ziemlich offensichtliche, aber
dennoch zu beweisende weitere Eigenschaften zusamnienstel

Zerlegungsregel: Laldt sich der Quadeap als Vereinigung der paar-
weise volumenfremden Quad@y, . . ., (.. schreiben, so ist

Zum Beweisschreiben wir

Q=[[la;, ] und Q;=]]la¥, b].
=1 =1
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Im Falle n = 1 haben wir dann einfach ein Zerlegung des Intervalls
[a;, b4] in Teilintervalle; durch Umordnung dep; konnen wir errei-
chen, daf3
a, = a(ll) < b(ll) = a(lz) < b2 = a(13) <... < b(f_l) = a(lr) < b(f) =b,
Ist, und wie wir aus Kapitel 4 wissen, ist
b(J)

/ f(xl)dasl—z / F(xy) dzy .

Jl(a)

Leider kbnnen wir diese Zerlegungifn > 1 nicht einfach durch die
Definition durchziehen, denn unsere Quaderzerlegung neii won
festen Zerlegungen der Intervalle;[ b,] induziert sein. Wir knnen
sie allerdings so verfeinern, dafl3 dies der Fall ist, indemdmra Qua-
der@, noch weiter zerlegen:¥ jedes: betrachten wir die Menge der

samtlichena’ und®’ und ordnen sie der ®Re nach zu einer Folge
a; = < Cp < ... < ¢y =y,

wobei wir mehrfach vorkommende Zahlen nur einfachilo&sichtigen.
Dann betrachten wir die (in der Zeichnung gestrichelfgtl), », Quader

der Form
-
[leijs el
=1

oooooo

----------

Auch sie bilden eine Zerlegung des Quad@rsglurch paarweise volu-
menfremde Teilquader, undif jeden der Quade®, bildet die Teil-
menge jener Quader, die i; liegen, eine Zerlegung vof;, die
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ebenfalls von dieser speziellen Form ist. Es igggndaher, wenn wir
zeigen, dal3 die Behauptungrfdiese spezielle Zerlegung vap gilt,
und da folgt sie induktiv aus der Definition vqﬁ(b f und der obigen

Formel ur den Falln = 1. .

Monotonieregel: Ist f(x) < g(z) fur allex € @, so isth f< fQ g.
Insbesondere i#thf‘ < Jolfl-

Beweis:Fur den eindimensionalen Fall kennen wir die Monotonieregel
aus Kapitel 4; die Verallgemeinerung awidimensionale Quader folgt
aus der Definition voan f sofort durch vollsindige Induktion. Die
Aussageéiber den Betrag wiederum folgt daraus wegen der Ungleichung
~le| <z < Jal. .

Aus den beiden vorigen Regeln folgt sofort

Korollar: f: D — R sei stetig und nichtnegativ ai? C R", und die
Quaden), @4, ..., Q, seien Teilmengen voDh.
a)lst CQ,U---UQ,, soist

/fs fro | g
Q Q1 Qr

b)IstQ,U---UQ, € Q und sind die?), paarweise volumenfremd, so

ist
[gen [ <[ 1

Beweis: a)Durch Unterteilung knnen wir annehmen, daB die Ver-
einigung gewisser volumenfremdgr ist; dann isth f die Summe der
entsprechendefbi f. Die restlicheanj f sind wegen der Nichtnega-
tivitat von f allesamt gol3er oder gleich null.

b) Hier kobnnen wir durch Unterteilung annehmen, da@ie volumen-
fremde Vereinigung de€); zusammen mit einigen weiteren Quadern
Q; C Qist. Dan, f > 0 fur allej, folgt auch hier die Behauptung.

J |
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Linearitat: Fur zwei stetige Funktionefi, g: D — R unda, b € R gilt
fur einen Quadef) c D C R"

/Q(af+bg)=a/Qf+b/Qg-

Der Beweisfolgt induktiv aus der entsprechenden Aussage im Eindi-

mensionalen. .

Lemma: Firjedesc € R ist fQ c=c-u(Q).

Beweis:Auch dies folgt induktiv aus dem entsprechenden Lemima f

den eindimensionalen Fall
b

/cda::c(b—a).

a
|

Damit haben wir Integraléber Quader recht gut verstanden; oftseen

wir abertber allgemeinere Teilmengen v integrieren. Als ersten
Zwischenschritt in Richtung auf entsprechende Integrateslohten wir

stetige Funktionen, die aul3erhalb eines Quaders versdbwin

Definition: a) Fur eine TeilmengeX C R™ ist derAbschluRX von X
die kleinste abgeschlossene Teilmeng€& R™, die X enthalt, d.h. der
Durchschnitt aller abgeschlossener Teilmengeg R", die X enthal-
ten.

b) f: D — R seieine stetige Funktion alif C R™. DerTragervon f ist
der Abschlul3 der Menge allerc D, fir die f(x) nicht verschwindet,
d.h. die Menge Tif) = {z € D | f(z) # 0}.

c) Eine stetige Funktionf: D — R heil3t Funktion mit kompaktem
Trager,falls Tr(f) eine kompakte Teilmenge vad" ist.

d) C°%D,R) ist die Menge aller stetiger Funktioneh — R und
K°(D,R) die Teilmenge der Funktionen mit kompaktenager.

C%(D, R) ist ein Vektorraum, da jede Linearkombination stetigenEu
tionen wieder stetig ist, un&°(D, R) ist ein Untervektorraum, denn
der Trager einer Linearkombination zweier Funktiongm ist enthalten
in der Vereinigung der Bger vonf und vong. Bei der Definition eines



Kap. 6: Mehrdimensionale Integrale 150

moglichst allgemeinem-dimensionalen Integrals werden die Funktio-
nen mit kompaktem Byger im folgenden die gleiche Rolle spielen wie
die Treppenfunktionen bei der Definition desERANN-Integrals Gr
Funktionen einer V@nderlichen.

Da jede kompakte Teilmenge vdi* beschénkt ist, liegt sie insbeson-
dere in einem Quader{if eine Funktionf: R" — R mit kompaktem
Trager gibt es also einen Quad@rC R"™, so dal3f(x) = 0 fur alle

x Z Q). Da f nach Definition stetig auf gari®™ und damit insbesondere
auch aufQ ist, existiert das Integralber@ und wir definieren

/nf=/Qf-

Diese Definition ist nur sinnvoll, wenn wir zeigeidiknen, daf? sie nicht
vom Quader() abhangt; das ist aber einfach, denn si@d@ zwei
Quader, die den &ger vonf enthalten, so liegt der &ger auch im
Quader N @ Wie im Beweis der Zerlegungsregeainen wir Quader
Qq,...,Q.undQy,...,Q, finden derart, daR

Q=@QNQIUQU...UQ, und Q=@QNQUQU...UQ,
ist. Da die@, und die@j disjunkt zum Tager vonf sind, verschwindet
das Intergral vory Uber diese Quader; nach der Zerlegungsregel ist also

/Qf:/Qm@f:/@f.

Fur die Konstruktion allgemeinerer Integrale wollen wir atstes Inte-
grale allgemeinerer als der bisher betrachteten FunktidberR" de-
finieren; danach wollen wir audlber allgemeinere Teilmengen vt
integrieren.

Fur beides ist es wichtigk°(R”, R) zu einemnormiertenVektorraum
zu machen. Dazu definieren wir gleich zwei Normen, von dengn w
gleich sehen werden, daf3 die nidofuivalemnt sind.

Die erste Norm, die t-Norm ist definiert als

1= [ 11

nach Definition einer Funktion mit kompaktemaber existiert dieses
Integral fur jede Funktion mit kompaktem ager.



151 Analysis Il FSs2013

Als zweite Norm aufK °(R", R) betrachten wir die Supremumsnorm

£l = sup{|f(z)| | z € R"}.

Fir Funktionen mit kompaktem @ger ist das Supremum des Betrags
uberR™ gleich dem Supremum vdrf(z)| uber den kompakten @ger,
denn auch f(z)| ist eine stetige Funktion. Da diese auf jedem Kom-
paktum ihr Maximum annimmt, ist dieses gleich dem Supremuss;
besondere exitisert also ein Sopremum.

Wir bezeichnen den normierten VektorrauliP(R™, R) mit der L!-
Norm alsK? 1(R™ R); mit der Supremumsnorm bezeichnen wir ihn als
K (R™,R). Bediglich keiner der beiden Normen ist der Vektorraum
vollstandig:

Betrachten wir etwa die Folge der FunktiongnR — R mit

0 fallsz ¢ (O, 2)
Rz faIISO<x§k
I@) =9 1 falls: <z <2 1
k2—1) falls2—L<z<2

o ¢ 1 —12

Sie konvergiert punktweise gegen die FunktfoiR — R mit

_ [0 fallsz ¢ (0, 2)
fx) = { 1 fallsz € (0, 2)

denn fir jedesz € (0, 2) gibtes einV € N, sodalf <z <2— ;

fur alle k > N. Diese Funktion ist unstetig an den Sprungstellen bei
z = 0 undz = 2, liegt also insbesondere nicht K°(R, R). Trotzdem

ist die Folge derf;,, eine QwcHy-Folge, denniir ¢ > k stimmen die
Funktionenf, und f; Uberein aul3er in den beiden Intervallen é() und
(2— 1, 2). Diese haben jeweils digidihger, und da alle Funktionswerte
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in [0, 1] liegen, ist dory f,(z) — f.(x)| < 1. Daher ist

1 fe = fells = /R | fo — fil

1/k )
- / | fo(z) — fio(@)| dz + / fo(2) = fu(@)] dz < %
0 2—-1/k

Wahlen wir also zu vorgegebenem> 0 ein N € Nmit 2/N < ¢, S0
ist || f, — fill < efurallek,¢ > N, die Folge (;);,cy ISt somit eine
CAaucHY-Folge befiglich der l1-Norm, konvergiert aber nicht gegen
eine Funktion aug°(R, R).

Beziglich der Supremumsnorm isf,(),.cy keine GWucHy-Folge, denn
furk < Cist f,(3) — f,.(3) = 1— %, und das istiir ¢ > 2k stets goRer
als % Damit ist insbesondere klar, dal3 unsere Normen réighivalent
sind, denraquivalente Normeriihren zu denselbensDcHy-Folgen.

Es gibtallerdings auchATicHY-Folgen beiglich der Supremumsnorm,
die nicht gegen ein Element vai®(R, R) konvergieren. Als Beispiel
betrachten wir die Funktioneg(z) = e~ und, fur jedesk € N,

2

e ® falls |z| < k
9@ =4 e (|k+1) — |z|) fallsk <|o| <k+1-
0 sonst

Offensichtlich liegen allgy, in K°(R,R), denn sie sind stetig und der
Trager -k — 1, k+ 1] istkompakt. Br ¢ > kist|g,(z) — g, (z)| < e *
fir alle z € R, also ist||g, — g,|| < e fir allek,¢ > N und
wie haben eine 8uUcHYy-Folge beiglich der Supremumsnorm. Da die

Grenzfunktiong fur kein z € R verschwindet, hay aber nairlich
keinen kompakten H&ger.

Man kdnnte die Unvollsindigkeit vonk °(R, R) beziglich beider Nor-
men als Nachteil sehen, tathlich aber das genaue Gegenteil der Fall:
Die Funktionen, die uns wirklich interessieren, habenis@hch nur

in den seltenstendfen kompakte Tager, und zumindest gelegentlich
mussen wir auch Funktionen mit Sprungstellen betrachteispigds-
weise bei Kostenfunktionen mit Rabattstaffeln. Wie wireelverden,
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lassen sich fast alle solche Funktionen als Grenzwerte Tty -
Folgen von Funktionen mit kompaktemaber beiglich der L:-Norm
realisieren; die zur Vollgindigkeit vonK(R, R) ,fehlenden” Funktio-
nen sind also genau die Funktionen, die uns interessieren.

82: Das Lebesgue-Integral auR™

Bei der Definition eines mehrdimensionalen Integrals wolle gleich-
zeitig auch das eindimensionale Integral noch etwas geEnaéinern.
Beim REMANN-Integral lernten wir die IRICHLETSche Sprungfunktion

R—R
I xH{l fallsz € Q

O sonst
kennen als Beispiel einer nicht integrierbaren FunktioenWwir sie
uber irgendeinem Interval&[ b] durch Treppenfunktionen approximie-
ren, nissen wir @ir die REMANNSchen Obersummen stets Stufen der
Hohe eins vithlen und @ir die Untersummen Stufen debHe null, denn
in jedem noch so kleinen Intervall positiveadhge gibt es sowohl ratio-
nale als auch irrationale Zahlen.

Nun gibt es aber nur aBhlbar viele rationale Zahlen,alrend die irra-
tionalen Zahlen nicht ald@hlbar sind. Wenn wir ein Integral wollen, das
mit Grenzwerten vertauschbar istiissen wir daher auch denrcH-
LETschen Sprungfunktion ein Integral zuordnen: Eitichp: N — Q
eine AbAhlung der rationalen Zahlen, eine bijektive Abbildungats
konnen wir fir jedesn € N eine Funktionf, : R — R definieren durch
_J1 fallseseink <ngibtmity(k) ==z

Jul@) = {O sonst '
Da f,, somit nur an den endlich vielen Stellexfl), . . ., ©(n) von Null
verschiedenist, ist, RIEMANN-integrierbar, und das Integriaber jedes
(endliche oder unendliche) Intervall verschwinder R — oo kon-
vergiert die Folge der Funktioneil gegen die IRICHLETSChe Sprung-
funktion, denniir die beziglich der AbAahlung durchy n-te rationale
Zahlx = p(n) ist fi.(z) = 1 fur allek > n, und fur irrationale Zahlen
verschwinden allg,.. Wenn wir also ein Integral sucheiiirfdas gilt

b b
lim / fn(:r)da::/ nli_r)noofn(x)da:,

n—oo
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dann nilssen wir auch Integranden wie digRIZHLETSChe Sprungfunk-
tion zulassen und ihiif jedes Intervall das Integral Null zuordnen.

Dazu definieren wir nun die sogenannten Nullmengen; dasrssdliche
Teilmengen vorR™ sein, auf die es bei der Integration nicht ankommit.

Definition: Eine TeilmengeZ C R™ heil3t Nullmenge,wenn es zu
jedeme > 0 Quader®),, @, . . . gibt derart, daf3

Z C UQk: und ZM(Qk)<5-

E>1 k>1

Man beachte, dal3 die Folgg,, (), ... nicht endlich sein muf3; wir
konnen auch ald@hlbar unendlich viele Quader nehmen. Deshalb ist
beispielsweisd) C R eine Nullmenge, denn wirdanen fir eine bi-
jektive Funktionp:N — Q als,,Quader‘@, einfach das einpunktige
Intervall [p(k), ¢(k)] nehmen. Genauso folgtauch allgemeiner, jéd@
endliche oder al&hlbare Teilmenge voR™ eine Nullmenge ist.

Umgekehrt muf3 nicht jede Nullmenge a@bibar sein: Beispielsweise
ist auchZ = R"~! x {0}, also die Menge aller Punkte al&&' mit
letzter Koordinate Null eine Nullmenge, denn sie wiitlserdeckt durch
die Quader

Q :L—k, k]l x ---[—k, klx[o, 0],

n—1 IEraktoren

die allesamt das Volumen Null haben. Damit ist auch die Sumhnss
Volumina Null und somit kleiner als jedes vorgegebene 0.

Ein Quader mit von Null verschiedenem Volumen kann dageaegine
Nullmenge sein: Nehmen witkif ¢ beispielsweise das halbe Volumen
des Quaders, so kann es ugtich eineUberdeckung durch Quader
geben, deren Volumina sich zu einer Summe von kleireddieren.

Gelegentlich wird es einfacher sein, statt mit kompakteadgun mit
Wiirfeln oder mit offenen Quadern zu arbeiten; das ist auchlenolos
moglich nach dem folgenden

Lemma: Fur eine Teilmengel C R" sind folgende Aussageiquiva-
lent:
a) A ist eine Nullmenge.
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b) Fur jedese > 0 gibt es offene Quade&p,, ), ... derart, dal¥ in
der Vereinigung alle), enthalten ist und die Summe der Volumina der
samtlichen@), kleiner ist als.

c) Fur jedese > 0 gibt es Wirfel W, W,, ... derart, da4 in der
Vereinigung allerlW, enthalten ist und die Summe der Volumina der
samtlichenWV; kleiner ist alsz.

Beweis:Natirlich folgta) ausc), denn jeder Wirfel ist insbesondere ein
Quader. Genauso schnell folgt ausb), denn hier knnen wir einfach
die offenen Quadeap), durch ihre Absclilsse ersetzen.

Fir die Umkehrungen gehen wir aus von einer NullmeAgend einem
e > 0. Dazu gibt es Quadé),, )., . . . derart, dal in der Vereinigung
aller @, enthalten ist und die Summe der Volumina da@mglichen@),
kleiner ist als:= /2.

Zum Beweis vorb) ausa) betrachten wir jeden Quader

Q, =lay, byl x -+~ x [a, b,] auch Q; = (dy, by) x --- x (d,b,),
wobei d,, und b, jeweils so gewthlt sind, dafk] < a, < b, < b, ist
undb, — a, < V2 (b, — a,). Dann istQ; ein offener Quader, dep,
enthalt und lochstens das doppelte Volumen v@n hat. Somit ist die
Summe der Volumina dep; kleiner alse, undb) ist bewiesen.

Zum Beweis vorc) iaus a) konnen wir fast genauso vorgehen; jetzt
wahlen wir aber diea;, b, so, dal3 sie rationale Zahlen sind und im
ubrigen dieselben Ungleichungenidlén wir oben. Dann ist

Q; =[ag, byl x -+~ x [a,, b,]
zwar kein Wirfel, aber eine Vereinigung volumenfremdeti#él: Be-
zeichnetV den Hauptnenner allé, — a,., so kbnnen wir jeden Quader

@i unterteilen in Wirfel der Kanteriinge ¥ N, und die Summe der
Volumina der amtlichen so erhaltenen ii¥fel ist gleich der Summe der

Volumina aller@;, also kleiner als.
|

Einige weitere elementare Eigenschaften von Nullmengaahisn fol-
genden Lemma zusammengefal3t:

Lemma: a) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.
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b) Die Vereinigung endlich oder abhlbar vieler Nullmengen ist wieder
eine Nullmenge.

Beweis: a)stY C ZundZ C R" eine Nullmenge, so gibt esiif jedes
e > 0 eine Folge von Quader, , so dal¥ in der Vereinigung alle€),,

liegt und die Summe der Volumina@,) kleiner ist alsc. DaY in Z

enthalten ist{iberdecken di€), auchY'.

b) Z,, Z,, ... seien endlich oder aBhlbar viele Nullmengen. Zu jedem
e > 0 gibtes danniir jedesZ; Quadei,, Q;,, . . . derart, dal¥, in der
Vereinigung dieser Quader enthalten ist, und die Summe demma
(Q;;) ist Kleiner alse /2. Nehmen wir nun all€);; zusammen, so ist
die Vereinigung deZ, darin enthalten und die Summe der Volumina

ist kleiner aIsZ% = . Somit ist auch die Vereinigung def; eine
=1
Nullmenge.
|

Lemma: Eine Nullmenge hat keine innere Punkte. Insbesondere ist
keine nichtleere offene Menge Nullmenge.

Beweis:Ein Punktz € Z C R" ist bekanntlich genau dann ein innerer
Punkt, wenn es eia > 0 gibt, so dal’ auch alle Punkiec R"™ mit

|z — || < ein Z liegen. Da alle Normen alf” aquivalent sind, gibt es
dann auch eia > 0, so dal3 diedir die Maximumsnorm giltZ entralt
also fur ein gewisses > 0 den offenen Wirfel aus alleny € R™ mit

|z — vy, < ¢e,insbesondere also auch den abgeschlosseriefeldus
alleny € R™ mit ||z — |, < /2, Dieser ist aber, wie wir uns oben
uberlegt haben, keine Nullmenge. Damit kann addteine Nullmenge
sein, denn nach dem vorigen Lemma istjede Teilmenge einéniinge
selbst eine Nullmenge. Da jeder Punkt einer offenen Mengerar
Punkt ist, kann damit auch keine nichtleere offene Mengdnharige
sein. .
Wie wir oben gesehen haben, ist die duich= 0 definierte Hyperebe-
ne inR" eine Nullmenge. Entsprechend sollte man erwarten je@d&
Teilmenge einer Dimension echt kleineNullmenge ist. Bevor wir so
etwas beweisendanen, nii3ten wir aber zuallererst einmal wissen, was
die Dimensionen eindbeliebigenTeilmenge vonR™ ist. Wir konnen
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nicht einfach sagen, eine TeilmengeC R" seim-dimensional, wenn
sie sich als Bild einer Teilmengé = ¢(B) einer injektiven Abbildung
einer TeilmengeB C R™ darstellen&3t, denn durch eine Variante des
aus Kapitel 1 bekannten erstemaNd orRschen Diagonalverfahrena(3t
sich zeigen, daR undR? gleichnmichtig sind, daR es also eine bijektive
AbbildungR — R? gibt. Mit vollstandiger Induktion folgt dann leicht,
daR esiir beliebigen, m € N auch eine bijektive Abbildung™ — R"
gibt.

Als nachsten Versuchdanten wir verlangen, dal3 die Abbildung
stetig sein soll. Leider bekommen wir auch damit Probleme, zumin-
dest wenn wir auch surjektive Abbildungen an Stelle vonkbiyen
zulassen: 1890 konstruiertefGEPPEPEANO eine stetige surjektive Ab-
bildung ¢: [0, 1] — [0, 1] x [0, 1]. Die Idee dazu, in einer 1891 von
DaviD HILBERT angegebenen Vereinfachung, ist folgende: Wir teilen
Im ersten Schritt sowohl das Intervdll= [0, 1] als auch das Quadrat
Q@ =10, 1] x [0, 1] invier gleich grol3e Teilintervallezw.-quadrate. Bei

I soll dasi-te Teilintervall einfach das vorni ¢ 1)/4 bisi/4 sein, bel)
wird die Sache etwas komplizierter, denn wir wollen eineddigilung,

bei der dag-te Quadrat stets benachbart zunt {)-ten ist. Das &nnen
wir zum Beispiel durch das Schenfid @2 erreichen.

Furk > 1 gehenwirvondervorhandenen Unterteilung/désn Schritts
aus und unterteilen wieder jedes einzelne Intervall odexdfat in vier
Teile, so dall Quadrate mit aufeinanderfolgender Nummeadbdrart
sind. Im zweiten Schritt &nnten wir dazu nach dem Schema

QG Q? QlO Qll
Qs Qg Q9 Qp
Qs Qs Qup Q3
Ql QZ QlS Q16

vorgehen: Die ersten vier Quadrate deten Unterteilung sollen im
ersten deri — 1)-ten liegen, die &chsten vier im zweiten, und so weiter.
Damit auch noch nach der Unterteilung aufeinanderfolge€paigdrate
benachbart sind, issen wir bei der Vierteilung darauf achten, dal3 das
jeweils vierte Teilguadrat an dasachste Quadrat der vorigen Stufe
angrenzt; die Numerierung der neuen Quadrate kann alsbimater
nach dem Schemgi gj erfolgen, sondern wir ssen beispielsweise
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auch die relative Reihenfolg%‘; 82 verwenden.

Jeder Punktz € I kann nun definiert werden durch eine Intervall-
schachtelung aus Intervalleh,, wobei.J, eines der Teilintervalle der
k-ten Stufe ist. (Bei Punkten der Foriyi4® haben wir hier mehrere
Moglichkeiten, was jedochif das Ergebnis irrelevant ist.) Die Abbil-
dung wird nun so konstruiert, dal? da Intervall dek-ten Unterteilung
auf dasi-te Quadrat dek-ten Unterteilung vor() abgebildet werden
soll. Manuberlegt sich leicht, dal3 wir dadurch eine Folge von ineinan
der enthaltenen Quadraten bekommen, deren waagrechtenkrdshte
Kanten jeweils Intervallschachtelungéir feelle Zahleny und z sind.

Mit der Definitiony(z) = (y, z) ist die HLBERTsche Kurve erldrt, und
man kann ohne gi3ere Schwierigkeiten zeigen, dal} sie alle behaupteten
Eigenschaften hat ist brigens auch ein Beispiel einer stetigen, aber
nirgends differenzierbaren Funktion.

GUISEPPEPEANO (1858-1932) war Sohn eines Land-
arbeiters und wuchs auf einem Bauernhof nahe Cu-
neo im Piemont auf. 1870 brachte ihn ein Bruder sei-
ner Mutter nach Turin, wo er weitéfirende Schulen
und schlieB3lich die Universit besuchte. Dort wurde
er 1880 Assistent und 1890 Professor. Bekannt ist
er unter durch einen Existenzsair fLosungen von
Differentialgleichungen und ein Beispidlif nichtein-
deutige losungen. Die béhmten RANO-Axiome fur

die natirlichen Zahlen vdiffentlichte er 1889, und zwar
aus unerfindlichen @nden in lateinischer Sprache.
Spater beschéftigte er sich vor allem mit Logik.

DavID HILBERT (1862—-1943) wurde in 8nigsberg ge-
boren, wo er auch zur Schule und zur Univéisging.

Er promovierte dort 1885 mit einem Thema aus der
Invariantentheorie, habilitierte sich 1886 und bekam
1893 einen Lehrstuhl. 1895 wechselte er an das dama-
lige Zentrum der deutschen wie auch internationalen
Mathematik, die Universitt Gottingen, wo er bis zu
seiner Emeritierung im Jahre 1930 lehrte. Seine Ar-
beiten umfassen ein riesiges Spektrum aus unter an-
derem Invariantentheorie, Zahlentheorie, Geometrie,
Funktionalanalysis, Logik und Grundlagen der Mathe-
matik sowie auch zur Relativtstheorie. Er gilt als einer
der Vater der modernen Algebra.
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Das Beispiel der von EANO und HLBERT konstruierten Kurven zeigt
insbesondere, dal3 das Bild einer Nullmenge unter einegetefbbil-
dung keine Nullmenge mehr sein mul3: Identifizieren wir daf&itsin-
tervall mit der Menge aller Punkte:(0) € R2 mit 0 < z < 1, so ist
dies eine Nullmenge; das Bild dieser Menge unter der obestkaiarten
stetigen Abbildung#, 0) — o(x) aber ist ein Quadrat mit Seitémige
eins, also definitiv keine Nullmenge.

Solche Beispiele sind nicht mehiglich, wenn wir an Stelle der blo3en
Stetigkeit eine sogenannteriscHITZBedingung fordern:

Definition: Die Funktionf: Z — R™ aufder Teilmengel C R" erfullt
eine LUPSCHITzBedingung mit LpscHITzKonstanteh > 0, wenn fir
allex,y € Z qilt:

1F@) = FWlloe <Az =yl -

Ist Z eine offene Menge, so ist eine solche Funktion nicht nurgstet
sondern sogar gleich@iig stetig, denniir jedes:s > 0 gilt furé = ¢/,
daB||f(z) — f(y)l.. < eistwannimmerz —y|_ < §ist.

RUDOLF OTTO SIGISMUND LIPSCHITZ (1832-1903)
wurde in Konigsberg geboren und starb in Bonn; er
lehrte an den Universiten Berlin, Breslau und Bonn.
Am besten bekannt ist er durch die gerade definierte
LipscHITzBedingung diefir die Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losungen von Differentialgleichungen eine
grofRe Rolle spielt. Sein Hauptarbeitsgebiet waren Diffe-
rentialgleichungen und andere Hilfsmittel der mathema-
tischen Physik,beispielsweise Matrizengruppen. Seine
Arbeitenuber dynamische Systeme haben wichtige An-
wendungen in der Himmelsmechanik.

Lemma: Erfillt die Abbildungf: Z — R" eine LPSCHITZBedingung
und istZ C R"™ eine Nullmenge, so ist aucf(Z) eine Nullmenge.

Beweis: \ sei eine lpscHITzKonstante @ir f und @ C R™ sei ein
kompakter Wirfel. Wir wollen uns als ersteiberlegen, dal3 das Bild
F£(Q N Z) in einem Wirfel Q liegt mit u(Q) < (2\)"u(Q). FallsZ N Q
leer ist, gibt es nichts zu beweisen; andernfallstsein Punkt aus dem
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Durchschnitt. Ist: die Kantenhnge von), so erfillt jeder Punkiy € @
die Ungleichung|lz — y|| ., < a, denn in keiner den Koordinaten
konnen sich zwei Punkte einesiWels um mehr als, unterscheiden.
Wegen der IPscHITzBedingung ist dahefif alley €¢ QN Z

1f(@) = fW)lo S Allz =yl = Aa.
Somit liegen alle diese Punkte imifel

Q={z eR" || f(@) - 2|, < Aa}
mit Mittelpunkt f(z) und Kanterdinge 2a. Sein Volumen ist

Q) = (2xa)" = (20)"a" = (20)"u(Q) ,
wie behauptet.

Um nun zu zeigen, daff(Z) eine Nullmenge ist, geben wir uns ein
e > 0 vor. DaZ eine Nullmenge ist, &nnen wir Wirfel 01, @5, . ..
finden, so daf¥ in der Vereinigung dieser Wtfel liegt und die Summe
von deren Volumina kleiner ist atg'(2)\)". Fur jeden dieser \litfel liegt
f(Z N Q,;) in einer Warfel mit Volumen kleiner (2)" 1(@,), also wird
f(Z) von diesen Wirfeln berdeckt und ihr Gesamtvolumen ist kleiner

alse. Damit ist f(Z) als Nullmenge erkannt.
|

LipscHITzZKonstanten sind oft nicht leicht direkt zu finden; darin un-
terscheiden sie sich nicht von den Konstanten aus dexna@ischen
Fixpunktsatz. Dort haben wir in désbungen gesehen, dalk tifferen-
zierbare Funktionen der Mittelwertsatz der Differengalnung hier
oft nutzlich ist. Genauso wird das auch hier sein; bevor wir dagere
konnen, nlissen wir uns zuichstiberlegen, dal sich beliebige offene
Mengen durch Quaderausscbpfen* lassen:

Lemma: Jede offene Teilmeng& C R™ laldt sich als Vereinigung
hochstens al@hlbar vieler volumenfremder (kompakter) Quader schrei-
ben.

Beweis:Wir bezeichnen einen Yffel der Form
ki ki +1 k, k,+1 n
[E’ 29 ] SR, [5’ 29 ] cR
als Bausteinder Generatiory € N. Offensichtlich istR™ flr jedesg
die volumenfremde Vereinigung aller Bausteine der Gererat, und
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es gibt abahlbar viele solcher Bausteing), sei die Vereinigung aller
Bausteine der Generatign die vollséindig inU enthalten sind; das ist
offensichtlich fir jedesg eine Teilmenge vo®/, und auch die Vereini-
gung aller, liegtin U.

Tatsachlich ist die Vereinigung allef/, sogar gleichU, denn jeder
Punktx € U istinnerer Punkt, es gibt also ein> 0, so dal’ jeder Punkt
y € R" mit ||y — z|| ., < e in U liegt. Wir wahlen eing € N so, daR
29 > 1/eistund setzerk,; = [29z,], wobeiz; diei-te Koordinate vorx
bezeichnet. Dann liegt im Baustein[42, &) x ... x [z Eatl]
und da dessen Kantéimge 29 kleiner ist alse ist ||y — x|| < e fur
alley aus diesem Baustein. Somit liegt dieser ganZjundz € E,.

Um U als Vereinigung volumenfremder Quader darzustellen,rvemi
wir mit der Menge aller Bausteinen der ersten Generatios,gadinz
in U enthalten sind, und nehmen dann iaten Schritt,g > 2, alle
Bausteine der Generatiopn dazu, die erstens ganz i liegen und
zweitens nicht in einem der bereits vorhandenen Quadeakethsind.
Nach denmy-ten Schritt ist die Vereinigung aller bis dahin betrachitet
Quader gleicht ; insgesamt erhalten wir also die Vereinigung aligr
das heifl3t die Meng¥'.

Mit diesem Lemma &nnen wir nun das vorige in eine Form bringen, in
der es deutlich einfacher angewendet werden kann:

Lemma: f: D — R sei eine stetig differenzierbare Abbildung auf der
offenen MengeD C R",undZ C D seieine Nullmenge. Dann istauch
f(Z) eine Nullmenge.

BeweisNach dem gerade bewiesenen Leméiit kichD als abZhlbare
Vereinigung kompakter Quadé), schreiben. Auf jedem dieser Quader
erfullt f eine LpPscHITzBedingung, dennifrz,y € @, kdnnen wir die
Funktiong(t) = f (z+t(y—x)) betrachten, und nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung ist

9(1)—4(0) _

F) = f@) = 9(1) = 9(0) = =—3 g'(7)
fur einT € [0, 1]. Nach der Kettenregel ist
g(r)=Vf(r+rly—2) - (y—=2),
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also insgesamt
1f@) = f@lle = [V @+ 7y - 2) - (v~ D)|

<max{|[Vf(2)ll | 2 € Q} - lly—zl
wobei das Maximum existiert, da wif als stetig differenzierbar vor-
ausgesetzt haben und den Gradienten auf einer kompaktegeMben
trachten. Somit gaigt die Einschéinkung voryf auf@),. einer LPSCHITZ
Bedingung mit diesem Maximum als Konstante, und damjt(&t,.N2)
nach dem vorletzten Lemma eine Nullmengé?) ist die Vereinigung
dieser abahlbar vielen Nullmengefi(Q, N Z) und daher ebenfalls eine

Nullmenge. .

Korollar: D C R™ sei eine offene Menge unft D — R" eine stetig
differenzierbare Abbildung. Ist: < n, so istf(Z) fur jede Teilmenge
Z C D eine Nullmenge inR".

Beweis: Wir betterR™ ein inR", indem wir einfach die letzten — m
Koordinaten auf Null setzen. Das Bild v@&i™ liegt dann insbesondere
in der Hyperebeng,, = 0 vonR", ist also eine Nullmenge; erst recht ist
die Einbettungz von A eine Nullmenge ifiR™. Wir definieren eine neue
Abbildungg: D x R"™™ — R", die jedem Punkt = (z4,...,z,,) den
Punktf(z4,...,z,,) zuordnet; die letztem — m Koordinaten werden
also einfach ignoriert. Dann ig{(A) = g(ﬁ) nach dem vorigen Lemma
eine Nullmenge, wie behauptet. .
Damit sind also Kurven ifR? sowie Kurven und Fchen inR® Null-
mengen, falls sie eine stetig differenzierbare Paranetnisg zulassen,
genauso alle Vereinigungen endlich oderatibar vieler solcher Men-
gen. Entsprechendes gilt Gaich auch in ldheren Dimensionen.

Fur die Zwecke des noch zu definierendesBESGUEINntegrals wollen
wir Nullmengen weitgehend ignorieren; um dies sprachliahzkund
einfach ausdrcken zu knnen, fihren wir eine neue Sprechweise ein:

Definition: a) Zwei Funktionenf, g: D — R auf D C R"™ heil3enfast
uberall gleichwenn es eine Nullmengé C D gibt, so dal¥ (z) = g(x)
furallex € D\ Z ist.
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b) Eine Folge (), von Funktionery,,: D — R konvergiertfastiber-
all punktweisegegen die Funktiorf: D — R, wenn es eine Nullmenge
Z C D gibt, so dal3

klim fe(x) = f(x) furallexe D\ Z.

c) Die Folge (f;),.cy Yon Funktionery,,: D — R Konvergiert fastiber-
all punktweisewenn es eine Funktiofi: D — R gibt, gegen die sie fast
uberall punktweise konvergiert.

Die Strategie zur Definition deseBESGUEIntegrals ist nun einfach zu
formulieren:

Definition: a) Eine Folge (,).cy von Funktionenf, < KO(R™,R)
heil3tapproximierendfir die Funktionf: R" — R, wenn sie erstens
eine Q\UcHY-Folge ist und zweitens fastberall punktweise gegefi
konvergiert.

b) Eine Funktionf:R" — R heil3tintegrierbar, wenn es dazu eine
approximierende Folgef(), oy Von Funktionen aus HR™ R) gibt; in
diesem Fall bezeichnen wir

f = lim fx

Rn def k?—)OO Rn

als das [EBESGUEIntegraltber f.

HENRI LEON LEBESGUE(1875-1941) studierte ab 1894
an der Ecole Normale Sépeure. Nach seinem ersten
Abschluf3 1897 studierte er noch zwei Jahre auf eigene
Faust weiter, haupéshlich in der Bibliothek, bis er
1899 eine Stelle als Gymnasiallehrer in Nancy erhielt.
Dort schrieb er 1901 seine Arbdiber die Definition
des LEBESGUEIntegrals. 1902 promovierte er mit ei-
ner weiteren Arbeit in Paris und bekam daraufhin eine
Stelle an der Universit von Rennes. 1906 wechselte er
nach Poitiers, 1910 an die Sorbonne in Paris. Ab 1921
war er Professor am Célje de France. Seine Arbeiten
befassen sich mit Integrationstheorie, Potentialtheorie
Variationsrechnung, Topologie und anderen Gebieten.

Auch wenn es auf den ersten Blick so aussieht, haben wir dah
nicht wirklich das LEBESGUEIntegral definiertErstensvissen wir noch
nicht, ob der Grenzwert der Folge von Integralen existierti zweitens
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wissen wir noch nicht, dafl3 alle approximierenden Folganffzum
selben Grenzwertihren.

Das erste Problem ist leicht zdden: Wegen der Lineadit und der
Monotonieeigenschaft des Integralsr fFunktionen mit kompaktem
Trager gilt tir jede approximierende Folgé,0,.cn

/nfe_/nfk Rn(fe_fk) S/n \fo = fel = 1fe = fell -

Da eine approximierende Folge nach Definition eimgJ€HY-Folge
beziglich der 11-Norm ist, gibt es zu jedera > 0 ein N € N, so
dal} die rechte Seite kleiner alsst fur &£,/ > N. Damit gilt dasselbe
erst recht @ir die linke Seite, d.h. die Folge der Integréieer die f;,

ist eine QucHY-Folge reeller Zahlen und konvergiert somit nach dem
CAaucHyschen Konvergenzkriterium.

Das zweite Problem erfordert mehr Arbeit. Wir betrachteriapproxi-
mierende Folgenf,) .. und (g;,),.cy fur dieselbe Funktionf: R™ — R
und Uberlegen uns als erstes, daf} ¢ g,.).cn €IN€ approximierende
Folge 1r die Nullfunktion ist.

Dazu niissen wir zuachst zeigen, daf§{ — g;.) ..y €ine GucHy-Folge
ist: Zu jedeme > 0O gibt es ndirliche ZahlenV;, N,, so daf3

£
Ifo— frlly < >

e — gill, < % fur allek, ¢ > N, .

furallek,? > N; und

Fur k, ¢ > max{ N, N,} ist daher nach der Dreiecksungleichung

H(fﬁ_gﬂ)—(fk;_gk;)Hl: H(fe_fk;)—(ge_gk)ﬂl
E €
<|[fo = filly + lge — gxlly < > +§ =€.

Weiter missen wir noch zeigen, dal3 es eine Nullmefggbt, aul3er-
halb derer die Folge def,.(z) — g, () gegen Null konvergiert. Wir
wissen, dafd die Folge dg.(z) fur x aul3erhalb einer Nullmengg,
gegenf(z) konvergiert; die dey,, (z) konvergiert aul3erhalb einer Null-
mengeZ, gegen diesen Wert. Auch die Vereiniguag= Z; U Z, ist
eine Nullmenge, undir z ¢ Z konvergiert die Folge def,.(x) — g;.(x)
nach unseren Rechenregelir Grenzwerte aus dem letzten Semester
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gegenf(z) — f(z) = 0. Damit ist gezeigt, dal¥{ — g;.)..cy €iNe appro-
ximierende Folger die Nullfunktion ist.

Wegen der Linearét der Integration ist

im [ Gi-a=gm ([ 5[ a)

k— oo Rn k— oo

wenn wir zeigen knnen, dal3 der Grenzwert links verschwindet, ist
daher

k— oo Rn k— oo n

Die Folge der [, — g,) ist eine approximierende Folgé@rfdie Null-
funktion; wir sind also fertig, wenn wir zeigerbknen, daf} allgemein
fur jedeapproximierende Folgef(),cn zur Nullfunktion die Folge der
Jzn £, €ine Nullfolge ist. Das Problem dabei ist, daB die Folge der
Funktionswertef, (x) nicht fur jeden Punktz € R™ gegen Null kon-
vergieren mul3; wir dssen unéiberlegen, dald diese Abweichungan f
das Integral irrelevant sind.

Dazu verallgemeinern wir zé@chst den Begriff der Nullmenge:

Definition: A sei eine Teilmenge voiR™. Wir betrachten die Men-
ge M , aller reeller Zahlens mit der Eigenschaft, da@d durch eine
abzhlbare Menge von Quadeép. Uberdeckt werden kann derart, daf3
Y s (@) < s ist. Falls diese Menge leer ist, definieren wie das
auRere Maly*(A) alsco; andernfalls isy:* (4) das Infimum der Men-
geM,.

Offensichtlich isty™(A) stets gél3er oder gleich Null, deni/, kann
keine negativen Zahlen enthalten. Ist(A) = 0, so gibt es zu jedem
e > 0 eineUberdeckung durch Quadéfy, mit >, ., (@) < ¢, die
MengeA ist also eine Nullmenge; umgekehrt ist auch daBere MaR
einer jeden Nullmenge gleich Null. D&f3ere Mald einer Teilmenge
kann selbstverandlich nicht go3er sein als das derdseren Menge,
denn jedeUberdeckung dieser Menge ist erst recht dierdeckung
der Teilmenge. Aul3erdem ist klar, dai? zwei Teilmengem, B C R"
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stetsy™ (AU B) < u*(A) + 1" (B) sein mul3, wobei wir eine Summe, in
der (mindestens) einer der Summandenst, alsoo interpretieren.

Nicht ganz so offensichtlich ist die Tatsache, dal3 dies &iucbzAhlbare
Vereinigungen gilt:

w (U Ak) <D (A,
k=1 k=1

wobei die Summe gleicho sein soll, wenn sie divergiert oder wenn
mindestens einer der Summanden gleichist. In diesen beidendHen

ist die Ungleichung trivialerweise éitft; andernfalls beachten wir, dai3
wir fur jede der Menger, und jedeg > 0 eineUberdeckung vor,,
durch Quader findendanen, so dal3 die Summe von deren Volumina
kleiner ist alsp*(A,) + £/2". Nehmen wir alle diese Quader zusam-
men, salberdecken sie die Vereinigung alléf,, und die Summe ihrer
Volumina ist kleiner als

Do (A + ) =D H A D] = (A e
k=1 k=1 k=1 k=1

Somit kann das Infimuniiber die Menge alles € R derart, daf’ die
Vereinigung der4,, eineUberdeckung durch Quader mit Gesamtvolu-
men lochstens hat, nicht kleiner sein als die Summe ¢éi(A,), und
genau das war zu beweisen. .

Als nachstes wollen wir unéberlegen, daR die’tNorm einer Funk-

tion mit kompaktem Tager zwar keine obere Schranke tlie Funk-
tionswerte liefern kann, wohl aber eine obere Schraikelsaul3ere
Mal} jener Teilmenge voiR™, auf der die Funktion Werte oberhalb
einer gegebenen Schranke annimmt. Die entsprechendeitingig

von TSCHEBYSCHEFFgilt, wie wir bald sehen werden, auch noch unter
deutlich schviicheren Voraussetzungen als im folgenden Lemma,; sie ist
auch ein wichtiges Hilfsmittel der Statistik.

Lemma: Die Funktionf € K?(R”,R) nehme keine negativen Werte
an. Dann istifir jede reelle Zaht > 0

C
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Beweis:Als Urbild der offenen Menggx € R | = > ¢} unter der
stetigen Abbildungf istU = {x € R" | f(x) > ¢} eine offene Teil-
menge voriR™; da sie im (kompakten) &ger vonf liegtist sie aul3erdem
beschankt; es gibt also einen Quadegmit U C . Wie wir vor kurzem
gesehen haberafBt sichl als abzhlbare Vereinigung von Quadei,
schreiben; nach den bekannten Eigenschaften des Quadeailst ist
dann fir jedesn € N

|\f|\1=/ /f>Z/ f>2cu(c2k)—c2u(@k)
171

Fur m — oo folgt || f]|, > CZ 1#(Q,) und damltz Q) <

k=1 k=1
Die Menge U kann somitiiberdeckt werden durch Quader deren

Gesamtvolumendchstens gleich der rechten Seite ist; damit muf3 auch

dasaul3ere Mal3 voty kleiner oder gleich dieser Schranke sein. .

PAFNUTI LWOWITSCH TSCHEBYSCHEFA1821-1894) ist

die in Deutschlandibliche Transkription voilagmy-

Tl JIBoBuu Yebnimesn;im Englischen schreibt man
heute meist BFNUTY LvovICH CHEBYSHEV. Er stu-
dierte Mathematik in Moskau und publizierte bereits
wahrend seines Studiums in deutschen und franz
schen Fachzeitschriften. 1847 bekam er eine Stelle an
der Universiait von St. Petersburg, wo er bis 1882 lehrte,
ab 1860 als Professor. Seine Ergebnisse spielen noch
heute eine grofRe Rolle in der Wahrscheinlichkeitsthe-
orie, der Zahlentheorie (insbesondere Primzahlvertei-
lung), der Approximationstheorie und in anderen Ge-
bieten der Mathematik.

Als erste Anwendung derSCHEBYSCHEFBchen Ungleichung wollen
wir zeigen, daR eine AUCHY-Folge befglich der }-Norm zumindest
eine Teilfolge hat, die abgesehen von einer kleinen Teifjeeauch

punktweise und sogar gleiclafdig konvergiert, genauer:

Lemma: Jede GucHY-Folge (f,).cn aus K(R",R) hat eine Teil-

folge, die fastiberall punktweise konvergiert. Aul3erdem gibt &s f
jedese > 0 eine TeilmengeZ C R™ mit u*(Z) < ¢, so dal’ die Teil-
folge aufR™ \ Z sogar gleichraf3ig konvergiert.
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Beweis:Wir konstruieren die Folge der Indizes, fur die Teilfolge
rekursiv:v; sei so gewhlt, daf| f, — f,||, < 3 ist fur allep,q > v4.
Die folgenden/,, werden so ge@ahlt, daf}
£, — pr1 <4 Ffurallep,g>v, und v, >v, 4
ist. Mit g, = /., istdann eine Teilfolge der gegebenen Folge definiert,
e
fur die gilt:
lge — gilly < 4% firallel > k.

Als Kandidat fir eine Grenzfunktion betrachten wir die Funktion
g:R" — R mit

oo

g(x) = g4(x) + Z (9k:+1(55) - gk(x)) :
k=1
Ilhre (r — 1)-te Teilsumme ist
r—1
g1(w) + Z(glﬁl(x) — gk(x)) =g,(z),
k=1

denn jedeg;,, mit £ < r steht in dieser endlichen Summe einmal mit
positivem und einmal mit negativem Vorzeiché&alls die Reihe kon-
vergiert, ist sie also in der Tat ein Kandidat £ine Grenzfunktion.

Hier kommt nun die Ungleichung vonSEHEBYSCHEFFins Spiel:
Danach ist daaulR3ere Mal3 der Menge

Y, = {z € R" | |g4a(2) — gu(@)] > 277}

hochstens gleich

—k
Hgk:+1_.gk:H1<4 — ok

2~k 2~k
DasaulR3ere Malf3 der Vereinigurdg, allerY, mit ¢ > k ist daher kleiner
als 2%+ 271+ ... = 2'"F Firz ¢ Z, ist nach Definition dieser

Menge|g,..(x) — g,(z)| < 27, also ist die geometrische Reih&2~*
eine konvergente Majorante der definierenden Reiheg@h Somit
konvergiert diese Reihe al®” \ Z, gleichmafig. Da wir zu jedem
e > 0 eink € N finden ldnnen mit 3=* < ¢, ist damit die Behauptung
uber die gleichralRige Konvergenz bewiesen.
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Bleibt noch die punktweise Konvergenz aul3erhalb einemherige. Der
DurchschnittZ aller Z,, ist in jeder der Menget, enthalten, also ist
1*(Z) < 217 fur allek € N und Z somit eine Nullmenge. i = ¢ Z
gibt es Mengery,,, in denenz nicht enthalten ist, und wie wir gerade
gesehen haben, konvergiert die Reihe in jeder der MeiigeR Z, .

Somit konvergiert sielfr allex € R" \ Z, also fastiberall.
|

Damit haben wir alles zusammen, was wir zum Nachweis der ¥édiAl
niertheit des EBESGUEIntegrals brauchen; wie wir uns bereéitiserlegt
haben, folgt diese aus dem folgenden

Lemma: (f,).cn S€ieine @ucHy-Folge aus B(R™,R), und die Folge
(fr(2)) oy konvergiere @ir fast allez € R" gegen Null. Dann kon-

vergiert auch die Folge der'tNormen

[ felly = Ik
RTL

gegen Null.

Beweis:Wir betrachten die Teilfolgeg,), .y aus dem vorigen Lemma.
Wenn wir zeigen knnen, dai3 die Teilfolge der Zahlgg, ||, gegen Null
konvergiert, folgt dasselbe auciirfdie Folge def| f, ||, denn zu jedem
e > 1 gibt es, da f;).cy €ine GCHY-Folge ist, einV € N, so dal}
Ife — fell, < 3cistfirallek, ¢ > N. Dies gilt insbesondere auctrf
solche Indized = v, fur die f, = g, in der Teilfolge liegt. Fr die
Teilfolge wiederum gibt es eifi/ € N, so dafj|g, ||, < 3¢ ist fir alle
p > M.Wahlen wirN so, dal,, > M ist, folgt

7l = 10+ o= Fll < Ul + 10 = Fil < 5+ 5 =<

Somit konvergiert auch die Folge der Normen diegegen Null.

Um zu zeigen, daf} die Folge dgg, ||, eine Nullfolge ist, betrachten
wir eine > 0 und einen Quadé&p, der den Tager vory, enthalt. Durch
eine langwierige Abscktzung werden wir gleich zeigen, dalR dann gilt

1
gl < 3. 2k—1 +e (@) *+ ll9xll o) -
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Wenn wir dies @ir allee > 0 gezeigt haben,donen wire gegen Null
gehen lassen und erhalten die Al&izung

loelly = 575=1
aus der natrlich sofort folgt, das die Normen eine Nullfolge bilden.
Bleibt also noch die obige Ungleichung zu zeigen.

Wir definieren fir alle PaareX, /) € N x N von natirlichen Zahlen
¢ > k Hilfsfunktionenv,,: R™ — R als

Y4
Vie() difz 19i1(7) — g;()] -
i=k

Da dieg, als Elemente von R, R) stetig sind, sind auch diese Funk-
tionen stetig.

In einem ersten Schritt wollen wijy, (x)| durch die gerade definierten
Funktionen abscitzen. Dabei unterscheiden wir zweille:

1. Fall: = liegt nicht in der Teilmenge’ aus dem vorigen Beweis, und
klim g.(x) = 0.

Dann ist

L

gli_)moo Z (gis1(x) — gi())

|95 (x)] = ‘Eleoo (9pea() — gk(x))‘ =
i=k

0
< Jim Z; 9isa(@) = gi(@)] < Jim ()
der letzte Grenzwert existiert, wie wir im Beweis des vondgemmas
gesehen haben, da er durch eine geometrische Reihe m&jonisrden
kann.

Zu jedeme > 0O gibt es einN € N, so dal3 sichy,,(z) fur¢ > N

um weniger alg von diesem Grenzwert unterscheidéi; §olchel ist
dann auchg,(z)| < ~v..(x) + . Da beide Seiten dieser Ungleichung
stetige Funktionen vom sind, gilt diese Ungleichung auch noch in einer
gewissen Umgebung von; es gibt also insbesondere einen offenen
Quaderq)_,, derz enthalt, so dalg, (v)| < v,(y) + ¢ furalley € Q,.
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2.Fall: x € Z oderklim gi(x) existiert nichtoder der Limes existiert
und ist von Null verschieden.

Wie wir wissen, istZ eine Nullmenge. Aul3erdem ist mit der Folge
der f, auch die Teilfolge dep, eine approximierende Folgéif die
Nullfunktion; daher ist auch die Menge aller= R, furdle I|m 95 ()

nicht existiert oder aber von Null verschieden ist, elnelmehge Damit
ist auch die VereinigungZ’ dieser beiden Mengen eine Nullmenge.
Es gibt somit @r jedese > 0 eine abahlbare Menge von offenen
Quadern@; derart, daRZ’ in der Vereinigung der); liegt und die
Summe von deren Volumina kleiner ist als

Wir betrachten nun die Meng#, die aus den antlichen im ersten
Fall betrachteten Quade®, sowie den @mtlichen im zweiten Fall
betrachteten Quader@, besteht. Sie ist eine offerigberdeckung des
kompakten Quader®, hat also eine endliche Talberdeckung. Diese
besteht aus endlich vielen d@r, — dies seien die Quadét, ..., P. —,

sowie aus endlich vielen d€J ;; dies seien die Quadét,, ..., R

s"

Fur jeden der QuadeP, gibt es einM,; € N, so dalyg,(z)| < v;.(z)
ist fur alle/ > M;; bezeichnet\/ das Maximum dieset/;, und P die
Vereinigung derP;, ist also|g,(x)| < y.,(z) fur allexz € P und alle
¢ > M. Indem wir dieP, notigenfalls noch unterteilen, mi schneiden
und abschlieBendanen wir annehmen, da®nN () die volumenfremde
Vereinigung von abgeschlossenen Quaderist.

Fur jedes! > k ist
4 L
/%e:/ Z/ |9i+1_9i|:2/ 931 — 9l
0 ¢ ¢
=3 [ g0l = D g -l < >4
i=k 7B i=k i=k
< 24‘1 = o

fur ¢ > M erhalten wir daher, wenn wir nun auch noch ﬂﬂg durch
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ihre Abschlisse ersetzen, die Absiiiaung

™ S
ol = [l = [ ol <D [ lad+ Y [ la
R™ Q i=1 Y Pi j=1 Y R
s S
< Z/ Ve + )+ D llgnlloo 1(R;)
i=1 7Y Pi j=1

< Z/ (7k£+5)+HngooZN(Rj)
i=1 7 Pi j=1

- / o+ (11(Q) + 191 ])
Q

< [ o+ 1@+ 1ol

1
< 371 (@ * llgellc)

wie behauptet. Damit ist das Lemma und die Wohldefiniertdeg

LEBESGUEINtegrals bewiesen.
|

Wir bezeichnen die Menge allereEBEsGUEIntegrierbarer Funktionen
aufR™ mit Leb,(R", R), wobei der Index 1 bedeuten soll, daf3 wir auch
fur f € Leb(R™, R) die Schreibweise

1f1l4 d:ef - f

verwenden wollen. Es ist klar, daf3 LER", R) ein Vektorraum ist, aber
|-||,; definiert keine Norm auf LelfR"™, R): SchlieBlich ist||f||; = O
nicht nur fur die Nullfunktion, sondern auclif jede Funktion, die nur
fastUberall verschwindet.

Es gibt zwei An&tze, um mit diesem Problem fertig zu werden:
Zum ersten knnten wir den Faktorraum!(R",R) des Vektorraums
Leb,(R™, R) nach dem Untervektorraum der féterall verschwinden-
den Funktionen betrachten; nach dem gerade bewiesenend.estaas
ein normierter Vektorraum. Elemente vori(R™, R) sind dann aller-
dings nicht mehr Funktionen, sondeékquivalenzklassen von Funktio-
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nen, wobei zwei Funktionen genau dann zur gleichquivalenzklasse
gehbren, wenn sie fastberall gleich sind. Dieser Ansatz wird oft in der
Funktionalanalysis verwendet.

Alternativ kdnnen wir auch den Begriff der Norm etwas absébien:

Definition: EineHalbnormauf einemR- oderC-VektorraumV’ ist eine
Abbildung|| - || : V' — R mit den Eigenschaften

a) || Av|| = |A| ||v]| fur alleA € R bzw.C undv € V

b) ||v|| > Ofurallev € V

C) ||[v+wl| <|lv|| +||w]| (Dreiecksungleichung)

Wir verlangen also alle Eigenschaften einer Norm aul3er detdfung,
daf3 sie nuriir den Nullvektor verschwinden darf. Offensichtlich|jst,
eine Halbnorm auf LeffR", R), und mit dieser wollen wir im folgenden
rechnen.

Da jede Funktion aus LgfR", R) Grenzwert einer approximierenden
Folge von Funktionen mit kompaktemager ist, kbnnen wir die bereits

fur das Quaderintegral und damit auch fntegraletiber Funktionen

mit kompaktem Tager bewiesenen Eigenschaften des Integrals ohne
grof3en Aufwand auf dasHBESGUEIntegral ibertragen: Insbesondere
ist das definierte Integréinear, d.h.

[Gra=[ 1+ [ 0.

wir haben die Monotonieeigenschaft

/ f< / g falls f(x) < g(x) fur allex € R™,
und nach Definition ist auch
/ f :/ g falls f undg fastuberall gleich sind,

(Damit folgt natirlich auch, dal3 wir bei der Monotonieregel nur fordern
mussen, daf§(z) < g(x) fastuberall gilt, d.h. die eventuellen Ausnah-
mepunkte bilden eine Nullmenge.)

Um zu sehen, dal? das mit so grol3em Aufwand definierte Intagchlzu
etwas 1itze ist, wollen wir als achstes einige Beispiele VOERESGUE
integrierbaren Funktionen betrachten.
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Selbstversindlich existiert das k£BESGUEIntegral fir die DRICH-
LETsche Sprungfunktion

R—R
J: oo {1 fallsz € Q

O sonst
denn wegen der Al@hlbarkeit vonQ ist diese Funktion fasiiberall
gleich der Nullfunktion, also iszn f =0, wie erwartet.

Allgemeiner lonnen wir fir eine beliebige Teilmengd C R™ die
sogenannteharakteristische Funktion

R" - R
XA- { 1 fallsxe A
€T —
O sonst
definieren und fragen, wann diese integrierbar ist.

Beginnen wir mit einen Intervalll = (a, b)) C R. Dann ist
XA($)={1 fallsa <z < b '
0O sonst
Vollig analog zum FallA = (0, 2), anhand dessen wir uriderlegt
hatten, dal3 %(R,IR{) nicht vollséndig ist, zeigt man auch hier, daf
X 4(z) Grenzwert der Folge der Funktionen

0 fallsz ¢ (a, b)
) kx fa||Sa§x§a+%
@) =44 fallsa+2 <o <b— L

k(b—z) fallsb— 1 <xz<b

aus IQ(R, R) ist, wobei wir allerdings nur Werte vanbetrachten drfen,
fur dieb — a > 2/k ist. Diese Folge konvergiert auch punktweise
gegeny 4, ist also eine approximierende Folge.

Nach Definition des Quaderintegrals, das hier einfach dasiARIN-
Integral aus Kapitel 4 ist, haben wir

atl/k b—1/k b
/fk: / kx dxr + / dx + / k(b — z)dx
K a a+l/k b—1/k
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was fur k — oo gegemb — a konvergiert. Somit ist

/RxAz(b—a),

was wohl niemandeiberraschenittfte.

Ersetzen wirA durch das abgeschlossene Intervall §] oder eines
der beiden halboffenen Intervalle,(b] oder [a, b), andert sich daran
nichts, denn die charakteristischen Funktionen sindifastall gleich:
Hochstens an den Stellen= a undx = b kann es Abweichungen geben.

Ist@ = [aq, b4] X - -+ X [a,,, b,] €in Quader iMR", so ist entsprechend
X0 (®) = Xia1, b1 (T1) "+ X(an,, b1 (Tr) INjedem Punkt = (x4, ..., x,),

und auch diese Funktiordknen wir approximieren durch stetige Funk-
tionen mit kompaktem TEger, indem wir einfach als-te Funktion das
Produkt derf, (z;,) nehmen, wobei wir nétlich in deri-ten Kompo-
nente die Funktiorf, fur das Intervall,, b;,] nehmen niissen. Nach der
rekursiven Definition des Quaderintegrals folgt dann sithdaf auch

X LEBESGUEIntegrierbar ist und daf wir auch hier das zu erwartete

Ergebnis
/ XQ = H(bz —a;) = Q)
Q i=1
bekommen. Wegen der Linediitder Integration gilt etwas allgemeiner

/nch=c-u(Q)-

Zumindest einfache unstetige Funktionen lassen sich mlegrieren.

Die Ungleichung von SCHEBYSCHEFKennen wir bislang nuiir stetige
Funktionen mit kompaktem &ger; wir wollen sie verallgemeinern auf
beliebige LEBESGUEIntegrierbare Funktionen:

Lemma: Die Funktionf € Leb,(R"™, R) nehme keine negativen Werte
an. Dann istifir jede reelle Zaht > 0

,ﬁ({x ER" | f(z) > c}> <

Beweis:Da f LEBESGUEiIntegrierbar ist, gibt es dazu eine approximie-
rende Folge von Funktionen mit kompaktenader.Zu dieser wiederum

171
i
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konnen wir nach dem vorletzten Lemmar fledese > 0 eine Teil-
folge finden, die auRerhalb einer Mengeamit 1 (Z) < e gleichmalig
gegenf konvergiert. Diese Teilfolgeir ein fest gewhltese € (0, ¢),
sei (fi)ren- Wegen der gleich@afligen Konvergenz aul3erhalb van
gibtes einN € N, so dal}

|f(z) — fi(x)] <e furallek > Nundallex ¢ 7.
Ist f(x) > ¢, istfurz ¢ Z undk > N insbesonderé,(z) > ¢ —¢, d.h.
{:UER" ’ f(:c)>c} C {xER” ’ fk(x)>c—€}UZ.

Nach der bereits bewiesenesdHEBYSCHEFFUNgleichung @r Funk-
tionen mit kompaktem Ryger ist das Mald der ersten Menge rechts
hochstens gleichi f||, /(c — €), das vonZ ist hochstens gleich. Somit

ist

,u*({xER” ’ f(x)>c}> < %hﬁ:.

Dies giltfur jedes < (O, ¢), und dadie rechte Seite eine stetige Funktion
In ¢ ist, bleibt es auchigtig, wenn wire gegen Null gehen lassen. Dann
erhalten genau die zu beweisende Ungleichung. .
Korollar:  Fur f € Leb(R",R) ist || f||; = 0 genau dann, wenfifast
uberall verschwindet.

Beweis:Falls f fastUiberall verschwindet, also fagberall gleich der
Nullfunktion ist, sind die Integrale voyi und der NullfunktioniberR"™
gleich, also beide Null. Wenn umgekeljit||, verschwindet, so ist nach
der Ungleichung von 3CHEBYSCHEFHUr jedesc > 0

) n £y _
1 <{xER ’|f(:13)\>c}> STl—O,

alsoist{z € R™ | | f(z)| > ¢} fur jedesc > 0 eine Nullmenge. Da die
Vereinigung abahlbar vieler Nullmengen wieder eine Nullmenge ist,
gilt dann das gleiche auchiif

{xeR”\f(x);zo}zu{xeR” | [f(=)| > 1},

k>0
das heil3tf verschwindet fasiiberall.

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir das weitere
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Korollar: Fur zwei Funktionenf,g € Leb;(R™,R) ist genau dann

|f —gll, =0, wennf undg fastuberall gleich sind.
| ]

Eine Motivation fir die Einfuhrung des EBESGUEIntegrals an Stelle
des einfacherenIBMANN-Integrals war die Beobachtung, daf3 der Vek-
torraum aller REMANN-integrierbarer Funktionen vaR nachR nicht
vollstandig ist. Als letztes Resultat dieses Paragraphen wolleang
uberlegen, dal3 wir dieses Problem beBESGUEintegrierbaren Funk-
tionen nicht haben. Da LeR",R) kein normierter Vektorraum ist,
konnen wir hier zwar nicht von Vollandigkeit reden, aber wirdanen
doch zeigen

Satz: Jede GuUcHY-Folge aus Lef{R",R) konvergiert gegen eine
Funktionf € Leb;(R™, R).

(Man beachte, dal? die Funktigihier nicht eindeutig bestimmtist: Nach
obigem Korollar konvergiert die Folge dann auch gegen jedaktion

g € Leb(R",R) mit||f — g||; = 0.

Beweis:(f},).cn Sei eine GucHy-Folge aus Le(R"™, R). Wir miissen
zeigen, dal3 es eine Funktighe Leb,;(R",R) gibt, gegen die diese
Folge konvergiert.

Zu jeder der Funktionerf, gibt es nach Definition der BBESGUE
Integrierbarkeit eine approximierende Folge; dielligich der L-Norm
gegenf, konvergiert; wir vahlen daraus jeweils ein Folgengligdmit
der Eigenschaft, daff, — ¢, ||; < 1/k ist. Die Funktioneng, sind
Funktionen mit kompaktem &ger, und auch sie bilden ein@@Hy-
Folge, dennifir jedesc > 0 kdnnen wir zui@chst einV, € N finden,
so daB||f, — full; < 3e ist. fur alle k,¢ > N;. Ist N > N, eine
nailrliche Zahl, die gleichzeitig @fer ist als 3¢, gilt dann fir alle
Indizesk,/ > N

l9e — gilly = l1(ge — fo) + (fe — f) + (f — 901

< Hf£ - g£H1 + er - fk:”l + ka: - ngl

<}+§+E<E+E<2Xf+f—5
¢ 3 k-N 3-°"7"3 3 7
Somit ist (7;,) .y €ine GWUCHY-Folge von Funktionen mit kompaktem

Trager; wie wir weiter oben gesehen haben, gibt es dazu eilfelgei
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(9%, )ven, SO daBiir fastaller € R" diereelle Zahlenfolgégky(35))VEN
konvergiert. Far alle z, fur die des der Fall ist, bezeichnen wir den
Grenzwert der Folge mif(z), ansonsten setzen wji(x) = 0. Damit
ist eine Funktionf: R" — R definiert, die offensichtlich EBESGUE
integrierbar ist, denng(, ),y ist eine approximierende Folgérf f.
Mit der Folge derg, konvergiert auch die def, bediglich der 11
Norm gegenf, denn

[ fe, = Fll < W Fe = 9n, o+ N9k, — Fll1 s

wobei der erste Summand kleiner ist alsk] und der zweite nach
Definition von f gegen Null geht. Da die Folge dé¢r eine G\UCHY-
Folge ist, konvergiert dann aber auch die ganze Folge gégen

Aus dem Beweis folgt auch die zu erwartende Gleichung

Iim/ fk:/ lim f., denn
k—oo R, Rn k—o0

L= al=1] a=sol< [ 11=n=1r =5

83: Das Lebesgue-Integral auf Teilmengen voR"

Nicht alle Funktionen sind auf gafi®* definiert, und selbst wenn sie es
sind, interessiert oft nur ein Teilbereich. Das ist nichie® gegeinber
der Situation im Eindimensionalen, wo wir ja auch meist higher
ganzR, sondern nuiiber ein Intervall integrieren.

Wenn wir speziell die Konstantetber ein Intervall §, b] integrieren.
erhalten wir als Ergebnis diedngeb — a des Intervalls; entsprechend
sollten bei Integration der Eingber eine Teilmengd3 C R" deren
FlachebzwMolumen erhalten. Was ist aber das Volumen einer beliebigen
Teilmenge eine®R"? Bislang kennen wir nur das Volumen achsenpar-
alleler Quader, das wir entweder einfach als Produkt detd¢ddmgen
berechnen &nnen oder aber kompliziert, indem wir die charakteristis-
che Funktion des Quadeier denR" integrieren. Da wir ifir jede
Teilmenge defR" eine charakteristische Funktion habetnken wir
diese zweite Mglichkeit verallgemeinern:
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Definition: Eine TeilmengeB C R" heil3tmelRbar wenn ihre charak-
teristische Funktiony; in Leb;(R™, R) liegt; als Volumenvon B be-
zeichnen wir dann den Wert des Integrls x s.

Beispiele nicht mef3barer Mengen lassen sich leicht angéleespiels-
weise der gesamt®™. Hier liegt der Grund allerdings darin, dal3 das
Volumen eben nicht endlich ist. Interessanter ist die Frajejede
beschankte Teilmenge vonR™ mel3bar ist. Bislang konnte noch nie-
mand ein explizites Beispiel einer nicht melRbaren besdtien Teil-
menge angeben, und vielleicht ist das sogar @glioh, die Existenz
solcher Mengendl3t sich aber beweisen. Das zentrale Ergebnis hierzu
Ist der folgende

Satz von Banach-Tarski: Fur n > 3 gibt es zu je zwei beschnkten
TeilmengenA, B C R" eine naiirliche Zahlm sowie disjunkte Zer-
legungenA = | J;-, und B = | J;-, B,, derart, dalir jedesk die Men-

genA, und B, durch eine Kongruenzabbildung ineinandbergeiihrt

werden lbnnen.

Kongruenzabbildungen sind zusammengesetzt aus Drehungever-
schiebungen; jeder veinftige Volumenbegriff sollte also den beiden
Mengen A, und B, dasselbe Volumen zuordnen. (Nach der weiter
unten betrachteten Transformationsformel hat das obenieieé Inte-
gral diese Eigenschaft.) Genauso sollte das Volumen eisgmétten
Vereinigung einfach die Summe der Volumina der Teilmengen;s
im obigen Satz raf3ten also, falls alled, und B, mef3bar varen, A
und B dasselbe Volumen haben. Da wirrfA und B beispielsweise
zwei Wurfel mit unterschiedlichen Kanteathgen nehmendanen, ist
das nairlich absurd. Somit &nen zumindest nicht alle der Mengen
A, und B,, meRBbar sein; es mufd auch nicht mef3bare Mengen geben.
Da der Beweis von BNACH und TARSKI nicht konstruktiv ist (er beruht
wesentlich auf dem sogenannten Auswahlaxiom), liefertllerdangs
keine expliziten Beispielelf solche Mengen, und zumindest bislang
konnte auch noch niemand so ein Beispiel angeben.

Obwohl der Satz von BNACH-TARSKI unserer Anschauungllig wider-
spricht, ist sein Beweis nicht sonderlich schwer; man firidenatirlich
in der Originalarbeit
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S. BANACH, A. TARSKI: Sur la cecomposition des ensembles de points
en parties respectivement conguenkasyd. Math.6 (1924), 244-277

oder, vereinfacht, beispielsweise bei

KARL STROMBERG The Banach-Tarski ParadoXmerican Mathemati-
cal Monthly86 (1979), 151-161;

eine sehr aushrliche popuhrwissenschatftliche Darstellung bietet das
Buch

LEONARD M. WAPNER The Pea and the Sun — A Mathematical Paradox,
A.K. Peters2005

ALFRED TARSKI (1902-1983) wurde als I4&RED TEI-
TELBAUM im damals russischen Warschau geboren. Er
studierte zuachst Biologie, wechselte dann aber, nach-
dem er eine Logik-Vorlesung gélt hatte, zur Mathe-
matik. Seine erste Arbeitjber Mengenlehre, erschien
1921, der Satz von AACH-TARSKI 1924, nachdem
er 1923 seinen Namen @edert hatte. Nach seinem
Studium unterrichtete er zéohst an verschiedenen
Warschauer Institutionen. 1930 traf er in Wies

A GODEL (1908-1978) und publizierte, wohl dadurch be-
einfluldt, 1933 seine sicherlich bekannteste Arbeit, in deli@Wahrheiteiner Aussage
in einem formalen System dadurch definierte, daf3 die Aussaegken Interpretationen
dieses Systems korrekt ist. Zwei Wochen vor dem deutschemdtsch in Polen war er
1939 zu einer Konferenz an die Harvard University nach US£feige er konnte dort
bleiben und arbeitete an verschiedenen amerikanischeretditaten, bis er 1942 nach
Berkeley ging, wo er trotz seiner Emeritierung 1968 bis 1i@hste.

Nachdem willber das EBESGUEIntegral ein Volumen definiert haben,
Ist nun schon fast klar, wie wir ein Integralder Teilmengen deR"
mit beliebigen Integranden definieren:

Definition: f: B — R sei eine Fupktion auf einer Teilmen@g R™
Falls die Funktionf: R" — R mit f(x) = f(x) furx € Bund f(x) =0
sonst LEBESGUEIntegrierbar ist, definieren wir

[ @z, [ fa

andernfalls existiert das linksstehende Integral nicht.

Kurz kdnnte man auch schreibgn f(z) = [. f(z)xp(z), allerdings
ist das insofern nicht ganz exakt, dler) nicht fur allex € R"™ definiert
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sein muf3. Interpretiert man das Prodyikt)y 5 (x) allerdings so, daf3 es
fur allex ¢ B verschwinden soll, unal@imgig davon oly () definiert
ist oder nicht, ist dies genau die obige Definition.

Im letzten Semester hatten wir Integrale in der Foffnf(x) dx ge-
schrieben; das neu einggirte LEBESGUEIntegral dagegen schrieben
wir zumindest bislang immer nur al§, f. Dies geschah vor allem, um
das neue Integral vom alten zu unterscheiden; in der Litesitdd auch
fur das LEBESGUEIntegral eher Schreibweisen wie

/B f(z)dz, /B f(x)dp oder /B flxq,...,2,)dx dxy- - - dx,,

ublich. Rir allem in Naturwissenschaft und Technik ist auch heuténoc
ublich, bei einem Integraliber einenn-dimensionalen Bereich auch
n Integralzeichen zu schreiben, also beispielsweise

//f(x,y)dxdy und ///f(x,y,z)dxdydz

B c

fir B C R?2undC C R3. Fir einen Integrationsbereich im allgemeinen
n-dimensionalen Raum ergibt sich entsprechend ein Monsivigm

/---/Bf(xl,...,xn)dxl...dxn.

N——
n-mal

Da das oben definierte Integral ein Spezialfall des Intedjtaér deriR™
ist und dieses wiederum auf Quaderintegraletizkgefihrt werden
kann, ist klar, daf3 auchuf dieses Integral digiblichen* Rechenregeln
gelten; etwas genauer ansehen wollen wir uns nur eine, cl ini of-
fensichtlicher Weise auf Regelirf eindimensionale Integrale Zigk-
gefuhrt werden kann: die Transformationsformel.

Von den vielen Regeln zur expliziten Bestimmung einer Stéamiktion
ist sicherlich die Substitutionsregel digtalichste; die Transformations-
formel verallgemeinert sie auf mehrdimensionale Integral

Die Idee im Eindimensionalen ist bekanntlich, dal3 wir digedma-
tionsvariabler als Funktionz = ¢(t) einer neuen Variablehschreiben:
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Mit a = @(tp) undb = p(t,) ist

b t1
[ rwdr= [ se)enar.

Genauso &nnen wir auch bei einer Funktion mehrerer afaderlicher
diese als Funktionen neuer Variabler schreiben.

Beginnen wir der Anschaulichkeit halber mit einer Funktiffx, y)
zweier Veanderlicher und schreiben wir diese als Funktionen

r=z(u,v) und y=y(u,v)

zweier neuer Variabler undv. Ein wichtiges Beispiel, das man zur Ve-
ranschaulichung ahrend der folgenden Rechnungen im Kopf behalten
sollte, ist die Polarkoordinatendarstellung

x=x(r,p) =rsing und y =y(r,p)=1rC0Sp.
Wir betrachten zuachst ein Integral

/Rf(x,y) dx dy

Uber ein achsenparalleles Rechtétknit Eckpunkten
(UO7UO)7 (U0+ h7U0)7 (uO7U0+ k) und (UO +h7vo+k) .

Wenn wir stattiber z und y Uber« und v integrieren, nmissen wir
Uber jenen BereictB’ integrieren, in dem sich diese neuen Variablen
bewegen, also die Menge

{ (z(u, v), y(u,v)) ‘u0§u§u0+h und vy <v<wvytk}.

Diese ist ndirlich im allgemeinen kein Rechteck, sondern eine krumm-
linig begrenzte Figur; im Beispiel der Polarkoordinatewainare sie
ein Winkelbereich zwischen zwei Kreigben. (An den bei Polarkoor-
dinaten etwas problematischen Nullpunkt als Ecke denkemwliesen
Zusammenhang lieber nicht; es ist klar, dal’3 sein Einfluf3 roenar
kleiner werdenden Rechteckeir feine um den Nullpunkt besdrkte
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Funktion f immer kleiner wird.)

Trotzdem machen wir, wenn undy differenzierbard~unktionen von
u undw sind, bei kleinen Rechtecken keinen allzu grol3en Fehletnwe
wir die transformierte Menge aRarallelogrammbetrachten, denn nach
Definition der Differenzierbarkeit ist

x(ug + h, vg) = x(ug, vg) + h (U07 vg) +o(h)
Y(ug + h,vg) = y(ug, vo) + h (u07 vg) +o(h)
x(ug, vg + k) = x(ug, vg) + k (U0> vg) + o(k)

Y(ug, vo + k) = y(ug, vg) + k (an vg) + o(k)

und
x(ug + h, vy + k) = x(ug, v) + h (u07 vp) + o(h)

k— (g, vo) + o(k)
Y(ug + h, v+ k) = y(ug, v) + h (U07 vg) + o(h)

k%(um vg) + o(k) ;

wenn wir Terme der Gif3enordnung(h) undo(k) vernachéssigen, ist
die transformierte Menge also ein Parallelogramm mit Kiaveg&toren

ox ox
o (U0> ’Uo) . (U07 Uo)
h g und k g’v .
o (U0> ’Uo) 27 (U0> ’Uo)
ou ov
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Der Flacheninhalt eines Parallelogramms ist bekanntlich gleiem
Produkt der Kantedngen mal dem Sinus des eingeschlossenen Win-
kels; falls wir die beiden Vektoren in dé&r? einbetten, indem wir ihnen
eine Null als dritte Komponente geben, ist das gerade gteaomBetrag
des Vektorprodukts, das hier nur in der dritten KomponertanNull
verschieden ist; die Bthe des Parallelogramms ist also

hk -
Ooudv Ovou
Integrieren wir nichtiber ein Rechteck, sondeiiber einen komplizier-
teren IntegrationsbereicB ¢ R?, so kdnnen wir diesen durch immer
kleinere Rechtecke approximiereiithit man dies genauer aus, &ith
man die folgende

Transformationsformel: f: B — R sei eine integrierbare Funktion auf
B C R?, und die Variablenz, y seien als differenzierbare Funktionen
x = z(u,v) undy = y(u,v) neuer Variablem, v dargestellt. Ist dann
B’ C R? ein Integrationsbereichiif den die Abbildung

B = B;  (u,v) (2(u,v), y(u,v))
bijektiv ist, so gilt

= Oxr dy Ox Oy
/Bf(x,y)da:dy—//f(:l:(u,v)y(u,v)) e

(Hier ist es mtzlich, die Integrationsvariablen explizit durelx, dy
und so weiter anzugeben, da wir links und rechts in verselniead
Koordinatensystemen arbeiten.)

du dv .

Im Fall
x=7rC0Spy und y=r7rsing

der Polarkoordinaten ist

Ox 0y Oz Oy _ : L
E%_%W_Cow (rcosy) — (—rsiny) - sinp =1,
d.h.
/ flx,y)dxdy = f(rcosp, rsiny) rdrde.
B B’

Fur diese Formel &tten wir eigentlich nicht den ganzen Apparat der Transétions-
formel gebraucht; die obige Abbildung zeigt uns, wie wir #ikche des Bilds eines
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Parallelogramms exakt ausrechnémken: Variiertr zwischenr undr + h und ¢ zwi-
scheny und ¢ + k, so erhalten wir in deraf, y)-Ebene als Bild die Differenz zwischen
zwei Kreissektoren miDffnungswinkelk und Radiusr + h beziehungsweise; der
Flacheninhalt ist also

Ik(r+h)? — 2kr? =7 kh + Skh? .
Wennh undk simultan gegen Null gehendknen wirkh? gegetiiberkh vernachéssigen,

der FAcheninhaltch des Rechtecks aus def, {(0)-Ebene wird also im wesentlichen nur
mit ~ multipliziert — genau wie es die obige Rechnung auch zeigt.

Mit dieser Formel Bnnen wir beispielsweise noch einmal diéé¢he
eines Kreises ausrechnen: Die Punkte der Kreisschgitng RadiusR
um den Nullpunkt haben Polarkoordinaten() im Rechteck

B'={(r,p)|0<r <R und 0<¢<2r};

die Flache vonB ist also
27 R 2w

2
/da:dy:/ rdrngZ/ /rdr d(p:/R?d(p:ﬂ'Rz.
B /
0

0 0

Im Vergleich zum letzten Abschnitt, wo wir das Integrain(fz = 1) in
kartesischen Koordinaten ausrechneten und dazu die Banki — 2
integrieren muf3ten, ist diese Rechnung erheblich einfadme Trans-
formationsformel leistet also genau das, was wir von eiregalge-
meinerten Substitutionsregel erwarten: Beschickteran das Problem
angepaldter Substitution kann sie die Berechnung einegéitdeerheb-
lich vereinfachen.

Als letztes Beispiel wollen wir endlich einmal ein Integaalsrechnen,
bei dem wir das Ergebnis nicht besser und viel einfacherdelemen-
targeometrisch&lberlegungen bekommerdknen: das Integral

oo

I = /e_xzdx.
def

— OO

Man kann zeigen, dal3 die Stammfunktion vorf nicht in geschlos-
sener Form durch elementare Funktionen aiskivar ist; Integration
mittels Stammfunktion ist also zwecklos. Stattdessen tzemuwir fol-
genden Trick:
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Durch Greniibergang knnen wir defR? als ein unendlichegRechteck
auffassen; daher ist

/ e—(x2+y2) dCC dy — / / e—(x2+y2) d:[; dy
R2

:/e_yz /e_xzda: dy = /e v’ Idy
=1 / e_yzdy=12.

In Polarkoordinaten entspricRf dem BereichB’ = R+ o %[0, 27); also
ist das betrachtete Integral nach der Transformationsbaonch gleich

27 0

(2402 2 2
/e(x y)dazdy=/e’"7“d7"dcp=/ /rerdr do .
R2 /

0 0

Die Stammfunktion des neuen IntegrandearT’"2 ist leicht zu finden:

Aus
d 2 2

%e_’" = —2re "
folgt sofort, daf?
/7“6_’"2 dr = —%e""z +C'.

Damit konnen wir weiterrechnen und erhalten das Ergebnis

2 00 21 2
—r? — 1_—r? >~ — 1 —
re”" dr | dp= [ —3e dp= [ zdp=m.
0 \o 0 0 0
Also ist I? = 7 und, da der Integrand vahiiberall positiv ist, folgt
1= / e~ dg = NS

— 00



