Kapitel 5
Funktionen mehrerer VVeranderlicher

Bislang hatten wir nur Funktionen betrachtet, die von emiaerzigen
Variablen ablAngen. Er die meisten Anwendungen ist das zu viel zu
speziell: Egal ob wir ein wirtschaftliches, soziales odechinisches
System beschreiben wollenpiknen wir sicher sein, dal3 es von einer
Vielzahl verschiedener GRen abhngt.

Wir kdnnten versuchen, dieses Problem zu umgehen, indem wir alle
diese GolRen mit einer Ausnahme konstant halten und die so entste-
hende Funktion einer Vanderlichen mit den uns bekannten Methoden
untersuchen — dieseeteris paribusAnsatz(dasUbrige ist gleich)wird

in der Tat bei manchen volkswirtschaftlichen Problememgeerwen-

det. Er ist aber sicherlich nicht allgemein einsetzbar,nddie eine
variable Gbl3e kann je nach Werten der festgehaltenen Variablen sehr
unterschiedliche Effekte haben: Mehrproduktion kann goeisweise

ja nach Zustand des Marktes mal zu Gewinnen, mal zu Ladenn
fuhren. Hinzu kommt, dal? die Kenrigden eines Systems selten un-
abhangig voneinander sind und daher &aderungen einer GRe oft
zwangsaufig zu Veanderungen weiterer G8en tihren.

Trotz dieser Schwierigkeiten wollen wir die bétrten Methoden aus
der Analysis einer Vé@nderlichen soweit wie tglich weiter benutzen;
wie sich zeigen wird, ist das auchglich, allerdings rissen sie durch
zusatzliche Hilfsmittel ergnzt werden.

Ein wesentliches solches Werkzeug sind, wie schon bei ka4
einer Veanderlichenlineare Funktionen; teilweise werden wir hier im
Mehrdimensionalen daher auch Methoden aus der Lineareabgdg
brauchen.
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81: Grundlegende Eigenschaften

Bevor wir zur Differential- und Integralrechnung ifR"™ kommen,
brauchen wir — wie schon im eindimensionalen Fall — einiggo¥oei-
tungenuber Konvergenz, Stetigkeit ur&hnliche Grundbegriffe. Diese
sollen hier zusammengestellt werden.

a) Visualisierung in hoheren Dimensionen

Um einen ersten Eindruck von einer FunktignD — R auf einer
TeilmengeD C R zu gewinnen, startet man am besten mit einem
Bild. Dieses kann zwar, fall® kein endliches Intervall ist, meist nur
einen endlichen Ausschnitt des Definitionsbereichs zeugehist auch

In seiner Genauigkeit begrenzt, bietet aber doch Infolwnatilie man
anders nur mit erheblich gBeerem Aufwand darstellerdknte. Als Bild
von f betrachten wikiblicherweise den Graphen

Ly = {(@y) eR|y=/f@)},

also eine Teilmenge der Eben&f, die wir uns sehr gut vorstellen
konnen.

Auch fur eine Funktionf: D — R"™ mit D C R" kdnnen wir deren
Graphen

Py = {(z.9) € DxR™ |y = f(2)}

definieren; da dieser iR™ x R™ =R™"™ liegt, ist er allerdings nurifr

n +m < 3 wirklich anschaulich, wobei es im Fall+ m = 3 bei kom-
plizierteren Funktionen stark von der gi&ten Perspektive aBhgen
kann, wieviel man wirklich sieht. & einfache reellwertige Funktio-
nen zweier Vednderlicher jedoch ist der Graph sicherlich die beste
Methode zur Veranschaulichung, wobei man gegebenenfailsesse-
ren Ubersicht noch Hilfslinieniir die Funktionswerte zu ausgatiten
Werten vonz und/odery einzeichnen kann.

Beim Graphen der Funktion
([-1,1]x[-1,1] —R
f'{ (z,y) — V4—22—y?
in der Abbildung auf der &achsten Seite etwa sieht man bei beiden
Darstellungen recht gut, ddi3. Teil einer Kugeloberfiche ist.
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Graph der Funktion f(x,y) = \/4 — 22 — 3?2

Eine andere Nglichkeit zur Veranschaulichung von Funktionen zweier
Veranderlicher ist von topographischen Karten her bekanntt @iod

die Hoheluber dem Meeresspiegel, eine Funktion der beiden Ebenenko-
ordinaten, dargestellt dur¢hdhenlinien.Entsprechenddnnen wir fir

eine beliebige Funktiorf: D — R mit D C R? und jeden Wert € R

die Niveaulinie

NP = @) € R | f(,y) = )

definieren; sie muf3 natlich keine,Linie” sein, sondern kann auch nur
aus einigen Punkten bestehen, leer sein oder — im Fallel@nstanten
Funktion — fir einen bestimmten Wertaus dem gesamten Definitions-
bereichD bestehen.

Im Falle des obigen Beispiels etwa iSg(f) furc > 2 und firc < /2
die leere Menge;lr ¢ = 2 besteht sie nur aus dem Nullpunkt, urid f
¢ = /2 aus den vier Punkten (&1) und &1,0). Rir v2 < ¢ < 2
erhalten wir die in der &achsten Abbildungiir ¢ = 1,5 bisc = 2 in
Schritten von 0,05 dargestellten Kreislinien

Va4—12—y2=c oder z?+y*=4—¢?,

eingeschiinkt natirlich auf das Einheitsquadrat als dem Definitionsbe-
reich von f. Die Darstellung von Niveaulinien kann auch kombiniert
werden mit der des Graphen.
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& _e

Niveaulinien der Funktion f(z,v) = /4 — 22 — y?2

Fur Funktionen von mehr als zwei \&@rderlichen ist die Visualisierung
naturgenald schwieriger; wir &nnen Graphen und auch Niveaulinien,
-flachenusw. zwar problemlos definieren, aber nicht mehr zeichnen
— es sei denn, es handelt sich um sehr einfache Ningh imR3.

Bei Funktionen mit Werten in einem mehrdimensionalen Raamrkt
hinzu, dal3 die Niveaumengen dann nicht mehr nur von einemaleso
von mehreren Parametern &pigen.

Eine weitere Mbglichkeit besteht darin, auf einem zwei- oder dreidi-
mensionalen Graphen durch Farbe, Texiaw.weitere Dimensionen
darzustellen; allgemein bekannt ist die Kodierung déhéidurch von
Griin nach Braun laufende Farben in Atlanten oder auch die Eanst
der Temperatur durch Farbvaufe von Blauiber Rot nach Weiliysw.

Wollen wir beispielsweisellr 0 < z < 37 und 0< y < 27 jene Funk-
tion vonR? nachR? veranschaulichen, die einem Punki ) die beiden
Werte f(z, y) = sin(x +y) cosc — y) undg(x, y) = cosf +y) sin(x — y)
zuordnet, so&nnen wir den Graphen vgizeichnen und darauf nach ei-
nem Farbschema die Funktigrkodieren. Da diese nur Werte zwischen
—1 und 1 annimmt, riassen wir dazu einfach ein Funktion festlegen, die
jeder dieser Zahlen eine Farbe zuordnet; der entsprechemdeerlauf

ist unter dem Bild abgedruckt. Wenn man genau hinschautingéew
man so einen recht guten Eindruck vom relativen Verlauf ceddn
Funktionen.
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Grundsitzlich kann man mit Farben auch mehr als eine Dimension
darstellen: Da wir drei Arten von Sefafchen haben, danten wir
theoretisch bis zu drei Dimensionen darstellen. detsich sind je-
doch nur die wenigsten Menschen in der Lage, einer Farbendere
Rot- Giin- und Blauwerte anzusehen, so daf3 die Darstellung von drei
Dimensionen durch Farbwerte selteiatzlich ist. Zwei Dimensionen
sind aber durchaus realistisch, vor allem,
wenn wir die eine Dimension auf die Hel-
ligkeit abbilden und die andere auf einen
der beiden Farbwerte in einem Luminanz/
Chromanz-Modell wie etwa deniffs jpeg-
Format verwendeten YCbCr-Modell. Beim
links abgebildeten Quadrat etwa sind die
Werte durch die Helligkeit kodiert und die
y-Werte durch die Chromanif Rot.

Als letzte Alternative seien noch Stern- oder Netzdiagranemahnt:
Hier geht es darum, einzelne Punkte in einethdrdimensionalen
Raum zu veranschaulichen, z.B. den Vektor der Klausurretess Stu-
denten oder Kompetenzeingthungen dir Politiker. Um einen Punkt
(x4,...,z,) € R" darzustellen, zeichnet manvom Nullpunkt aus-
gehende Strahlen i®?, markiert auf demi-ten dieser Strahlen den
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Punkt z,, und verbindet die so markierten Punkte zu einer&ck.
Damit diestibersichtlich bleibt, sollte hier nicht wesentlich gif3er als
zehn sein, und auch die Anzahl der in einem Bild darstellb&wenkte
sollte definitiv einstellig sein.

Die Punkte (3,1,4,1,5,9,2,6,5)und 2,7,1,8,2,8,1,8,2) aus R?
Ein eigenes Forschungsgebiet der Mathematik und Infokyndie Vi-
sualisierung, besditigt sich mit diesen und weiteren Methoden, die f
eine vorgegebene Fragestellung interessanten Aspelete(aimalytisch
oder empirisch gegebenen) Funktion mehrereéNderlichen graphisch
herauszuarbeitenfif uns sollen aber zumindest vorerst Graphen und
Niveaumengen geémen.

b) Normierte Vektorraume

Bei der Definition von Konvergenz und Stetigkeit im Eindiragmalen

spielte die Betragsfunktion eine grol3e Rolle; die in diegdrchnitt

eingefihrten Normen sollen diese Funktion aufhérdimensionale
verallgemeinern.

Genau wie die klassische Betragsfunktion jeder reelleer(&@mple-
xen) Zahl eine nichtnegative reelle Zahl zuordnet, sok éilorm jedem
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Punkt dedR™ (oderC"™) eine nichtnegative reelle Zahl zuordnen. Wenn
wir den Punktz = (z4,...,2,) € R" mit dem Vektor mit denselben
Komponenten identifizierengkinen wir beispielsweise dessearige

Vi) =R

nehmen, was oft in der Tat die ii@ichste Wahl ist. Andererseits ist das
Rechnen mit dieserdnge wegen der Wurzelfunktion gelegentlich recht
unangenehm; deshalb wollen wir auch Alternativen beteatht

Obwohl wir uns in diesem Semester praktisch nurR"” interessieren,
mochte ich zumindest die Definitioriif einen beliebigen reellen oder
komplexen Vektorraum angeben:

Definition: Ein normierter Vektorraum ist eilR- oderC-VektorraumV’
zusammen mit einer Abbildung: || : V' — R mit den Eigenschaften

a) || Av|| = |A| ||v]| fur alleA € R bzw.C undv € V
b) ||v|| > O furallev € V, und||#|| = 0 genau dann, wenn= 0
C) [[v+w| <|v| +]||lw| (Dreiecksungleichung)

Die Zahl||v|| wird alsNormdes Vektors) € V bezeichnet.

Im Falle V' = R oder auchV' = C ist klar, daf3||v|| = |v| alle drei
Forderungen eiillt; der Begriff der Norm verallgemeinert also in der
Tat den des Betrags.

Ist (-, -) ein Skalarprodukt auf dem reellen Vektorralimkann durch
loll = v/Tv,0)

eine Norm aul/ definiert werden: Abgesehen vo)sind alle Forderun-
gen aus der obigen Definition klar; zum Beweis v©nmissen wir
beachten, dal3 wegen der Bilineatieines Skalarprodukts gilt

lo+wl® = (v+w,0+w) = [|v]|*+w|® +2(v,w)  und

— 2 2
(loll + llwl)? = vl + wl|® + 2] flw]

so daf? die Behauptung im Falle, w) > 0 sofort aus der 8JCHY-
ScHwARzschen Ungleichung folgt undif (v, w) < 0 aus der Nichtne-
gativitat der Norm.



Kap. 5: Funktionen mehrerer Veranderlicher 8

Ausgehend vom Standardskalarprodukt

(v,w) = {(vy,...,v,), (W, ..., w,)) = vw e o,

aufR™ erhalten wir so die BkLIDische Norm

loll = [y, . o) = (/o4 +02,

mit der wir in dieser Vorlesungdufig arbeiten werden.

Der Hauptgrund ddir, dal3 wir auch noch andere Normen betrachten,
liegt in der Unhandlichkeit des Umgangs mit der Wurzel. Dieite fur

uns wichtige Norm auR", die Maximumsnormyermeidet dies. Sie ist
definiert als

ol = I, -0l = maX{fonl, -, 0]}
Bedingunga) ist erfullt, da|Av,;| = |\| - |v;| fur alled, und auch mib)
gibt es keine ProblemeilFc) betrachten wir zwei Punkte

v=_(vq,...,v,) und w=(wq,...,w,)
ausR"™. Die Maximumsnorm der Summe

vtw= (v twy,...,v, tw,)

ist nach Definition der gif3ite Wert eines Betrags; + w,|; dieser werde
etwa fir den Indexj angenommen, d.fo + wl| = |v; +w;]|.
Die Norm ||v||, von v ist der gbfte Betrag eines, und damit min-
destens gleichv, |; genauso isfw| ., > |w,|. Also ist

lv+wll o = [v; +w;| < o] + |w;| < Jvllg + llwll
wie verlangt.

Damit ist auch die Maximumsnorm taishlich eine Norm. Sie kann
allerdings nichtiiber ein Skalarprodukt al®™ definiert werden: @be
es ramlich ein Skalarprodukt, -), fur das||v||, = /(v,v) ware; so
ware etwa imR? insbesondere

(EHO)-IG w (©)-GD- I
O ) 6 6)+ ()22 6)-(0)
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() () -3 ()3 =3
O ~(()+ () )+ ()-ers-2=

ein offensichtlicher Widerspruch.

Maximumsnormen lassen sich nicht nar ™ (und analogC") defi-
nieren, sondern auchuf Funktionenaume: Wie wir aus Kapitel 5
wissen, nimmt eine stetige Funktigfi[a, ] — R auf einemabge-
schlossenéntervall ihr Maximum wirklich an, d.h die Abbildung
I-lloc :C°([a, 8], R) = B f — max |f(z)]
ist wohldefiniert. Sie hat auch die Eigenschai¢hisc): a) undb) sind,
wie in den meisten &len, trivial, und sindf, g CO([a, b], R) zwei
Funktionen, so ist auch deren Sumjfteg stetig. Wenn sie ihr Betrags-
maximum im Punkt:* € [a, b] annimmt, haben wir die Absétzung

I +9lloe = 10+ )@ = [f (&) + g(a™)] < [f(z7)] +[g(z7)]

< max + max = + _
< max [f@)|+ max [9()| = |fllo + gl

4 =

Maximumsnormen spielen unter anderem in der Numerik eicatge
Rolle, denn sie liefern Fehlerschrankém humerische Rechnungen:

FUuhren wir beispielsweise auf dem Vektorral®fi*" aller n x m-
Matrizen die Maximumsnorm ein, so setzen wiriréich

All. = maxmax|a,;] .
Betrachten wir aucR™ undR"™ mit der Maximumsnorm, so erhalten
wir fur einen Vektorv € R™ und dessen Produkt = Av mit einer
n x m-Matrix A die Absclatzung

1blloe < m [ All - vl

denn nach der Multiplikationsregelif Matrizen istb, = Zaijvj und

j=1
damit

m m
|b;| < Z ‘a’ij’ ‘ ’Uj’ Z [A]loo - vl oo = m (| All o 0]l -
j=1 j=1
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Wird also der Vektow durch einen Fehlervektergesbrt, so ist
A(v+e)=Av+ Ae = b+ Ae

mit einem Fehler behaftet, dessen KomponemérSicherheikleiner
sind alsm || 4] - ||¢]|..- Entsprechendndert sich bei einem eindeutig
|dsbaren linearen Gleichungssystetn = b die Losungz = A1
hochstensum n |A~Y|__ - |||, wenn die rechte Seite durch einen
Vektor e gestrt wird. (Tatschlich wird diese Schranke in den meisten
Fallen viel zu pessimistisch sein, aber realistische Sdam@arsind in
der Numerik oft — wenriilberhaupt — nur mit sehr grolRem Aufwand zu
finden.)

Wir haben Normen eingahrt als Verallgemeinerungen der Betrags-
funktion, um damit auch Begriffe wie Konvergenz und Stegigjlaufs
Mehrdimensionale ziibertragen. Im Falle der Konvergenihit dies
zur

Definition: (V| -|) sei ein normierterR-Vektorraum. Eine Folge
vy, Uy, ... VON Vektoren aud” konvergiert gegen den Vektar € V,
wenn es zu jedem > 0 eine ndirliche ZahlN € N gibt, so dafl3
|lv —v,|| <efurallen > N.

Da es bei der Konvergenz nur darum geht, dal3 die Folgengldsde
Grenzwert beliebig nahe kommen, ist klar, daf3 sich an dev&genz
einer Folge nicht@ndert, wenn wir die verwendete Norm durch ein
positives Vielfaches ersetzen. Allgemeiner definieren wir

Definition: Zwei Normen||-||; und | - ||, auf einen Vektorrauni’
heil3enaquivalent, wenn es reelle Konstantgne, > 0 gibt, so dal3

ey [lvlly < lvlly < eaflvlly -

Offensichtlich ist dann auch

v v v, ,
e 2 > 1> ) 2

die Aquivalenz ist also, wie es sein muRR, symmetrisch.
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Beispielsweise sind auf jedeRi" die EUKLIDische Norm|| - || und die
Maximumsnorm| - || . &quivalent, denn

loll = \fo+ -+ 02 < \Jnfoll?, = v ol
2
lolle = Vol < (Je3 +- 402 = |Jo]l

Ivlloe < vl < Vvl -

Anschaulich bedeutet dies, dal’ jedetifél in eine Kugel eingebettet
werden kann und umgekehrt, denn

{:13 e R"” ‘ 2], < a}
ist ein Wurfel mit Kanteninge 2 und
{x e R"” ‘ ||| < 7“}

eine Kugel mit Radius.

und

d.h.

Fir den Nachweis der Konvergenz einer Folge kann mal die eiag,
die andere dieser Normen besser geeignet sein. ZummkGlaben wir
die freie Auswahl:

Lemma: |- ||, und|| - ||, seien zweaquivalente Normen auf dem Vek-
torraumV'. Eine Folge ¢,,),,cy VOn Vektoren aud” konvergiert genau
dann be#glich || - ||; gegenv € V, wenn sie beiglich || - ||, gegenu
konvergiert.

Beweis:Da die Normeraquivalent sind, gibt es positive reelle Zahlen
¢q, €y, SO dalicy [[v]|; < |lvll, < ¢ v|, ist fur allev € V. Falls die
Folge @,,),,cy beziglich|| - ||; gegerv € V konvergiert, gibtes zu jedem
e >0einN € N,sodaljjv —v,||; < eistfurallen > N. Also gibt
es bei vorgegebenem> 0 auch einM/ € N, so daf3jv —v,,||; < /¢,
furallen > M. Furn > M ist dann

€
|v _UnHZ <clv— Un”l Scp— =g,
Co

die Folge konvergiert also auch liggich || - ||, gegern.
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Da||v||; < ||v|l, /cqistfurallev € V, folgt ganz entsprechend, daf3 jede
beziglich|| - ||, konvergente Folge auch gglich || - ||, gegen denselben

Grenzwert konvergiert.
|

Man kann zeigen, daf’ iR" alle Normenaquivalent sind, so dal’ es
dort also nur einen Konvergenzbegriff gibt. Wir werderRit praktisch
immer mit der EKLIDischen Norm oder der Maximumsnorm arbeiten,
derenAquivalenz wir gezeigt haben; dahémnen wir immer, wenn von

Konvergenz die Rede ist, freidtlen, mit welcher der beiden Normen
wir arbeiten ndchten. Je nach Anwendung kann

c) Stetigkeit

Stetigkeit bedeutet anschaulich, daR klefmelerungen der Argumente
einer Funktion auch nur zu kleinehnderungen der Funktionswerte
fuhren. Um Spielraumiir die Variation der Argumente zu haben, defi-
nierten wir Stetigkeitiir Funktionen einer VV@nderlichen nuriir Funk-
tionen, die auf offenen Intervallen definiert sind. Im Fathehrerer
Veranderlicher wollen wirahnlich vorgehen; wir brauchen daher als
erstes eine mehrdimensionale Entsprechumgffene Intervalle.

Die fur uns wesentliche Eigenschaft eines offenen Intervallg)war,
daf} es dortiir jeden Punkt € (a, b) sowohl links als auch rechts van
weitere Punkte aus dem Intervall gibt: ksdas Minimum der beiden
(positiven) Werter — a undb — x, so liegt das Intervalld — ¢, x + ¢)
ganz in @, b); wir kdnnen uns also sowohl nach links als auch nach
rechts um einen beliebigen Betrag kleindrewegen, ohne das Intervall
zu verlassen.

Im R? und erst recht in dherdimensionalen & men knnen wir uns
nicht nur nach links und rechts bewegen, sondern in undndiele
Richtungen; wir wollen verlangen, dal3 es wieder eine p@sifiahle

gibt, so dal3 wir uns in jeder Richtung um jeden Betrag echhé&fe
bewegen &nnen ohne die Menge zu verlassen. Im Zweidimensionalen
bedeutet dies, wenn wir mit detELID ischen Norm arbeiten, daf3 es zu
jedem Punkt eine Kreisscheibe um diesen Punkt geben soll, die ganzin
der Menge drin liegt; in bheren Dimensionen haben wir entsprechend
Kugeln und deren@herdimensionale Verallgemeinerungen.
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Definition: a) Eine TeilmengeM C V eines normierten Vektor-
raumsV mit Norm|| - || hei3toffen,wenn es zu jedem Punkte M ein

e > 0 gibt, sodald jedegc V mit ||y — x|| < ein M liegt.

b) M heil3tabgeschlossenwenn die Kompleme@rmengd/ \ M offen
Ist.

c) M C N heil3toffen in der Teilmeng&’ C V, wenn es eine offene
TeilmengeU C V gibt, so daliV/ = U N N ist; M heil3tabgeschlos-
sen in N, wenn es eine abgeschlossene TeilmeAge V' gibt mit
M=AnNN.

Wir kdnnen dies auch anders formulieren, indem wiraalst fir eine
beliebige Teilmengé/ C V und einen beliebigen Punkte V' dessen
Lage in Bezug auf\/ klassifizieren:

Definition: a) Ein Punktz € V hei3tinnerer Punktder Teilmenge
M C V,wenn es eirr > 0 gibt, sodaB allg € V mit ||z —y|| < ¢
in M liegen.

b) z hei3taul3erer Punkvon M, wenn es eirx > 0 gibt, so dal3 alle
y € V mit ||z — y|| < e nichtin M liegen.

c) x heil3t Randpunktvon M, wenn es fir jedess > 0 einen Punkt
y € M gibt mit |z — y|| < ¢ sowie einen Punkt € V \ M, so daR
|z — z|| <e.

x ist innerer, y &ufBerer Punkt und z Randpunkt der blau umrandeten Menge

Ein innerer Punkt von M mul3 also insbesondere in der Mengeadrin

liegen, wahrend einaulRerer Punkt vod/ nichtin M liegen darf. In
beiden Rllen niissen auch noch alle hinreichend nahesblegenden
Punkte dieselbe Eigenschaft haben.
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Ein Randpunkt muf3 nicht in der Menge liegen, kann es abehtfyic
ist, dal3 es beliebig nahe vansowohl Punkte gibt, die in der Menge
liegen, als auch solche, die dies nicht tun.

Wenn wir imR™ mit der EUKLIDiIschen Norm arbeiten, ist ein Punkt
x € M genau dann ein innerer Punkt voh, wenn es eine Kreisscheibe
bzw.n-dimensionale Kugel um gibt, die ganz inM liegt; ein Punkt

x ausR"™ \ M ist genau danrauf3erer Punkt, wenn auch noch eine
Kreisscheibézw.n-dimensionale Kugel um ganz aulRerhalb vom/
liegt. Von einem Randpunkt schlie3lich verlangen wir, dafkej noch
so kleine Kreisscheiblezw.n-dimensionale Kugel uma sowohl Punkte
ausM enthalt als auch solche, die nicht i liegen.

Wenn wir stattdessen mit der Maximumsnorm arbeiten, gdt tas-
selbe; nur haben wir jetzt an Stelle der Kreisscheiben Catadind
an Stelle vom-dimensionalen Kugeln-dimensionale Wirfel. Die in-
neren,aufleren und Randpunkte sind offensichtlichtgbzh beider
Normen dieselben, und wie oben im Falle der Konvergenz zeajt
leicht

Lemma: Sind || - [[; und || - ||, aquivalente Normen auf dem Vektor-
raumV, so ist ein Punkt € V' genau dann innereiul3erebzw.Rand-
punktder Teilmeng@/ C V beziglich|| - ||, wenn er diese Eigenschaft
beziglich || - ||, hat.

Ebenfalls ziemlich klar ist

Lemma: a) Eine Teilmengel/ C V eines normierten Vektorraums
ist genau dann offen, wenn jeder Punmk& M ein innerer Punkt ist.
b) M ist genau dann abgeschlossen, wenn jeder RandpunR®tihviam\/
liegt.

Beweis: afolgt sofort aus dem Vergleich der Definition offener Mengen
und innerer Punkte.i b) betrachten wir zuaichst eine abgeschlossene
TeilmengeM C V und einen Randpunktvon M. Lagez nicht in M,
muldtez in V' \ M liegen. Dal’ \ M eine offene Menge ist,ape es also
eine > 0, so daR auch allg € V mit ||z —y|| < ein V \ M liegen
muf3ten. Dies widerspricht aber der Definition eines Randpdiakden

es mindestens eip e M geben muld miflz — y|| < e.
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Ist umgekehrtV/ C V eine Menge, die jeden ihrer Randpunkte éittth
ist keiner der Punkte € V'\ M Randpunktvon/, es gibtalso zu jedem
x € V\Meine > 0, so dald entweder allec V mit ||z —y|| < ¢
in M liegen oder aber alle solchein V' \ M liegen. Ersteres ist nicht
moglich, daz selbst nicht inM liegt, obwohl|jx — z|| = 0 < ¢ ist;
daher niissen alle diesgin V' \ M liegen, so dafy/ \ M eine offene

Menge ist. Damit istV/ selbst abgeschlossen, wie behauptet. .

Nach diesen Vorbereitungeidnen wir nun stetige Funktionen definie-
ren:

Definition: a)Eine Abbildungf: D — W von einer Teilmeng® C V
eines normierten Vektorraun{d/, || - ||;) in einen normierten Vektor-
raum (W, || - ||,) heiBtstetigin € D, wenn es iir jedess > 0 ein
§ > 0 gibt, so daRiir alley € D gilt: Ist ||z —y|, < 6, so ist

1f(@) = f@)ll, <e.
b) f heil3tstetig,wenn f in jedem Punkiz € D stetig ist.

Auch hiertiberzeugt man sich leicht, daf3 sich nicatglert, wenn wir
| - |l und/oder| - ||, durch eineaquivalente Norm ersetzen.

Konkret fur eine Funktion vom reellen Variablen mit Werten ifR
besagt diese Definition, ausgadkt fur die Maximumsnorm

Definition: Eine Funktionf: D — R auf einer Teilmengé desR"
heil3tstetigim Punktx = (z4,...,2,) € D, wenn es zu jedem > 0
eind > 0 gibt, so dal3dr jeden Punky = (y4,...,y,) € D qilt: Falls
ly; — x;| < distfurallei, dannist f(y) — f(z)| < €.

Im Eindimensionalen kann man der graphischen Darstellumay BEunk-
tion leicht ansehen, ob sie stetig ist oder nicht; wir wobehauen, wie
dies im Mehrdimensionalen aussieht.

Der Einfachheit halber bescimken wir uns auf Funktionen zweier
Veranderlicher, z.B. die Funktion
R? —R

2x1°
(@,9) — 22+, falls (z, ) # (0,0) -

0 falls (z, ) = (0,0)

f:
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Wir sollten erwarten (und werden auch gleich sehen), dadedianktion
aufR?\ {(0,0)} stetig ist, denn dort ist sie niiber Grundrechenarten
definiert, wobei Division durch Null ausgeschlossen istz8la y* nur
im Nullpunkt verschwindet. Bleibt also der Punkt () zu untersuchen.

Die Abbildung unten zeigt den Graphen vénn einer kleinen Umge-
bung des Nullpunkts. Sie zeigt zwar einen relativ steileruSg entlang

der Geraderr = 0, aber nur iir die etwas weiter vom Nullpunkt ent-
ferntenz-Werte; beiy = 0 sieht alles harmlos und ziemlich eben aus.

W
91/
4

¢
9

SO
<S>

/
y

1 1

Ist diese Funktion stetig?

Nun istder abgebildete Graph dadtch von einem Computer anhand von
nur endlich vielen Sttzpunkten konstruiert; um wirklich zu entscheiden,
ob f im Nullpunkt stetig ist, Bnnen wir uns nicht auf diese Approxima-
tion verlassen, sondernimssen die Funktion etwas genauer untersuchen.

Da wir uns im Eindimensionalen recht gut auskennémyien wir bei-
spielsweise die EinscAnkungen vory auf die verschiedenen Geraden
durch den Nullpunkt betrachten. Abgesehen von giéichse haben
diese alle die Forny = ax mita € R, und

(@, ax) = 2z - (ax)® _ 2a%2® 2a°x

22+ (ax)*  22(1 +a%2?) T 1442
furz # 0. Fir x — 0 geht beim rechtsstehenden Ausdruck dé&nl2r
gegen Null und der Nenner gegen eins; der Grenzwert exiatss und
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ist gleich f(0,0) = 0, d.h. die Einsclamkung vonf ist stetig auf der
Geradeny = ax.

Auf der y-Achse verschwindef fur jeden Wert vone, ist also eben-
falls stetig, d.h. die EinscAnkung vonf auf jede Gerade durch den
Nullpunkt ist stetig.

Betrachten wir zur Vorsicht auch noch die Einsitkung vonf auf die
Parabel: = ay?! Dort ist

£ )= 2ay? - y? 2ay” _ 2a
CLy Yy CL2 4+y (1+a2)y4_1+a2

fur alley # 0, wohingegenf(0,0) = O ist. Rir ¢ # O ist die Ein-
schiankung vonf auf diese Parabel also nicht stetig, und damit kann
auch f nicht stetig sein: Setzen wit = 1, so ist 2/(1 +a?) = 1,
die Funktion nimmt also beliebig nahe beim Nullpunkt den Vé@ns
an. Formal Kknnen wir die Unstetigkeit béglich der Maximumsnorm
folgendermalien beweisen:

Wenn f im Nullpunkt stetig véare, gibe es zu jedem > 0, einé > 0,
so daB dir alle Punkte £, y) mit ||(z,v)| . = max{|z|, |y|} < J der
Betrag vonf(z, y) kleiner alss ware. kir jedess > 0 und jedeg/ mit
ly| < dundly| < listabery?| < [y| < 4, alsol|(y*,y)|| < 4, aber

_2° ey
F2y) = eIt

so dalR esifre = % kein solche® geben kann.

Dem Graphen konnten wir das nicht ansehen, wasiieretberlegung
eigentlich auch nicht verwundert: Der Graph wurde von eir@om-
puter gezeichnet, und der kann indith nur eine endliche Auswabhl
xq,...,2T, DZW.y,, ...y, von Werten bdicksichtigen. Dazu berech-
net er die Funktionswerté(z;, y;) und verbindet dann die Punkte zu
gleichemz,; bzw.gleichemy,; durch Kurven. Entlang dieser Kurven ist
f aber, wie wir gesehen haben, stetig.

Anders sieht es aus, wenn wir stattdessen die Niveaulinenf\vbe-
trachten: Zusammen mit den Koordinatenach$eardecken die Para-
belnz = ay® mita € R\ {0} den gesamteR?, die NiveaulinieNy(f)



Kap. 5: Funktionen mehrerer Veranderlicher 18

von f besteht also aus den beiden Koordinatenachsahrend die an-
deren Niveaulinien aus Parabetn= ay? jeweils ohne den Nullpunkt
bestehen; siehe Abbildung. Da die Gleichung

2a
1+a2 €
fur ¢ # 0 die beiden bBsungen
14++v1—¢?

a =
C

hat, besteht jede Niveaulini@fO < |c¢| < 1 aus zwei dieser Parabeln,
fur |c| = 1 aus einer, undif [¢| > 1ist N_(f) = 0.

0.2+

-0.21

Die Niveaulinien illustrieren die Unstetigkeit im Nullpunkt

Dies zeigt auch anschaulich, d@fm Nullpunkt unstetig ist, denn alle
Niveaulinien kommen dem Nullpunkt beliebig nahe, obwolelséir nur
auf Ny(f) liegt. Daran sehen wiiibrigens auch, daf} der oben abge-
bildete Graph falsch ist: In jeder Umgebung von@Pwird jeder Wert:
zwischen—1 und 1 angenommen, der Abschlul3 des Grapherainth
also die Strecke-{1, 1] auf derz-Achse. Wegen der oben beschriebe-
nen Vorgehensweise von Maple (und auch fast aller andensipGeer-
graphikprogramme) ist das aber in der Abbildung nicht zeeseh

Bei Funktionen, in deren Definition Fallunterscheidungeigehen, ist
also goliere Vorsicht geboten als im Eindimensionalen; bei in dar P
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xis auftretenden Funktionen wird es allerdings wohl mess$ain, dafd
die Unstetigkeitsstellen genau dort auftreten, wo maiiisge definiert
hat. Schwierig wird es nur, wenn man wie im obigen Beispiegin
nem Punkt eine Situation der Af0/0* hat und entscheiden muf3, ob
man stetig ergnzen kann: Hier hilft im Mehrdimensionalen keibe
L'HosPITALsche Regel, es hilft auch nicht, die Addrerung der Funk-
tion an den problematischen Punkt aus allen Richtungentansuchen,
sondern man muf3 wirklich auf die Definition der Stetigkerimkgehen.

Zum Gluck sind Funktionen wie die obige allerdings nicht der Riedjel
mit dem wir es in Anwendungen zu tun habdir, die meisten gngigen
Funktionen ist wie im Eindimensionalen ziemlich klar, da®® stetig
sind.

Beginnen wir mit linearen Funktionen! Da ein konstanter &and
an der Form des Graphen nidmdert, wollen dabei im Gegensatz zur
Linearen Algebra auch inhomogene Funktionen betrachten:

Lemma: Jede lineare Funktion
R" - R

f x:(xl,...,xn)HZajxj +b

=1
ist stetig.

Beweis:z = (x4, ..., z,,) seiein fester Punkt al®" unde > O sei eine
positive reelle Zahl. & einen weiteren Punkt = (uq,...,u,) € R"
ist dann

@) = F@ =D au; —2) <3 o] - |u; — =]
j=1 j=1

n
<D gl llu -2l -
j=1

Falls allea; verschwinden, ist dies gleich Null, also insbesonderekiei
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alse:; andernfalls ist es kleiner ads falls

€
|lu—z|,, <d= .

n
Z ‘aj’
j=1

In beiden Rllen folgt, dal}f stetig im Punkiz ist und damit stetig auf
ganzR™, dennx € R" war ein beliebiger Punkte.

Damit haben wir zwar nur lineare Funktionen mit Werten k)
aber das reicht: Eine Funktiofi: D — R™ ordnet jedest € D
einen Punktf(x) € R"™ zu, und dieser ist gegeben dureh reelle
Zahlenf,(x), ..., f,,(x). Bezeichnen wir die so definierten Funktionen
f;» D — R als dieKomponenteron f, so gilt:

Lemma: Eine Funktionf: D — R™ auf einer Teilmengéd C R" ist
genau dann stetig in einem PunkE D, wenn jede ihrer Komponenten
f;: D — R stetig inx ist.

Beweis:Wir arbeiten mit den Maximumsnormen dif undR™. Falls
finx € D stetig ist, gibt es zu jedem> 0 eind > 0, so dal3

1f(u) = f(@)l| o = maxX{[f;(u) = fi(2)] | i=1,....,n} <e
falls ||u — x|, < d. In diesen Fall ist erst rechf;(u) — f;(z)| < e fur
alle ¢, also sind allef; stetig inzx.

Umgekehrt seien allg; stetig inz. Dann gibt esiir alles > 0 positive
reelle Zahlery,,...,d,, > 0, so dald

fi(w) — fi(@)] <e falls |lu—af <d;.
Bezeichnet die kleinste unter den Zahleng,, ist daher
1f () = f@)ll o = max{|fy(u) — fi(@)] |i=1,...,n} <e¢

falls ||u — x|, < d. Somit ist auchyf stetig inz.
|

Da jede Komponente einer linearen Funktion linear ist, tfolgraus
sofort

Lemma: Jede lineare Funktion

f_{ R™ — R™
Nz =@.m,) e (f@), . fl@)
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mit f,(x) = > a,x; +b, ist stetig.
j=1
|
Die folgende Charakterisierung stetiger Funktionen isggntlich ein-
facher anzuwenden als die Definition:

Lemma: Eine Funktionf: D — R™ auf einer Teilmengéd C R" ist
genau dann stetig, weniirfjede offene Mengé/ C R™ das Urbild
fTHU)={z € D| f(z) € U} offenin D ist.

Beweis:Sei zurachstf stetig aufD undU C R™ eine offene Menge.
Wir miissen zeigen, daf3 1(U) eine offene Menge ist.

Wir betrachten einen festen Punkte D mit f(x) € U. Wegen der
Offenheit vonU gibt es dann eire > 0, so daf} alley € R™ mit
|ly — f(x)|| < ein U liegen. Zu diesens wiederum gibt es wegen der
Stetigkeit vonf in z in 6 > 0, so dal3ir allew € D mit ||z —u|| <6
gilt: || f(z) — f(w)|| < e. Setzen wir

W,={ueR"||z—ul <4},
soistalsof(u) € U furallew € W, N D,

Die VereinigungW alle W_ mit f(x) € U ist eine offene Menge, denn
jeder Punkt voniV liegt in einer der MengemV, und ist wegen der

Offenheit vonI¥/, dort und somit erst recht il ein innerer Punkt.

Damit ist f~1(U) = W n D offen in D.

Umgekehrt habg die Eigenschaft, dal3 das Urbild einer jeden offenen
Menge offen inD ist. Wir missen zeigen, dafiin jedem Punktr € D
stetig ist.

Dazu seie > OundU = {y € R™ | | f(z) — y|| < }. Dies ist eine
offene Menge, also ist ihr Urbild~1(U) offen in D. Es gibt daher eine
offene MengdV C R", so daRf~}(U) = W N D ist. Dax in f~1(U)
liegt, istx ein innerer Punkt voml’; es gibt also eid > 0, so dal3 alle
u € R" mit [[u — z|| < 0 iIn W liegen. Jedes € D mit ||u — z|| < 0
liegt daher inlV N D = f~XU). Somit ist|| f(z) — f(u)|| < e fur alle

u € D mit ||u — z|| < . Dies zeigt die Stetigkeit vofi in x.
|



Kap. 5: Funktionen mehrerer Veréanderlicher 22

Lemma: f: D — R™ undg: E — RP seien stetige Funktionen auf den
TeilmengenD C R" und E C R™, und f(D) liege in E. Dann ist auch
die Hintereinanderaughrung

- f{D%RP
P e e (@)

stetig.

Beweis:Dies folgt am einfachsten aus dem vorigen Lemmal/lsT R”
eine offene Menge, so ist wegen der Stetigkeit yoauchg=1(U) C
R™ offen in E, d.h. es gibt eine offene Teilmend& C R™, so dal}
¢ Y({U) = W N E ist. Da Punkte, die nicht itE liegen, kein Urbild
unter f haben, istf ~*(¢g~*(U)) = f~'(W), was wegen der Stetigkeit
von f offen in D ist. f‘l(g‘l(U)) ist aber gerade das Urbild vdn

unter der zusammengesetzten Abbildyngf. .

Lemma: a) Die Funktionf: R? — R mit f(x,y) = = + y ist stetig.
b) Die Funktiong: R? — R mit g(z, y) = zy ist stetig.
c) Die Funktion: R x (R \ {0}) — R mit h(z,y) = z/y ist stetig.

Beweis: a)ist klar, da es sich hier um lineare Funktionen handelt, und
deren Stetigkeit haben wir bereits allgemein bewiesen.

Der Beweis vorb) beruht im wesentlichen auf demselben Trick, mit
dem wir in Kapitel 2 bewiesen haben, daf® £wei konvergente Folgen
die Produktfolge gegen das Produkt aus deren Grenzwerterigert.
Wie dort missen wir die Blle, dal3 einer oder gar beide Faktoren ver-
schwinden, gesondert behandelt.

Sei also zuachst ¢, y) = (0,0) unde > 0. Dann ist auch = /¢ > 0
und fur alle Punkte ¢, v) € R? mit ||(u,v)||.. < ¢ sind |u| und |v]
kleiner alsd, also ist

luv — zy| = Juv| = |u| - |v| < 6% =¢.
Damit ist die Stetigkeit im Punkt (@) gezeigt.
Nun seiz 7 0, abery = 0. Rir (u, v) € R? ist dann

uv — zy| = |uv = 0] = Ju(v — y)| = [ul - |v -yl .
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Wir missen zu einem vorgegeberzen 0 einé > 0 finden, so dal dies
Kleiner ist als: falls

(x, y) — (v, v)], = max{|z —u|,|y —v|} =maxX{|z —ul, |v|]} <§.
Wahlenwirs < 3 |z|, so erfilltjedesu mit |z — u| < § die Ungleichung

1 3
ul <lz[+ 32| =3 l2| .
2 2

Wahlen wird so, dald zustzlich auch nocld < 2¢/3|z| ist, also bei-

spielsweise
[ |x| €
d=min{ —, — 5,
{2’2\x|
SO ist
juv — 2] = Jul o — | < 2. 2,
uv — Y| = |u| - |v — — AT -
Y SIS 3

fur alle @, v) € R mit ||(z,y) — (u, )|, < 9.

Bleibt noch der Fally # 0. Hier haben wiriir einen Punkti, v) € R?
die Absclatzung

luw —zy| = [o(u — 2) +2(v — y)| < || |Ju — 2|+ 2] - [v —y| .

Falls wir nurv € Rmit |v — y| < 3 |y| betrachten, &nnen wir|v| durch
2 ly| nach oben abséitizen und erhalten die Ungleichung

3y
fuv — @y < =7 - Ju— x| +[z] - o~ y] |
Ist nun eine > 0 vorgegeben, setzen wir
2¢e -
= € € ,
min< ——, —— fallsz #0
{S\y\ ZIx\}

dann istuv — xy| < e fur alle @, v) € R? mit ||(u,v) — (z, )|, < 9.
Somit ist die Funktion stetig in jedem Punkt ¢) € R2.
Die in c) behauptete Stetigkeit der Divisioroknten wirahnlich be-

weisen: schneller geht es aber, wenn wir die aus der Andlipsisannte
Stetigkeit der FunktiofR \ {0} — R mity — 1/y ausnutzen. Da eine
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Funktion genau dann stetig ist, wenn alle ihre Komponenetigssind,
ist auch die Funktion

R x (R\{0}) = R x (R\ {0})
1
@) (o))

stetig, nach dem vorigen Lemma also auch ihre Schachteluindem
Multiplikation, die Division. Damit haben wir die Stetigitaller Grund-
rechenarten bewiesen. .
Die gerade bewiesenen Lemmata lassen sich zusammenfasséolz
genden Prinzip:

Wenn eine Funktiorf: D — R™ auf einer offenen Teilmenge C R"
so aus Grundrechenarten und stetigen Funktionen zusanesetzgist,
dafl3 nie eine Funktion aufR3erhalb ihrer Stetigkeitsberembisvendet
wird und auch Divisionen durch Null ausgeschlossen sinandat f
stetig aufD.

82: Differenzierbare Funktionen

Nachdem wir wissen, was Konvergenz und Stetigkeit im Mehedt-
sionalen bedeutenknen wir uns der Differenzierbarkeit zuwenden.
Wir beginnen mit einer kurzen Wiederholung des eindimamsien
Falls:

a) Funktionen einer Veranderlichen

Wir bezeichnen eine Funktioifi: (a, b)) — R als differenzierbar im
Punktz € (a, b), wenn sie in dessen Umgebung durch eine lineare
Funktion angeahert werden kann. In Kapitel 3 hatten wir dies so for-
muliert, dal? es eie € R sowie eine Funktiorjqu mit f(O) = 0 geben
muf3, so dal¥fr kleine Werte vorh gilt

fl@+h) = f(x)+ch+nhf(h).

Da diese Formulierung mit explizit angegebener Fehlertionkf
bei langeren Betrachtungen recht uarsdlich ist, wollen wir eine
ablirzende Sprechweise eitifren, die [ANDAUScheo-Notation: Wir
schreibem(h), sobald wirirgendeineuns nicht weiter interessierende



25 Analysis Il FSS2013

Funktion vonh haben, dieiir h — 0 schneller gegen Null geht als
selbst, d.h.
90( ) _

o(h) = o(h) <= I|m
o(h) ist hier also keine Funktion, sondern stefat €ine ganze Klasse
von Funktionen; beispielsweise ist
=o(h), h°>=o(h) und h-sinh=o(h),
aber simh kdonnen wir nicht als(h) schreiben, denn

sinh
f|LI—>O h =1
Entsprechend schreiben wir auch
p(h)
h) =o(vy(h)), wenn I|m =0
(k) = o (4 () L o)

ist.

EDMUND GEORGHERMANN LANDAU (1877-1938) wur-

de in Berlin geboren und studierte an der dortigen Uni-
versifat, wo er auch von 1899 bis 1909 lehrte. Dann
bekam er einen Ruf an die damalshfende deutsche
Mathematikfakult in Gottingen. 1933 verlor er seinen
dortigen Lehrstuhl, denn die Studenten boykottierten
seine Vorlesungen, da sie meinten, simkten Mathe-
matik nur von einem Professor ihrer eigenen Rasse ler-
nen. LANDAUS zahlreiche Publikationen besitigen
sich vor allem mit der Zahlentheorigber die er auch
ein bedeutendes Lehrbuch schrieb; sehr bekannt sind
seine Arbeiteruiber die Verteilung von Primzahlen.

Mit L ANDAUS o-Notation kdnnen wir kurz sagen, die Funktigh sei
genau dann differenzierbar inmit Ableitung f'(x), wenn

f(x+h) = f()+hf'(z)+o(h)
ist, denn nairlich ist.f(h) = o(h), denn der Quotientt f(h)/h = f(h)
geht irh — 0 gegenf(0) =0
b) Differenzierbarkeit im Mehrdimensionalen

Um Differenzierbarkeitiir Funktionen mehrerer V@nderlicher zu de-
finieren, lonnen wirahnlich vorgehen wie im eindimensionalen Fall.
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Wir betrachten zuachst eine Funktionf:R?> — R, zum Beispiel
f(x,y) = sinz cosy in der Umgebung des Punktes, (3. Indem wir
ihren Graphen sukzessive um den FaktorffvergioR3ern, erhalten wir
die unten folgende Abbildungen. Sie zeigen, dal’ sich dgpl@Greeiner
hinreichend kleinen Umgebung von, () nur wenig von einer Ebenen
unterscheidet, d.h. die Funktion ist dort ahernd linear.

Graph der Funktion z = Sinx COSy

Eine lineare Funktion zweier V@nderlicher, beider wir auch hier wieder
iIm Gegensatz zur Linearen Algebra einen konstanten Terasgeh a3t
sich schreiben als
L(x,y) = a+bx + cy;

also ist

Lx+h,y+tk)=a+blx+h)+c(y+k)=L(x,y)+bh+ck
eine Approximation @ir f in der Umgebung des betrachteten Punkts
(z,y). Im Punkt ¢, y) sollte L(x, y) natirlich mit f(x, y) Ubereinstim-
men, so dalk = f(z,y) sein mul3, undifr (h, k) Z (0,0) sollte der
Unterschied zwischefi und L schneller gegen Null gehen als der Ab-

stand zwischeni(+h, y + k) und (z, y), d.h. schneller als/ h2 + k2. Wir
erwarten daher, dal3

f(@+h,y+k) = f(z,y) +bh +ck +o(Vh?*+ k?)
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12 12

Nochmalige VergroRerung um den Faktor fiinf um (1, 1,sin(1) Cos(l)

ist, und genau sa@l3t sich Differenzierbarkeit allgemein definieren.

Wenn wir eine Funktion vom Veranderlichen in der Umgebung eines
Punktsz € R"™ betrachten, riasssen wir allen Variablen variieren; die
Nachbarpunkte sind also Punkte der Farm h mit Vektorenh € R".

Im Falle einer Funktion mit Werten iR ist f(z + h) eine reelle Zahl
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0.96

1.04 1.04

Nach noch einer VergroRerung sieht die Funktion praktisch linear aus

und eine Linearisierung vofium x hat die Form

F@)+Y " vihy,
=1

wobeih,; die Komponenten des Vektokssind. Rir eine differenzierbare
Funktion erwarten wir, dal3 der Fehler dieser Linearisigrschneller
gegen Null geht als der Vektdr, das heil3t also, schneller als dessen
Norm. Ob wir dabei die BKLID ische oder die Maximumsnorm verwen-
den, bleibt sich gleich, denn die beiden sindgmivalent. Wir verlangen
daher einfach, dal3 der Feht€|j||) sein soll, ohne uns auf eine spezielle
Norm festzulegen.

Fur eine Funktion mit Werten ifR™ andert sich nichts wesentliches:
f:D — R™ ist gegeben durclh Komponentenfunktionefi.: D — R,
und eine Linearisierung vohist gleichbedeutend mit der Linearisierung
der amtlichenf,. Im Falle der Differenzierbarkeit soll es aldtrfedes
reelle Zahleny,,, ..., ~,, geben, so dal3

filx+h) = fi(x)+ Z%’jhj +o(|2]])

J=1

ist. Den Vektor auR™, desserni-te Komponente die Summe dgf. h;
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ist, konnen wir auch kurz schreiben als Produkt

Y21 Y22 -+ on h _ zj=1 V2ih;
Tm1i Tm2 -+ Tmn hn Z;L=l Tmj hj

der Matrix mit Eintageny,; mit dem Vektor. Fur eine differenzierbare
Funktionf: D — R™ erwarten wir, dal3 es in jeder derKomponenten
einen Fehler der Form(||k||) gibt; wir haben also eineviektorausR™,
dessen &mtliche Komponenten(||k||) sind. Um eine kurze Schreib-
weise zu haben, bezeichnen wir auch diesen Vektor einfach(|ii||).

Wie im Eindimensionalen wollen wir Differenzierbarkeigmem Punkt
so definieren, daf’ die Funktion in einer Umgebung diesestBsidkirch
eine lineare Funktion angahert werden kann; wie dortilmsen wir dazu
sicherstellen, daf3 es g@yend Punkte in der Umgebung gibt.

Definition: Ein Punktz, € R" heiltHaufungspunkvon D C R",
wenn es fir jedese > 0 unendlich viele Punktee € D gibt mit
|z — x| < e.

Selbstversindlich ist jeder innere Punkt einer Menge C R" Hau-
fungspunkt, denn dann liegeirfhinreichend kleine Werte von ja
sogar alle Punkte auR™ mit ||z — zy|| < e in D, aber zuatzlich
sind beispielsweise auch die Ecke eine abgeschlossenairaud
Haufungspunkte vorD, auch wenn dann nur die Punkte aus einem
Kreissegment mit Radiusin D liegen.

Definition: a) Die Funktionf: D — R™ mit D C R" heil3tdifferen-
zierbarim Punktz € D, wennz ein Haufungspunkt vorD ist und es
einem x n-Matrix J;(z) gibt, so daliir Vektoren. € R" mit h — 0
undz + h € D gilt

f(+h)=f(z)+ Jp(2)h+o(|R]]).

Die Matrix J;(x) hei3tAbleitungoder AcoBi-Matrix von f im Punktz.
b) FUr eine Funktiory: R™ — R kann die dann einzeiligadosi-Matrix
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mit einem Vektor auR” identifiziert werden: dieser Vektor
71
gradf(x) d=erf(:r) =

Tn
heil3tGradientvon f im Punktz € D.
c) Eine differenzierbare Funktion heifiietig differenzierbargvenn inre
Ableitung stetig ist.

V sieht zwar aus wie ein griechischer Buchstabe, ist aberekeas
ist ein auf den Kopf gestelltes groRes Delts)(V f wird ,Nabla f*
ausgesprochen nach dem griechischen Wart A\« = Leier; die Be-
zeichnung wurde eingehrt von dem irischen Mathematiker\M/IAM
ROWEN HAMILTON, den die Form vorV an eine Leier erinnerte.

WiLLIAM ROWEN HAMILTON (1805-1865) wurde in
Dublin geboren; bereits mitihf Jahren sprach er Latein,
Griechisch und Helagisch. Mit dreizehn begann er, ma-
thematische Literatur zu lesen, mit 21 wurde er, noch als
Student, Professor der Astronomie am Trinity College
in Dublin. Er verlor allerdings schon bald sein Interesse
fur Astronomie und arbeitete weiterhin auf dem Gebiet
der Mathematik und Physik. Am bekanntesten ist seine
Entdeckung der Quaternionen 1843, vorher publizierte
er aber auch bedeutende Arbeitdrer Optik, Dynamik
und Algebra.

CARL GusTav JacoB JacoBl (1804-1851) wurde in
Potsdam als Sohn eine&dischen Bankiers geboren
und erhielt den Vornamen Jacques Simon. Im Al-
ter von zwolf Jahren bestand er sein Abitur, mufite
aber noch vier Jahre in AbschluRklasse des Gymna-
siums bleiben, da die Berliner Univerd&itnur Studen-
ten mit mindestens 16 Jahren aufnahm. 1824 beendete
er seine Studien mit dem StaatsexaménMathema-

tik, Griechisch und Latein und wurde Lehrer. AuRerdem
promovierte er 1825 und begann mit seiner Habilitation.
Etwa gleichzeitig konvertierte er zum Christentum, so
B dal3 er ab 1825 an der UnivegdiBerlin und ab 1826 in
Konlgsberg lehren konnte. 1832 wurde er dort Professor. dahre spter muf3te er aus
gesundheitlichen @Ginden das raue Klima #higsbergs verlassen und lebte @aahst in
Italien, danachiir den Rest seines Lebens in Berlin. Er ist vor allenubert durch seine
Arbeiten zur Zahlentheorie uritber elliptische Integrale.
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Mit obiger Definition haben wir etwadhnliches wie die Definition

fz+h) — f(z)
h

o
)= m
fur Funktionen einer Vé@nderlicher: Auf diese Weise ist die Ableitung
zwar definiert,aber sie wird — auf3erhalb von Aqrfgervorlesungen —
praktisch nie so ausgerechnet. Entsprechend sollten wfr o Funk-

tionen mehrerer Vé&nderlicher eine effizientere Methode der Differen-
tiation finden.

Am einfachsten re es, wenn wir den wohlbekannten Kidlier Diffe-
rentialrechnungiir Funktionen einer Vénderlicher benutzerdknten,
also versuchen wir, aus einer FunktibnD — R™ mit D C R" Funk-
tionen einer Veiinderlichen zu machen.

Dabei kbnnen wir uns sofort auf den Fatl = 1 beschénken, denn jede
Funktion f: D — R™ ist zusammengesetzt ats Komponentenfunk-
tionenf,: D — R; wir beschénken uns daher zaohst auf Funktionen
fiD— R.

Schwieriger ist die Reduktion von auf eins. Trotz der schlechten
Erfahrungen im vorigen Paragraphen, wo eine unstetigetiumikach
Einschankung auf eine beliebige Gerade stets stetig wurde, walien
uns exakt diese Einscimkungen genauer anschauen.

Eine Gerade durch einen gegebenen Punidt eindeutig festgelegt
durch einen Richtungsvekterwobei umgekehrt der Vekterdurch die
Gerade ndirlich nicht eindeutig festgelegt ist: Jedes Vielfache von
(aulRer dem Nullvektor) definiert dieselbe Gerade.

Wenn wir die Einschitnkung vonf auf eine solche Gerade mit Rich-
tungsvektor betrachten, betrachten wir konkret die Funktion

9(t) = f(z + te),

einer einzigen Variablen € R, die Uiberall dort definiert ist, wa: + te
im DefinitionsbereichD von f liegt; fur eine offene Menge also
zumindest in einem gewissen offenen Intervall um den Nulkpwer
reellen Geraden.

Damit konnen wir nach der Differenzierbarkeit dieser Funktion:f= 0
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fragen; falls sie differenzierbar ist, bezeichnen wir digdeéitung

e — 1 9 —g(0) _ o f(z+he) — f(z)
9(0)= f!ano - h flzano h
als Richtungsableitung/on f in Richtunge. Eine einfache Anwen-
dung der Kettenregel, die jeder Leser am Rand des Skriptuns k
durchfihren sollte, zeigt, dal3 diesRichtungsableitung” nicht nur von
der Richtungdes Vektors: abhangt, sondern auch von desdsinge:

Beispielsweise istifr k(t) = f(x + 2te)
k'(0) = 24'(0) .
Speziell lonnen wir diese Richtungsableitungen betrachiiedén Fall,

dalie einEinheitsvektorst (genau ist der Grundif die Bezeichnung),
beispielsweise einer der Koordinateneinheitsvektoren

e; =(,...,1,...,0),
bei dem an dei-ten Stelle eine Eins steht und sonst lauter Nullen.
Alsdannist fir g,(t) = f(x + te,))
f(x + he;y) — f(x)

S 1
0= jm 121
— m flxq,...;z;+h,... x,) — fleg, ... 2, ... 2,)
h—0 h

die Ableitung jener Funktion, die nur van, abhangt, wahrend alle
anderen Koordinaten; festgehalten werden. Wir behandeln also beim
Differenzieren alle Variablem; mit Ausnahme vorr; als Konstanten
und leiten die so entstehende Funktion iniglgliichen Weise ab nach.
Diese Ableitung, so sie existiert, bezeichnen wirgstielle Ableitung

_of
fu@) = - (0)

von f nachz;; das Symbob wird, wennuberhaupt, alsdel ausge-
sprochen, wobedel natirlich eine AbKirzung fir delta ist. Partielle
Ableitungen, so sie existieren, lassen sich nachidichen Regeln der
Differentialrechnung iir Funktionen einer V@nderlichen berechnen,
sind also iir ,gutartige” Funktionen problemlos.

Falls die Funktionf in z € D differenzierbar ist, existiert auch jede
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Richtungsableitung, denn da darim jeden Vektorh gilt
flxz+h) = f(x)+(Vf), h)+o(|[h]),

ist insbesondere auch
fla+te) = f@) + (Vf(@), te) + of|[te])) = f(@) +t (Vf(z),e) +o(t);
denn(V f(z), e) und ||e|| sind schlie3lich Konstanten. Damit existiert

CFarte) = (V@6

fur jeden Richtungsvektar, insbesondere existieren iidich alle par-
tiellen Ableitungen.

Die Umkehrung gilt leider nicht immer: Die (offensichtliach (0, 0)
unstetige) Funktion

R?> SR
f: 1 fallszy #0
(9 =10 fallszy =0

verschwindet auf der-Achse und deg-Achse;liberall sonst hat sie den
Wert eins. Damit existieren im Punkt,(@) beide partielle Ableitungen
und sind identisch Null. Trotzdem igt natirlich nicht differenzierbar
in (0, 0), denn daf (h, k) fur jeden Punkt, der nicht auf einer der beiden
Koordinatenachsen liegt, gleich eins ist, kann es keindetahc € R
geben, so dal3

f(h, k) = f(0,0) +bh + ck + o(Vh? + k?)
ist, dennf(0,0) = O undf(h, k) = 1 fur hk # 0.

Nun wird natirlich jeder veriinftige Mensch einwenden, dal3 dieses
Beispiel sehr knstlich ist, und in der Tat verhalten sighutartige”
Funktionen nicht so:

Lemma: Falls f: D — R auf der offenen Teilmeng® C R" stetig
ist und auch alle partiellen Ableitungen vgrdort existieren und stetig
sind, istf in D differenzierbar und

fu, (@)
gradf(z) = Vf(z) = :
fa, ()
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Beweis:Seixz € D. Da D offen ist, gibt es eine Kugel um, die ganz
in D liegt; wir betrachten im folgenden nur Vektorén deren lange
hochstens gleich dem Radius dieser Kugel ist, sodal$ stets inD
liegt.

Wir betrachtenf zumchst nur als Funktion der ersten Variablen; da
deren Ableitungf,. in ganzD existiert, ist

f(ﬂi""h):f($1+h1,...,$n+hn)

=f(xy, 2o+ hy, .. @, +h)+ fo (X, 20+ by, 2, + By )hy +0(hy).

Genauso ist, da die partielle Ableitung nachin ganzD existiert,
flxy,zo+hy, ... 2, +h))=

flxy, 20, 25,...,2, +h,)+ fxz(xl, Xy, T3+ hg...,x, +h )h,+o0(h,)

und so weiter. Insgesamt erhalten wir
flx+h)=f@)+ [, (x1, 0+ hy, x5+ hg, ...z, + b, )hy +o0(hy)

+ fxz(xl, xz, CU3 + h3, Ce ,:Cn + hn)hz + O(hz)
+ fxn_l(xl, ey 15T, + hn)hn—l + O(h’n—l)
+ fo (xq,...,2,)h, +o(h,).
Die LANDAU-Symboleo(h,), .. ., o(h,) kdnnen wir zuo(||h||) zusam-

menfassen, denn qm < ||h|| fur jedes, kann keines déi, langsamer
gegen Null gehen algh||.

Damit sind wir schon ziemlich nahe an dem, was wir die Differen-
zierbarkeit brauchen; allerdingamgen die partiellen Ableitungen noch
von denh, ab, so dal3 die Differenz zwisché¢ifx + k) und f(z) nicht
durch eine lineare Funktion ang#rert ist.

Hier kommt nun die Stetigkeit der partiellen Ableitungers i8piel:
Diese impliziert, dal3

}llir_tlo(fl’l(x]-’ Lo + h2> sy iy + hn) - fml(xla Loy ... 7xn)) =0
ist. Damit ist
(fxl(xb Lo + h27 sy Ly + hn) - fxl(xb Loy e 7xn))h1 = O(HhH) ’
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denn wennm; mit einem Ausdruck multipliziert wird, der gegen Null
geht, strebt das Produkiif» — O schneller gegen Null alg; allein,
undo(h,) kann durcho(||||) abgeschtzt werden. Also ist

fxl(xl, Lo + hz, e Ty + h’n)h’l

=fa:1(x17 Loy 7xn)h1 + O(HhH) = fxl(x)hl + O(HhH) .
Entsprechenddnnen wir auch bei debrigen partiellen Ableitungen
argumentieren und erhalten insgesamt, daf3

f@+h)=f(x)+ fo,@)hy +- -+ [, (@)h, + o(]|R]])

fa
=f@+ | | -hro([hl)

fan,

ist. Damit ist das Lemma bewiesen. .

Fir Funktionen mit stetigen partiellen Ableitungen ist deadent al-
so gerade der Vektor der partiellen Ableitungen; er kannidaiver
die bekannten Ableitungsregelirf Funktionen einer V@nderlichen
berechnet werden.

NB: Haufig wird der Gradient durch diese Fornaifiniert;in diesem
Fall folgt natirlich aus der Existenz des Gradienten nicht die Differen-
zierbarkeit der Funktion; siehe obiges Beispiel einer efiggtn Funk-
tion, fur die alle partiellen Ableitungen in (0) existieren.

c) Ableitungsregeln

Da wir Ableitungen von Funktionen mehrerer ®aderlichen auf die mit
Methoden der eindimensionalen Analysis bestimmbarengtiart Ab-
leitungen zuiickgefihrt haben, sollten wir erwarten, daf3 sich auch die
gewohnten Rechenregeln der Differentialrechnung einginderlichen
ubertragen lassen. Dies ist in der Tat der Fall, wobei sdiedBeweis-
methoden fast wtlich Gbernommen werderdkinen. Daher sollen hier
nur ganz kurz einige einfache Regeln gezeigt werdéndén Rest sei
auf dieUbungen verwiesen.

Am einfachsten ist die Lineadt der Ableitung:
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Lemma: Sindf, g: D — R™ differenzierbare Funktionen alif C R",
so ist auchiir allea,b € R die Funktionaf + bg differenzierbar und
Jopivg(®) = aJp(x) +bJ (x) fur allex € D. Speziellim Fallen = 1 ist
alsoV(af +bg)(x) = aV f(x) + bV g(x).

Beweis:Wegen der Differenzierbarkeit vofiund g ist fur allex € D
undh € R" mitx+h € D

flx+h) = f(x)+J(x)h+o(||h|) und g(x+h) = g(z)+J, (x)h+o(||h]]) .
Damit ist auch
(af +bg)(x +h)=af(x+h)+bg(x+h)
= af(x) +bg(x) + aJp(z)h +bJ (x)h + o(||h]])
= (af +bg)(x) + (aJp(x) +bJ,(x)) h+ o(||R]]),

denn auch jede Linearkombination zweier Funktionen demkgf|/||)
ist wieder o(||h]|). Somit istaf + bg differenzierbar mit Ableitung
Jopspg(T) = aJp(x) +0J () fur allex € D.

Auch die LEiBNIZ-Regel gilt, d.h.

Lemma: Sindf, g: D — R stetig differenzierbare Funktionen auf einer
TeilmengeD C R", soist auchfg: D — R differenzierbar und

V(f9)x) = fVg(x) +gVf(z).

Beweis:Wir konnen entweder wie oben mit der Definition argumen-
tieren, oder aber mit partiellen Ableitungen: Nach der Bkbekgel fir
Funktionen einer V@nderlichen ist die Produktfunktionif jede der
Variablenz, partiell differenzierbar und

of9), y _ dg

ox, (2) = /(@) oz, ox,;
Wegen der vorausgesetzten stetigen Differenzierbarkeltdiese Ab-
leitungen auch stetig, also igy differenzierbar mit diesen Ableitungen
als Komponenten des Gradienten. Das sind aber genau diedf@nien

von fVg(z) + gV f(x).

of

(z) +g(x)

Schliellich gilt auch eine Kettenregel:
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Lemma: f: D — R™ sei differenzierbar aub C R" undg: £ — R?
sei differenzierbar aull C R™, wobei f(D) C FE sei. Dann ist auch
g o f differenzierbar, und,, () = J, (f(z))J(x) fur allez € D.

Beweis:Wegen der Differenzierbarkeit voji und ¢ ist fur alle x €
D,ye Fundalleh e R", ke R" mitz+h e Dundy+k € E

fla+h) = f(@)+Jp(@)h+o(|[l]) und  gy+k) = gly)+J, (w)k+o(|Ik])) -
Ist f(x + h) € E, gilt daher auch
g(flx+n)) = g(f(x)+ Jp(@)h +o(||R]]))
= g(f(@)) + J, (f(@)) (e @)h +o([|h]]) + (J(x)h + o(||2]]))
= g(f(@) + J,(f(@))J ()b +o(||]])

denn bei Multiplikation mit der (bemlich 2) konstanten Matrix/ s ()
bleibt eine Funktioro(||||) von dieser Form.

Fur weitere Ableitungsregeln sei auf dilbungen verwiesen.

Natirlich gibt es auch im Mehrdimensionalen nicht nur eine Ableg,
sondern wir Knnen Funktionen, entsprechende Differenzierbarkeit vor
ausgesetzt, auch mehrfach ableiten. Was genau wir untenderen
Ableitungen einer Funktion mehrerer éederlicher verstehen wollen,
soll aber erst weiter hinten definiert werden, da wir wegearbdeeits zu
Beginn dieses Semesters in der Miskonomie wichtigen Anwendun-
gen auf Extremwertprobleme mit Nebenbedingungerazhst solche
Probleme betrachten wollen — soweit dies mit der erstenifplg allein
moglich ist. Auch der Achste Abschnitt istifr uns vor allem wichtig
fur den Umgang mit Nebenbedingungen.

d) Der Satz Uber implizite Funktionen

Der Zusammenhang zwischen zweidGenz und y ist nicht immer
explizit in der Formy = f(x) gegeben; gelegentlich hat man auch nur
einen impliziten Zusammenhanig(z,y) = 0; entsprechend auclrf
mehr als zwei Variablen. In diesem Abschnitt soll untersweérden,
wann eine Gleichung der Fori(z) = 0 nach einer der Variablen,
aufgebst werden kann.
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In einfachen Bllen ist dies trivial ndglich, beispielsweis&lit sich
F(z,y,z)=ax+by+cz=0

furc # 0 durch
_ —ax — by
2= ——
c

nachz auflosen. In etwas kompliziertererafen, wie etwa bei
Flz,y)=2*+y*—1=0,

kann man #@ir die Punkte, die nicht auf der-Achsey = 0 liegen,
zumindest lokal eindeutig explizit ad$en durch

y=+v1-— 22,
wobei das Vorzeichen gleich dem vgnm betrachteten Intervall ist.

Im allgemeinen gibt es jedoch keinedglichkeit fur eine explizite Auf-
|6sung mit den Ublichen® mathematischen Funktionen, d.h. man kann
hochstens dann awf$en, wenn man neue Funktionen &amtt.

Wie das Beispiel der Kreislinie zeigt, ist auch das nicht enmoglich:

Fur die beiden Punkte auf der-Achse gibt es offensichtlich keine
eindeutigeAuflosung, da sowohl die positive wie auch die negative
Wurzel Teilaufbsungen sind.

Diese Existenz mehrerer Teiladfungen Angt mit dem Verschwinden
der partiellen Ableitung nach zusammen: Falls diese partielle Ablei-
tung ungleich Null ist, gibt sie an, wie sichi verandert, wenn man
andert, und sie gibt damit zumindest in ersté&thdrung auch an, wie
many verandern muR, um bei einéinderung vonz die Bedingung
F(z,y) = 0 zu erhalten. Falls sie aber verschwindet, fehlt diesa1n
mation.

Der Satziiber implizite Funktionen besagt, dal3 das Nichtverschannd
dieser partiellen Ableitung bereits ausreicht um die Exigteiner ein-
deutigen Aufbsung zu zeigen.

Um den Beweis wenigstens einigermald@merschaubar zu halten,
mochte ich mich zuachst auf Funktionen zweier \#rderlicher be-
schianken:
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Satz: D C R? sei offen undF: D — R sei stetig differenzierbar.
Dann gibt es idir jeden Punkt £y, y,) € D mit F(xy,y,) = 0 und

F_y(xo, yp) Z0 I_ntervallumge_bungeﬁ vonz, und K vony, sowie eine
eindeutig bestimmte Funktioft I — K, so da3ir allex € I gilt:

F(a:,f(x)) =0.
Die Funktionf ist stetig und differenzierbar; ihre Ableitung ist
: Folz,y)
xr)=— mit = J\x).
@)= y=f()

Beweis:Wir beginnen mit einer Reduktion zwecks Vereinfachung der
Schreibarbeit: Offensichtlich gégt es, wenn wir den Falt, = y, = 0
zu betrachten. Giltamlich der Satziir die Funktion

G(z,y) = F(z + 9,y + yo)
im Punkt (Q 0), so folgt er sofort auctif £'im Punkt (g, yp). Aul3erdem
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf (0,0) positiv ist, denn nach
Voraussetzung ist dieser Wert ungleich Null, und falls egate sein
sollte, ersetzen wir einfach durch—F..

Nach Voraussetzung sind die partiellen Ableitungen ¥ostetig; daher
ist £, nicht nur im Nullpunkt positiv, sondern auch noch in einewige
sen Umgebung davon. In dieser Umgeburahiegn wir ein Rechteck

{@y)eR?|—a<z<a und —p<y<p}.

Fur Punkte aus diesem Rechteck Igf(z,y) > O; daher vachst die
Funktiony — F'(zq,y) fur jedesz, € [—«, o] streng monoton; wegen
F(0,0) = Oistinsbesonderg(0, —3) < 0 undF'(0, 5) > 0. Aufgrund
der Stetigkeit vor¥’ ist damit fir =; aus einer gewissen Umgebung der
Null auch F'(z1, —3) < 0 undF(z4, 3) > 0. Indem wir rdtigenfallsa
noch etwas verkleinerngknen wir annehmen, dal dies sogardlle

xq € [—a, o] gilt.

Damit gibt es nach dem Zwischenwertsaiz fedesz, € [—a, ]

ein y;, so dalRF'(x4,y,) verschwindet; wegen der strengen Monotonie
der Funktiony — F'(z4,y) ist dieser Werty, eindeutig bestimmt. Wir
setzen dahef = (—a, o), K = (-4, ) und

fI{I — K

1 =Y
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Damit ist f als Funktion festgelegt, und nach Konstruktion ist
F(z,f(z)) =0 furallezel.

Wir missen uns nochiberlegen, dal3 die so konstruierte Funktion
stetig und differenzierbar ist.

Die Stetigkeit lonnen wir etwa dadurch nachweisen, daf3 wirjéde
gegen eine € I konvergierende Folger(,) aus! zeigen, daf3

f(lim z,) = nILmOO f(z,)

n—oo

ist.

Dax in I liegt, wissen wir, dal3 es dazu ein eindeutig bestimmtesik’
gibt, so dal¥'(z, y) = 0 ist, mmlichy = f(x). Fir jedess > 0 gibt es
daher einy > 0, so daRF(z',y')| < ¢ ist, falls der Abstand zwischen
(«’,y") und (@, y) kleiner ist alsd. Zu diesemd wiederum gibt es ein
N € N,sodallz — z,| < ¢ furallen > N, so da ifir alle solchem
gilt: |F(x,,,y)| < €. Lalt man hiee gegen Null gehen, folgt, dald

F(z,y)= F(lim 2,,5)=0
ist, d.h.F'(x,y) = 0 und damitf(x) = y, wie gewinscht.

Somit istf stetig; als @chstes riassen wir noch die Differenzierbarkeit
zeigen. lar einz € I und ein hinreichend kleings € R, flr das auch
nochx + h in I liegt, ist nach Definition vorf

F(:c+h,f(x+h)) =0.

Andererseits &nnen wir diesen Funktionswert auch nach dem Mittel-
wertsatz berechnen: Mit= f(x + h) — f(x) ist

F(o+h, f@w+h) = F(z+h, f@)+k) = F((z, /@) + (})).
und setzen wir
o(t) = F( (o f@) +1(}))
so ist nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
©(1) = ¢(0) +&(7)

fur einT zwischen Null und eins. Mi§ =z + 7h undn = f(x) + 7k ist
daher

F(x+h, f(x) +k) = F(z, f(z)) + hE,(§,n) + kF (& n).
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DaF(z +h, f(z) + k) und F (z, f(z)) beide verschwinden, folgt

f@+h) = f@@) _k _ F(&n)
h h F(&n)

Fur h — 0 geht die rechte Seite wegen der Stetigkeit der partiellen
Ableitungen gegen-F, (z,y)/ F,(z, y), insbesondere existiert also der
Grenzwert. (Man beachte, dal hier nochmals die Voraussgtzy7 0
berdtigt wird). Damit existiert auch der Grenzwert des link$snden
Differenzenquotientenit h — 0, d.h. f ist differenzierbar und hat die
behauptete Ableitung.

Nachdem wir wissen, dald die Ableitung vogh existiert, ist ihre
Berechnung, unal@mgig vom gerade bewiesenen Satz, eine einfache
Ubungsaufgabe: Die FunktioR (x, f(x)) ist gleich der Nullfunktion,
und damit verschwindet niatlich auch ihre Ableitung. Andererseits ist
diese Ableitung nach der Kettenregel gleich

F,(z, f(z)) + F, (=, f(z)) - f'(2),
also folgt
F,(z, f(z))
Fy(z, f(x))

wie Funktionen einer VV@nderlichen &nnen auch Funktionen mehrerer
Veranderlicher implizit definiert sein; die entsprechendealfgemei-
nerung des Satzager implizite Funktionen folgt fast volidhdig aus
der koordinatenweisen Anwendung des obigen Satzes, iddigr die
Stetigkeit der Funktion muf3 man das entsprechende Arguausmdem
gerade beendeten Beweis noch einmal anwenden. Die Ausdage |

fi(@) = -

Satz: D C R" sei eine offene Menge,: D — R eine stetig differen-
zierbare Funktion auf), unda = (aq,...,a,) € D sei ein Punkt
mit F(a) = 0. FallsF, (a) 7 0O ist, gibt es eine offene Umgebuiig

von (ay,...,a,_,) in R""! und eine Funktionf € CY(U,R), so dafi
fur alle Punktey = (yy,...,y,_1) € U gilt: F(y, f(y)) = 0. Fur alle

1 <n-—1ist
F, (v, f))
E, (v, f(y)
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e) Ableitungen und Extrema

Im Eindimensionalenistdas Verschwinden der Ableitung emtwendi-
ge Bedingungiir einen Extremwert. Dies gilt genau so auch im Mehrdi-
mensionalen:

Fur eine differenzierbare Funktioft D — R auf einer offenen Teil-
mengeD C R" istim Punktz, € D

f(@g+h) = f(zo) + (Vf(x0), k) +o(||R]]) .
Daher mul3dirjeden Extremwert grafi(x,) gleich dem Nullvektor sein,
denn setzt mariif / ein kleines Vielfaches. gradf(z,) des Gradienten
ein, ware sonst

flxo+h) = f(@) +1{V [f(z0), Vf(zo)) +o(]|R])
fur kleine positivet grofRer alsf(x,) und fur kleine negative kleiner.

Die Frage, welche Nullstellen des Gradienten wirklich Extwerten
entsprechen, ist schwieriger; in der Praxis wird es oft amfiaehsten
sein, sich die Umgebung des betreffenden Punktes mit ikgelctien
ad hoecMethoden genauer anzusehen und dann zu entscheiden.

Klassisches Beispiel eines Punkts, in dem der Gradienthetadet,
ohne dal3 ein Extremwert vorliegt, ist der in der folgenderbiAb
dung gezeigte Sattelpunkt, hier dargestellt als Funkivensiiber dem
Punkt (Q0) firr die Funktionf(z, y) = 22 — 2.
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Graph der Funktion f(z,y) = z2 — y2

Wie wir bald sehen werden, kann man auch hier mit den (noch zu
definierenden) dheren Ableitungen auch hinreichende Bedingungen
finden; diese sind allerdings schdir fFunktionen von zwei oder drei
Veranderlichen deutlich aufwendiger als im Falle eineraviglerlichen.

f) Extremwerte unter Nebenbedingungen

Bei einem realen physikalischen, technischen wirtsabh#th oder
sozialen Prozel3dnnen sich die Variablen selten frei im gesamihn
bewegen: Sinnvoll und realistisch ist meist nur eine begdtie Teil-
menge. Im Gegensatz zur Dimension eins, wo diese Teilmerale p
tisch immer ein Intervall ist, kann sie im Mehrdimensiomaldurch
Randbedingungen aller Art charakterisiert sein und danahdeliebig
kompliziert aussehen.

Maxima und Minima auf solchen Teilmengen sind im allgemeikeine
lokalen Maxima oder Minima der betrachteten Funktion: Weram die
jeweilige FAche verdf3t, ARt sich der Funktionswert selbsirfeinen
solchen Extremwert meist noch —je nach Richtung — sowolgrg&ern
als auch verkleinern. Dementsprechendhken die Methoden, die wirim
vorigen Abschnitt diskutiert haben, solche Extremwéiiticherweise
nicht finden. Wir brauchen daher neue Werkzeuge, und diedsdkr
Paragraphen bereitstellen.

Die Ausgangslage ist typischerweise die folgende: Gegeakteaine
Funktion f:R™ — R, moglicherweise auch nur auf einer Teilmenge
D C R" definiert, deren Extremwerte nicht aRf* oder D gesucht
werden, sondern nur auf einer Teilmenge, die beispieleagisch das
Verschwinden einer weiteren FunktignR™ — R gegebenist. Falls wir
uns r Extremwerte auf einer Kugel vom Raditagim den Nullpunkt
interessieren, @re dies etwa die Funktion

,{RS =R

g- 2 2 -

(z,y,2) — a2+y?+22—7r

Eine nbgliche Strategie zurdsung solcher Probleme besteht darin, die
Gleichungg = 0 nach einer der Variablen aufisken, diese dann ifi
einzusetzen und sodann eine @éwliche Extremwertaufgabe zbden.
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Diese Aufbsung istexplizitnur in sehr einfachendfen noglich, aber
selbst wenn wir nur wissen, dal3 eine solche Asifingexistiert,konnen
wir doch damit argumentieren und Kriterien ableiten.

Unter Maxima und Minima sollen hidokale Extrema verstanden wer-
den, so dald wir diéblichen Kriterien anwendemknen:

Definition: Wir sagen, die Funktiorf: D — R auf einer Teilmenge
: : Maximum
D C R™ habe im Punkz € D ein Iokales{ . } unter der
Minimum
Nebenbedingung = 0, wobeig: D — R eine weitere Funktion ist,
wenng(a) = 0 ist und es eine Umgeburig von a gibt, so dal3ir alle

z € U gilt: Ist g(z) = 0, s0 istf(z) { i } f(a).

Als Einstiegsbeispiel betrachten wir eine beliebte Sahciiaufgabe zur
Minimumsbestimmung: Eine Konservendose soll bei einergegebe-
nen Volumen von 100m3 moglichst wenig Blech bditigen, d.h. ihre
Oberfche soll minimal sein.

Die Oberfache eines Zylinders derddeh mit einer Grundfhche vom
Radiusr ist
f(r,h) =2mr? + 217 - h;

wegen der Nebenbedingunigyfdas Volumer/ = 7r?h mufd gelten
g(r,h) = mr?h — 100 = 0.

Hier lal3t sich nairlich die Nebenbedingung sofort natlauflosen:

und wir missen nur noch die Funktion
1 2
F(r) = f(?", E) = 27 + E)
T

r? r
minimieren. kir diese ist

200
F,(’I“):47T7°— 5
,
und dies verschwindet genau dann, wenn gilt

50
473 =200 oder r= {/ .
T



45 Analysis Il FSS2013

200

180 1

160

140

1204

~10

100

2 25 3 35 4 45 =0
r

Oberflache einer Konservendose mit festem Volumen

In diesem einfachen Fall konnten wir die Optimierung alsaizkfiihren
auf gewdohnliche Extremwertaufgaben einer ®aderlichen, indem wir
die Nebenbedingung nach einer der Variablenc@aiéin und diese dann
in f einsetzten. Im allgemeinen wird dies aber nictitghich sein, so
daR’ wir andere Methoden brauchen.

Unser bisherige Theoriéif lokale Extrema ist in dieser Situation nicht
anwendbar, denn die lokalen Extrema omerden nur in den seltensten
Fallen die Nebenbedingung= 0 erfullen.

In der obigen Abbildung ist die Nebenbedingung aiérgr FAche dar-
gestellt und der Graph vofials rote; wie man siehtaldt sich der Wert
von f problemlos verkleinern, wenn man nur diéétheg = 0 ver@f3t,
und in der Tat ist auch ohne jede Mathematik sofort klar, da®h m
mit weniger Blech auskommt, wenn man die Konservendosadinf
schmaler oderiirzer macht.

Die Grundideefir ein alternatives Verfahren wird klar bei der Betrach-
tung der Niveaulinien: Die Niveauliniéif g = 0 ist giiin eingezeichnet,
verschiedene Niveaulinien vghals rote Kurven.

Wie man sieht, schneiden einige dieser Niveaulinien didrigbglte
Kurve tiberhaupt nicht: Wenn man zu wenig Blech hat, kann man keine



Kap. 5: Funktionen mehrerer Veranderlicher 46

Dose mit 100:m3 Inhalt zusammefiten. Wenn es dagegen genug Blech
gibt, gibt es gleich zwei Schnittpunkte: Die Dose kann eusvecher
hoher oder eher breiter gemacht werden. In einem solcheka&aillman
die Niveaulinie durch eine zu einem etwas niedrigeren Niveraetzen,
die im allgemeinen auch wieder Schnittpunkte haben wirdjagd das
Niveau noch nicht minimal sein kann. Erst wenn man im Minimatn
fallen die beiden Schnittpunkte zusammen; wenn man nun desail
noch weiter erniedrigt, gibt es keine Schnittpunkte mehr.

104 |
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Niveaulinien fur Oberflache und

Da somit im Minimum zwei Schnittpunkte zusammenfallen (ibeen
sich dort die Niveaulinien vorf und vong, d.h. sie haben eine gemein-
same Tangente. Da der Gradient, wie wir wissen, senkredhtlexu
Tangenten der Niveaulinien steht (die Richtungsableiemttang einer
Niveaulinie ist schlie3lich Null), sind somit die Gradientvonf undg

im Minimum zueinander parallel, d.h. der eine ist ein Vielfas des
anderen.

Dies gilt nicht nur im vorliegenden Beispiel, sondern atfgen:

Satz: D C R” sei eine offene Menge untl g € C1(D,R) seien stetig
differenzierbare Funktionen aup. Falls f im Punkta € D ein Ex-
tremum hat unter der Nebenbedingus{@) = 0, so sind gradg(a) und
gradg(a) linear ablkangig.
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BeweisDie Grundidee ist einfach: Auch wenn wir die Nebenbedingung
nichtexplizitnach einer der Variablen ag8en lkbnnen, sagt uns der Satz
uber implizite Funktionen in vielendlen dennoch, daf3 zumindest lokal
eine Auflbsung existiert. Diese Aulsung kennen wir zwar nicht, aber
wir kbnnen mit ihr argumentieren und, zumindest formal, auchrren.

Falls grady(a) der Nullvektor ist, gibt es nichts mehr zu beweisen, denn
jede Menge, die den Nullvektor erlh, ist linear abAngig.

Wir kdnnen daher annehmen, dal} gyr&d mindestens eine von Null
verschiedene Komponente hat, und durch Umnummerieren der- K
dinaten lonnen wir 0.B.d.A. annehmen, dal} dies ditee Komponente
ist, d.h.g, (a) #O0.

Dann gibt es nach dem Saiiber implizite Funktionen eine Umge-
bung U von (aq,...,a, 1) sowie eine Funktionh:U — R mit
haq,...,a,_q1)=a,, SO dafd

g(xl, ey Tpyq, B2, ,xn_l)) =0 foralle@q,...,x,_4)€U.

Nachdemyf in a ein lokales Extremum unter der Nebenbedingyrg0
hat, nimmt die Funktion

F(xqyy...,2z, 1) = FCZTRR Y 1 COT ) )

in (ay,...,a,_4) €in lokales Extremum indiblichen Sinne an, d.h. der
Gradient vonF' verschwindet dort.

Nach der Kettenregel istifi =1,...,n — 1

F,(ag,...,a,_1) = f..(@)+ f, (a) h, (ag,...,0,_1),
und nach dem Sat#er implizite Funktionenist, = —g, /g, ,d.h.

9., (a)
s, (@)

Da die linke Seite verschwindet, gilt dasselbe aunhdie rechte. Die
rechte Seite ist im Gegensatz zur linken augh:f= n definiert und
verschwindet aus trivialen @nden; also istiir alle:

fur)

F,(ag,...,a, 4) = f, (@) — f, (a)
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S, (@)
z, (@)

die beiden Gradienten in der Tat linear ahgig.

gradg(a) = 0. Damit sind

Falls der Gradient vogp im Punkta nicht verschwindet, gibt es somit
eine Zahl\ € R, so dal3 grad(a) — A gradg(a) = 0O ist, ramlich

Diese Zahl bezeichnet man ala&rRANGEschen Multiplikator; mit sei-
ner inhaltlichen Interpretation werden wir uns ifitge bescéftigen.

JOSEPHLOUIS LAGRANGE (1736-1813) wurde alsiG-
SEPPELODOVICO LAGRANGIA in Turin geboren und
studierte dort zuachst Latein. Erst eine alte Arbeit
von HALLEY Uber algebraische Methoden in der Op-
tik weckte sein Interesse an der Mathematik, woraus
ein ausgedehnter Briefwechsel miUIEER entstand.

In einem Brief vom 12. August 1755 berichtete er
diesem unter andereiiber seine Methode zur Berech-
nung von Maxima und Minima; 1756 wurde er, auf
EULERs Vorschlag, Mitglied der Berliner Akademie;
zehn Jahre syier zog er nach Berlin und wurde dort
EULERs Nachfolger als mathematischer Direktor der
Akademie. 1787 wechselte er an die Pariser Acai¢ des Sciences, wo er bis zu seinem
Tod blieb und unter anderem an der Eihfung des metrischen Systems beteiligt war.
Seine Arbeiten umspannen weite Teile der Analysis, AlgelbcaGeometrie.

Zur praktischen Bestimmung von Extremwerten unter Nebeinlgein-

gen geht man wie folgt vortdber die Punkte, in denen der Gradient
von g verschwindet, macht obiger Satz keine verwertbare Aussage
diese Punkte iiissen also vorab berechnet und untersucht werden.

Danach niissen die Punkte gefunden werden, in denen es einR
gibt, so dal

fxl(x) o Agxl(x) =0

fxn (33) o Agxn (33) =0
g9(x) =0
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ist. Mit der LAGRANGE-Funktion

/:'(xlv ceey Ly )‘) = f(ZL’) _ )\g(ZL’)
laikt sich dies auch kurz schreiben &€ (x4, ..., x,,,A) = 0, denn
die partiellen Ableitungen vod sind abgesehen vom Vorzeichen der
Ableitung nach\ gerade die linken Seiten diesen Gleichungssystems.

Dieses ist ein System vom + 1 Gleichungeniir n + 1 Unbekannte,
allerdings ist es nur selten linear und damit oft nicht mib dms be-
kannten Methoderbsbar. Manchmal kann man das Gleichungssystem
durch geeignete Umformungen und Fallunterscheidungestantig
losen, in anderendfen helfen nur die aus der Numerik bekannten
Naherungsverfahren wie etwa die Methode vawNlON-RAPHSON

Falls alle Gleichungen Polynomgleichungen sind (oder liEmfiihrung geeigneter
zusatzlicher Variablen auf Polynomgleichungen ixckgefihrt werden Bnnen), kann
man im Falle einer endlichendisungsmenge diese auch exakt bestimmen: Genau wie
der Gauss-Algorithmus zur lOsung eines linearen Gleichungssystems dieses auf eine
Treppengestalt bringt, aus der man digslngen einfach ermitteln kann, gibt es in der
Computeralgebra einen Algorithmus, der dassellbéb€liebige Systeme von Polynom-
gleichungen versucht; die Gleichungen, die dieser Albariis liefert, bezeichnet man
als GROBNER-Basis oder Standardbasis. Zum Vargtnis dieses Algorithmus, den man
als eine Art Synthese ausJELIDischen Algorithmus und @Jss-Algorithmus ansehen
kann, sind Kenntnisse der kommutativen Algebra erfordeylilir die die Zeit in dieser
Vorlesung nicht ausreicht; bei einigen Implementierungenden zuatzlich auch noch
Algorithmen aus der Informatik eingesetzt, die typischasg nicht in Grundvorlesungen
behandelt werden. Deshalb sei hier nur darauf hingewielséhdie @ngigen universellen
Computeralgebrasysteme wie Maple, Mathematica, MuPadaatit entsprechende Rou-
tinen enthalten, mit denen man auch dann experimentiemam keenn man die dahinter
stehende Theorie nicht versteht.

Als Beispiel, wie gelegentlich auch ein nichtlineares Gheingssys-
tem elementar gékt werden kann, betrachten wir eine Anwendung
aus den Wirtschaftswissenschaften: Die Gesamtprodukiiioes Un-
ternehmens oder eines Staats in Abgigkeit vonn eingesetzten Res-
sourcenzy, ..., z, wird oft modelliert durch eine sogenannt®gb-
DoucLAs-Funktion der Form

P(xq,...,x,) = ozl ...

€n
n 1

benannt nach den beiden Wissenschaftlern, die dieses Mbe28
fur die amerikanische Gesamtproduktion in AbQgigkeit von Kapi-
tal und Arbeit in den Jahren 1899 bis 1922 entwickelten. (&re
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den P ~ 1,014%*KY* mit A = Anzahl der Besdciftigten und
K = Kapitaleinsatz.)

Betrachten wir stattdessen die Produktion eines Wirtsshafs aus zwei
Ressourcen, y genald der Funktion

flx,y) = P(x,y) = Y24,

Falls wir der Einfachheit halber annehmen, dal? die KosterEpmheit
fur z undy gleich sind und die Gesamtkosteddhstens gleich zlf
sein dirfen, nmissen wirf maximieren unter der Nebenbedingung

r+y<12.

Nun ist aberf eine monoton wachsende Funktion sowohl voals
auch vony, d.h. die maximale Produktion wird sicherlich erreicht in
einem Punkt, iir denxz + y = 12 ist, denn {ir jeden anderen Punkt
(x,y) mitz +y < 12ist f(x,y) < f(x,12— x). Daher kbnnen wir die
Nebenbedingung in der gewohnten Form

g(x,y)=x+y—12=0

schreiben.

8 10 12
X

Maximierung einer Produktionsfunktion bei festem Kapitaleinsatz



51 Analysis Il FSS2013

Ableitung beider Funktionen zeigt, dal3

1 1/4 19,,1/2
gradg = <1> und gradf = <i1/2§453/4>

Ist; das zubsende Gleichungssystem wird also zu

1/4
Y _
o512 A0
1/2
h .
g~ =0
r+y—12=0

(Die Nenner brauchen uns nicht zdgn, denn d&(0, y) = f(x,0) =0
ist, kommen losungen mitz = 0 odery = 0O flr das Maximum ohnehin
nicht in Betracht; wir knnen sie also getrost ausschliel3en.)

Als Ansatz zu einer ridglichen Losung kbnnen wir ausnutzen, da@din
den beiden ersten Gleichungen isoliert steht; wenn wir daaafbbsen
und gleichsetzen, erhalten wir die Gleichung

yt/4 _ 21/2
2,172 Aqy3/4
Multiplikation mit dem Hauptnenner macht daraus
4y1/4y3/4 = 2¢Y22Y2  oder Yy=x.

Einsetzen in die dritte Gleichung ergibg 3 12, also ist

y=4 und z=8;
der Maximalwert vonf ist
f(8,4)=82.4"4=22.V/2=4.

Auch den LaAGRANGEschen MultiplikatorA konnen wir noch ausrech-
nen:
y1/4 _ 41/4 \/é _1_

A= = = = .
2012 2.8Y2  2.2\/2 4

Die Berechnung von war fur die Bestimmung des Optimums eigentlich
uberflissig; A ist nur eine HilfsgolRe zur Berechnung des Extremums.
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Wir wollen uns als Achstediberlegen, daf3 wik auch inhaltlich inter-
pretieren Kbnnen: Dazu betrachten wir eine Nebenbedingung

9g(xq,...,x,)=c
mit variabler rechter Seite und ein Extremum der Funktion
flxy,...,z,).

Dieses Extremum wird natlich von ¢ abhangen; wir schreiben es in
der Form

(xl(c), e ,xn(c))
und nehmen an, dal3 die Funktionesfc) stetig differenzierbar seien.
(Ein interessierter Leser kann sich anhand des Sathes implizite
Funktionentiberlegen, welche Bedingunggnund g erfillen missen,
damit dies garantiert ist.) Der Optimalwert vérn Abhangigkeit vorn:
ist dann

F(c) = f(:):l(c), e ,xn(c)) :

Nach der Kettenregel ist

Fo=3 505

Genauso folgtiir G(c) = g(z41(c), ..., z,(c)) die Gleichung
e

o

Da (z1(c), ..., z,(c)) ein Optimum ist, sind dort die Gradienten von
f und g — ¢ proportional mit ProportionakitsfaktorA, und da wir bei
der Gradientenbildung nur nach depableiten, von denen die rechte
Seitec nicht ablangt, ist der Gradient van— ¢ gleich dem vory selbst,

d.h.

of _

Ox; (9:1:'
Somit istF’(c) = AG'(c). Nun erfillt aber der Punkfzy(c), . .., z,(c))
die Nebenbedingung mit rechter Seitesomit istG(c) = ¢ und damit

G'(c) = 1. DamitistA = F'(c) die Wachstumsratéif das Optimum bei
Anderung der rechten Seite der Nebenbedingung.

fur alles .
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Im obigen Beispiel steigt also die Maximalmenggx, y), die mit Ka-
pitaleinsatz 12 produziert werden kania kleinesh ungeihr umh /4,
wenn wir den Kapitaleinsatz auf 124 erhohen. Die Erlbhung des
Kapitaleinsatzes lohnt sich, weniarfdas fertige Produkt ein Preis pro
Einheit erzielt werden kann, derdser ist als vier.

Als letztes wollen wir uns noctiberlegen, was passiert, wenn wir nicht
nur eine, sondern mehrere Nebenbedingungenlienfmissen. Es geht

also wieder darum, eine Funktio;h(xl, ...,T,) ZU optimieren, jetzt
aber unter den Nebenbedingungen
g1(xq,...,2,) >0, ... g.(xq,...,2,)>0.

(Es geriigt, Bedingungen mit zu betrachten, denn durch Multiplika-
tion mit minus Eins kann man jede Ungleichung ritin eine mit>
uberfuhren. Auch Gleichunge) = 0 kann man zumindest formal durch
die beiden Ungleichungey) > 0 und—g, > 0 ausdiicken.)

Die wichtigsten Beispiele solcher Optimierungsaufgabed die Flle
mit linearen Funktionery und g,; hier redet man vortiinearen Pro-
grammen(Das WortProgrammin diesem Zusammenhang hatindtch
nichts mit Computerprogrammen zu tun.) Das wichtigste alan zur
Losung solcher Aufgaben, der Simplex-Algorithmus, wird ar or-
lesungDiskrete Mathematik Adehandelt, so dal3 wir uns hier auf die
nichtlineare Programmierungeschénken kbnnen.

Manuberlegt sich leicht, dafl3 im linearen Fall die Nebenbedaggm ein
(endliches oder unendliches) PolyedeiRrhdefinieren und eine lineare
Funktion, so sie ein endliches Maximum oder Minimum hatsegeauf
dem Rand dieses Polyeders annimmt, und dort sogar in eiker Ean

muf3 dahegnur” die Ecken dieses Polyeders untersuchen —deren Anzahl
allerdings vachst exponentiell mit der Anzahl der Variablen. Trotzdem
fuhrt der Simplex-Algorithmus selbst im Fall von ZehntaussEmnvon
Variablen in der Regel fastimmer sehr schnell ans Ziel; desretische
Problem der exponentiellen Kompleiitim schlimmsten Fall hat also
fur praktische Anwendungen keine Bedeutung.

Bei nichtlinearen Funktionen ist die Situation komplizégr denn nun
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kann es auch im Innern Extrema geben: Die Funktion
Flr,y)=e Y mitder Nebenbedingungz? + 2 < 1

etwa nimmtihr Maximum im Punkt (@) an; auf dem Rand des Einheits-
kreises liegen nur die Minima. Im allgemeinen Fall einestiiicearen
Programms kann ein Optimum also entweder ganz im Innererieder
aber eine beliebige Teilmenge der Nebenbedingungen exiiliea.

Falls wir es mit inneren Punkte zu tun haben, sind diese éolxima
oder Minima ohne Nebenbedingungen, und wir haben uns benejiL

uberlegt, wie man diese bestimmt: In jedem solchen Punktierindet
der Gradient der zu optimierenden Funktion.

Im Falle einer einzigesleichungals Nebenbedingung ist der Gradient
von f linear ablangig vom Gradienten der Nebenbedingung; da der
Nullvektor von jedem anderen Vektor linear allgig ist, schliel3t dies
auch den Fall der Optima bei inneren Punkten mit ein. Die lregende
Verallgemeinerung auf den Fall mehrerer Nebenbedinguisgeier

Satz: Die Funktionf: D — R auf D C R" habe im Punkt € D ein
Extremum unter den Nebenbedingungen

gl(a’) Z 07 gZ(a’) Z 07 ey gr(a’) 2 O .
Dann sind die- + 1 Vektoren
Vf((l), v.gl(a’)7 v.gZ(a’)7 ceey v.gr(a)
linear abkangig.

Der Beweiserfordert keine wesentlich neuen ldeen gedear dem Fall
einer einzigen Nebenbedingung und sei daher nur kurz skiz&alls
die Gradienten deg, im Punkta bereits untereinander linear &biygig
sind, gibt es nichts mehr zu beweisen; nehmen wir also arsesén
linear unabBngig. Dann gibt es (mindestensyerschiedene Variablen

T, binj , So dald
T 991 (a) %0
O;,

Ist. Also kann nach dem Saiiber implizite Funktionen jede Nebenbe-
dingung zur Elimination einer anderen Variablen benutatder, und
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Im wesentlichen dieselbe Rechnung wie im Fall einer Nebainigeing
zeigt die Behauptung.

|
Die lineare Ablkangigkeit der Vektoren

Vf((l), v.gl(a)7 v.gZ(a)7 SN v.gr(a)
bezeichnet man als WdN-TUCKER-Bedingung; sie ist eine offen-
sichtliche Verallgemeinerung der Bedingung VOXGRANGE, ist aller-
dings deutlich jinger: Sie erschien 1951 in einer gemeinsamen Arbeit
von H.W. KuHN und A.W. TUCKER, vier Jahre, nachdem G.ARTzIG
den Simplex-Algorithmus entwickelt hatte, und fast zweittert Jahre,
nachdem BGRANGE seine Multiplikatoren zur Bestimmung von Ex-
trema unter einer Nebenbedingung eiritpet hatte.

Das Problem bei der praktischen Anwendung des Satzes van Knd
TUCKER besteht darin, daf3 in einem Optimum manche Nebenbedingun-
gen als Gleichungen, andere als echte Ungleichungéiitesihd; man

mul3 also jede der aglichen Kombinationen untersuchen.

Eine nbgliche Abhilfe sind sogenannibarrier-Methoden: Manaf3t die
Nebenbedingungen eine Barriere errichten, indem man @resdche
nach einem Maximum) MaximahneNebenbedingung der Funktion

f(xb s 7xn) + Zgi loggi(xla s 7xn)
=1

sucht, wobei dies; positive Konstanten sind. Da die Logarithmen am
Rand gegen-oo gehen, liegen diese Maxima stets im Innern. Falls man
nun allee, in geeigneter Weise gegen Null geh&fdt, kann man in
manchen Ellen zeigen, dal? diese Maxima gegen Maxima der Funktion
mit Nebenbedingung konvergiert.

Ein Beispiel daiflr ist der 1984 gefundene Algorithmus voakMAKAR
fur den Fall linearer Funktionelf, g,. Er ist eine Alternative zum
Simplex-Algorithmus, die stets in polynomialer Zeit zu enirLdsung
fuhrt, und war der erste mathematische Algorithmus, dernpate
wurde. In der Praxis ist er jedoch bei fast allen Problemen S8enplex-
Algorithmus unterlegen; lediglich bei einigen wenigen 8pkallen, bei
denen bekannt ist, daf3 der Simplex-Algorithmus schleafittfaniert,
fuhrt KARMAKAR schneller zu einer &sung.
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g) Ausblick: Numerische Methoden

Wie wir gesehen habenjiirt die Methode der AGRANGEschen Multi-
plikatoren im allgemeinen auf nichtlineare Gleichungssys, die nur
in einfachen Bllen explizit bsbar sind. In allen andere@dlfen mufd man
mit numerischen Methoden arbeiten, und da bietet sich aRPdzblem
von vornherein ohne den Umweéiper LAGRANGESche Multiplikatoren
Extrema numerisch zu bearbeiten.

Eine Moglichkeit dazu ist die sogenanr®&adientenmethode:
Fur eine differenzierbare Funktighauf D C R™ ist
f(x+h) = f(z)+(gradf(z), h) + of[|h[]) ;
wenn wir ein Maximum (oder Minimum) voifi ansteuern wollen, liegt

es daher nahé&, so zu wahlen, dal3 sich der Funktionswertglichst
stark vergdRert (oder verkleinert).

Nach der GQuUcHY-ScHWARzschen Ungleichung ist, wenn wir mit der
EukLIDischen Norm arbeiten,

(gradf(z), h)| < ||gradf(z)| -

wir erhalten also die maximal agliche Ve&nderung bei vorgegebener
Lange vom genau dann, wenh parallel zum Gradienten ist.

Damit bietet sich folgende Strategie an: Wiallen irgendeinen Aus-
gangspunkt, und berechnen dort den Gradientérf(x,). Falls er der

Nullvektor ist. haben wir einen Kandidatearfein Extremum gefun-
den, den wir mit noch zu entwickelnden Methoden weiter wuehnen

mussen.

Andernfalls geben wir uns eineangel, fur den Vektorh vor, die von
der Lange des Gradienten aofgen kann oder auch nicht, und setzen
wir bei der Suche nach einem Maximum

4y .
o g o)

bei der Suche nach Minima nehmen wir das Negative davon.

ho =

Als nachstes betrachten wir den Punkt

= xq+ hq,
L1 oo™ o
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berechnen dort den Gradienténf(x,), setzen — so er nicht ver-
schwindet — mit einer geeigneteidihgel;

b
IV £z

(+ fir Maxima,— fur Minima) zur Definition des &chsten Punkts

hy ==+ Vf(z)

To = x1+h
2 o1 1

und so weiter. In jedem Schritt @shen (oder erniedrigen) wir den Funk-
tionswert soweit, wie es mit der vorgegebené@mge’, nur moglich ist,

in der Hoffnung, so irgendwann auf ein Maximum (oder Minimuza
stol3en. Diesesdnnen wir erreichen, wenn wir am Rand des Defini-
tionsbereichs vorf angelangt sind, oder aber wenn wir in einem Punkt
sind, in dem der Gradient verschwindet: Von dort aus gehtiediesem
Verfahren nicht mehr weiter.

Da wir mit einem numerischen Verfahren nur ein verschwimgringe
Chance haben, exakt in einem Extremum zu enden, zeigt clahch
die Notwendigkeit einer intelligenten Wahl der Schrittteei’,: Wenn
diese zu grof3 sind, kann es passieren, dal?3 wir endlos um gamnfitkm
herum oszillieren.

Theoretisch ist auch aglich, dal? wir in einem Sattelpunkt landen,
aber wenn man sickiberlegt, wie die Gradienten in der Umgebung
eines Sattelpunktes aussehen, wird schnell klar, daf? dresehr selten
passiert.

Die folgende Abbildung zeigt ein einfaches Beispi@ €inen mit der
Gradientenmethode zirkgelegten Weg; hier wurde in jedem Schritt

hi\ _
(k) =0,1-Vf(z;v,)

gesetzt. Der Weg geht offensichtlich recht zielstrebigdad Maximum
Zu.
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Eine Anwendung der Gradientenmethode
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Der Weg aus der vorigen Abbildung aus einem weiteren Blickwinkel

Die darauffolgende Abbildung allerdings zeigt dasselbld Bi einen
etwas golReren Zusammenhang; hier sehen wir, dal3 unser Streben
nach kurzfristigen Gewinnen langfristig wohl doch nichtestolgreich
war: Wenn wir vom Startpunkt aus nach rechts in die kleine ddul
abgestiegen @ren, latten wir auf dem gegéerliegenden Hang deut-
lich grof3ere Funktionswerte erreicht als im lokalen Maximum, imde
wir schlie3lich gelandet sind. Dies ist ein gruatgiches Problem von
Gradientenverfahren: Falls wir in deraNe des (absoluten) Optimums
starten, @ihren sie schnell und zuvadsig zum Ziel, ansonsten aber ist
die Gefahr sehr grof3, dal’ wir in einem nur lokalen Optimurokste-
bleibt.

Um von dort wieder weiterzukommen, gibt es verschieders&jren.
Eine anschaulich recht klare ist die sogenapfitennelung®. Der Name
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entstand aus der Betrachtung von Minimisierungsproblemehmen
wir also an, wir wollen das Minimum der Funktiof{x, y) in einem
gewissen Bereich finden und ein Gradientenverfahren hanugisien
Punktz,, gefuhrt, von dem aus es nicht mehr weiterkommt. Um zu
sehen, olx,, = f(x,,) wirklich der kleinste Wert ist, deifi im betrach-
teten Bereich annehmen kann, versuchen wir, eine weitésang der
Gleichungf(x) = z,, zu finden.

10+

-2

-1
0 2
X 1 5
22

~tunnelung” fir Maxima

Dafur gibt es eine ganze Reihe numerischer Verfahren, z.B. das V
fahren von NEWTON-RAPHSON mit denen sich zumindest ein solch-
er Punkt leicht findendl3t. Leider Bnnte dieser Punkt unser Aus-
gangspunki,, sein; deshalb sucht man tathlich nicht nach sungen
der Gleichungf(z) = z,,, sondern nach @sungen einer leicht abge-
wandelten Gleichung der Forrf\(:c) = z,s, Wobei f dadurch ausf
entsteht, dald man die Funktionswerte in der unmittelbamgelbhung
von (z,;,vy,,) Stark anhebt, um so das dortige Minimum zum Ver-
schwinden zu bringen. Dazu kann man beispielsweise eineiéarder
Form

(@ — 23,)° + (y — ypr)’
G(z,y) = ae b

mit geeigneten Parameteanb wahlen, wie sie in derdchsten Abbil-
dung zu sehenist, unfiz, y) = f(z,y) + G(x, y) setzen.
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Glz,y) = o—3@*+y?)

Dies bringt das Minimum im Punk# zum Verschwinden und vandert

die Funktion praktisch nicht, wenn man nur hinreichend \eetfernt

istvon M. (Je kleinew ist, umso lokalisierter ist die Vanderung.) Eine
Losung der Gleichung

f(x) =2y,
So es eine gibt, liegt also nicht in der unmittelbaren Umagebtonz
und ist daher ein guter Ausgangspunkt, um dort die Gradieme¢hode
noch einmal zu starten bis zurachsten lokalen Minimum und so weiter.
Sobald die Gleichung nicht mehisdbar ist, Bnnen wir ziemlich sicher
sein, daf3z,, das globale Minimum ist — es sei denn, witten die
Parametet, undb sehr dumm geahlt.

Im obigen Beispiel geht es nicht um ein Minimum, sondern umMaxi-

mum, da die Suche danach graphisch besser darstellbalsstgraben
wir auch keinen Tunnel, sondern spannen ein Hochseil, dasdwo
auf der eingezeichneten Ebenen liegt und uns vom erreigwesthen-
hoch zur Startpositionif einen weiteren Anstieg bringt. (Tatshlich
Ist die Ebene etwas zu tief eingezeichnet, damit man daMattemum

noch erkennen kann; das Seil mul3 also etwdsehlangen.)

Eine weitere Idee zur Vermeidung von Zwischenhochs komrmsitdeau
Physik: Ein Gas erreicht seinen Zustand minimaler Energmndwenn
die Bewegungsenergiémv2 eines jeden Teilchens gleich Null ist,
wenn sich also nichts mehr bewegt. Dies geschieht abendtens am
absoluten Nullpunkt; bei positiven Temperaturen werdenrdeisten
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Teilchen positive kinetische Energie haben. Nacip\WwiG BOLTZMANN
ist dabei die Wahrscheinlichkeit daf dal3 ein Teilchen die Energie
E = 1me? hat, bei TemperatuF proportional zu

E
e kT,

mit einer Konstantert ~ 1,38066- 10~23J/K, die heute als BLTz-

MANN-Konstante bezeichnet wird.

LubwIG BOLTZMANN (1844—-1906) wuchs auf und stu-
dierte in Wien; danach lehrte er in Graz, Heidelberg,
Berlin, Graz, Wien, Graz, Wien, Leipzig und Wien. Er
war Professorir Theoretische Physikiif Mathematik
und fur Experimentalphysik. Auf seiner letzten Stelle in
Wien hielt er eine so erfolgreiche Philosophievorlesung,
dafRd ihn Kaiser Franz Josef in den Palast einlud. Am be-
kanntesten ist erlir die Begitindung der statistischen
Mechanik, einer damals sehr umstrittene Theorie. Ob
die damit verbundenen Anfeindungen zu seinem Selbst-
mord fuhrten, ist unbekannt.

Die folgende Abbildung zeigtifr verschiedene Werte vokT' die
Graphen der Funktioa™Z/*T; wie man sieht; erwartungsgéf sind
diese fir grof3e Werte vokT sehr flach, ethrend sieiir kleine Temper-
aturen rechts schnell gegen Null gehen. Beigiemulierten Abkhlung
ahmt man dies nach, indem man mit einer hohen Temperattetsiad
der Richtung, in der man weitergeht, einer dieser Tempegattspre-

chende Freiheidlt.

Man geht also nicht mehr unbedingt in Richtung des Gradiergen-
dern geht zullig in eine von endlich vielen vorgegebenen Richtungen.
Die Wahrscheinlichkeitdr den Richtungsvektat; soll dabei analog
zur BoLTZMANN -Verteilung festgelegt werden, d.h. wir ordnen ihm eine
.Energie"E; = i(f(:]: +h;) — f(z, y)) zu (positiv bei der Suche nach
einem Minimum, negativ bei der Suche nach einem Maximum)diad
Wahrscheinlichkeit ddifr, daf3 wir in Richtung:; gehen, soll propor-

tional sein zue~%i/*T | Sje ist also, fall§V Richtungen zur Veifgung
stehen, gleich

—Ej/kT
N _E,/kT
p; = QZezle ¢ .
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Zur Wahl einer Richtung erzeugen wir uns eine Zufallszakd [0, 1]
und gehen in Richtung,;, wenn

J—1 J
Zpg < Z< Zpg
/=1 /=1

ist. (Die Frage, wie lang die Richtungsvektoren im wiewsltSchritt
sein sollen, wollen wir hier ausklammern.)

1

0.6

0.4

o 6 [ 10

e E/KT fur kT =0,1,0,5,1, 3,5, 10, 20, 40, 100

Bei hohen Temperaturen ist damit die Richtung fast vatidig zu-
fallsbedingt gewhlt, wahrend in der [dhe des absoluten Nullpunkts
praktisch nur noch die optimale Richtung eine Chance h#ls wa bei
hoher Temperatur in einem Zwischenextremum landen, saoegtrdit
sehr hoher Wahrscheinlichkeit def daf’ wir dort nicht steckenbleiben.

Am Ende wollen wir allerdings zum absoluten Optimum komntkh,
wir missen die Temperatur im Verlauf der Rechnung immer weiter
senken — daher der Namsanulated annealing simulierte AbKihlung.
Bei der Anwendung auf Optimierungsprobleme bezeichnet diese
Vorgehensweise als denaviRoPoLISAlgorithmus. In welcher Weise
man die Temperatur am besten senkt, ist immer noch ein Gakiet
tiver Forschung. Man kann zeigen, dafd man statistischdig&bprak-
tisch immer im Optimum landet, wenn man mit einer hinreichén-
hen Ausgangstemperatil; startet und imr-ten Schritt mit Temper-
aturTy/log(r + 1) arbeitet, aber bei einer derart langsamen ifidkng
braucht der Algorithmus viel zu lange, um ans Ziel zu kommen.
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NICHOLAS METROPOLIS (1915-1999) wuchs auf in
Chicago, wo er Physik studierte und 1941 promovierte.
Seit 1943 arbeitete er, unterbrochen durch Professuren
an der Universit Chicago von 1945-1948 und 1957—-
1965, in den Los Alamos Labaratories, die ihn im
Nachruf alggiant of mathematics and one of the founders
of the Information Agebezeichneten. Sein Ruhm als
Mathematiker beruht vor allem auf den von ihm en-
twickelten Anwendungen statistischer Verfahren auf
eine Vielzahl mathematischer Probleme; zum Pionier
des Informationszeitalter macht ihn u. a., dal3 er einer
der ersten Anwender des ersten elektronischen Com-
puters ENIAC war, dessen Nachfolger MANIAC baute
" und an der Universitt Chicago das Institute for Com-
Nick Metropolis L . .

puter Research gndete und bis 1965 leitete.

Die beiden folgenden Abbildungen zeigen, wie sich der Atbarus
bei zwei verschiedenen Folgen von Zufallszahlen &krbei einer
Abkuhlungsregel, die im-ten Schritt mit Temperatuf; /r arbeitet:

10+

—54

=101

-2

-1

X 1 1
0 y
275 -1

Der METROPOLISAlgorithmus fur obiges Problem

104

—5-

X 1
2 0
3 -1 y

Dito mit anderen Zufallszahlen
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Im ersten Beispiel funktioniert alles sehr gut, im zweitagegen bleibt
die Kurve ziemlich lange im Taldngen, kommt aber immerhin in eine
gute Startpositioniir weitere Iterationen. Oft wird es ohnehin am besten
sein, nach hinreichend vielenBvIRoPOLISSchritten ein gewhnliches
Gradientenverfahren zu starten.

Zusammenfassendlt sich sagen, dal3 dereVRopPoLISAlgorithmus
und verwandte Verfahren (die sogenannten Monte-Carldibtin)
sehr riuitzliche Hilfsmittel zur Optimierung sind, falls man so guie
nichtstiber die zu optimierende Funktion weil3. Sie funktioniergmn
nur bei kontinuierlichen Problemen, wie den hier betraemesondern
auch fir diskrete und kombinatorische Optimierungsproblemégha
aber den Nachteil, daf’ sie kein Optimum garantier@nniken: Selbst
wenn man eines erreicht hat, kann die Methode dies nichhagte (Es
gibt alternative numerische Methoden, die daarken.)

Wie schon diese sehr kleine Auswahl von Optimierungsveefabkeigt,

ist nichtlineare Optimierung ein sehr weites Feld, von dantwer nur
einen winzigen Ausschnitt betrachten konnten. Dieser glust be-
stand nicht aus deruf die Praxis wichtigsten Verfahren, sondern aus
denen, die sich am besten in den Stoff der Vorlesung einat@ie sind
zwar (in Kombination mit anderen Verfahren) die Grundbeuns, aus
denen sich die meisten praktisch relevanten Verfahremzusageset-
zen, aber iir die vielen kleinen Abwandlungen, die dazihfen, daf3
man ein Problem wirklich effizientdtsen kann, mfi3ten wir deutlich
mehr Zeit aufwenden, als hier zur V@gung steht. Interessenten seien
auf Spezialvorlesungdiber Optimierung verwiesen.

§83: Hohere Ableitungen

Im Eindimensionalen ist die Ableitung einer FunktienD — R wie-

der eine FunktiolD — R, falls sie differenzierbar ist, bezeichnen wir
ihre Ableitung als die zweite Ableitung vofi und so weiter. &r eine
Funktionf: D — R vonn Veranderlichen ist die Ableitung jedoch eine
FunktionD — R", also etwas komplizierteres als die Ausgangsfunk-
tion. Dies macht den Umgang mibheren Ableitungen im Mehrdi-
mensionalen schwieriger. Wir besé@hken uns daher zaohst auf die
zweite Ableitung einer reellwertigen Funktion.
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a) Die Hesse-Matrix

Wir lassen uns vom eindimensionalen Fall leiten: Die zwAléeitung
ist die Ableitung der Ableitung.

Die Ableitung einer differenzierbaren FunktignD — R mit D C R"
ist der Gradient vorf, also die Abbildung

of  of
oz, oz, )

Im vorigen Paragraphen haben wir auch solche Funktionéereifziert;
ihre Ableitung war eine Matrix.

Vf.D— R" :cv—>(

Definition: Wenn der Gradient voii: D — R differenzierbar ist, be-
zeichnen wir seineatoBl-Matrix als die HESSEMatrix

Hy(x) = Jy(x)
von f im Punktz.

Die HEsseEMatrix ist somit stets quadratisch, denn die Anzahl der Kom
ponenten des Gradienten ist gleich der Anzahl der Variablen

Genau wie der Gradient bei gutartigen Funktionen durch diggllen
Ableitungen berechnet werden kann, sollte auch sie durtferBntia-
tionsverfahren aus der Analysis einer &ederlichen berechenbar sein.
Das Hilfsmittel dazu sind die zweiten partiellen Ableiteamg

LubwiG OTTO HESSE(1811-1874) wurde in &nigs-
berg geboren und unterrichtete ZAshst Physik und
Chemie am dortigen Gymnasium. 1840 bekam er eine
Stelle als Mathematiker an der dortigen Univeisivon
1856 bis 1868 war er Professor in Heidelberg, danach
in Munchen. Aus der Schule ist er wohl vor allem durch
die HEssische Normalenform der Ebenengleichung be-
kannt; der Schwerpunkt seiner Forschungen lag aller-
dings auf dem Gebiet der Invariantentheorie und der al-
gebraischen Funktionen. Auch diesseMatrix fuhrte

er 1842 in einer Arbeitiber Invarianten von kubischen
und biquadratischen Kurven ein.

Fir eine in ganzD partiell differenzierbare Funktiofi. D — R ist auch
jede partielle Ableitungf,, wieder eine Funktion vo) nachR, und
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auch diese kann wieder partiell differenzierbar sein sHallbezeichnen
wir die partielle Ableitung vory,. nachz,; als zweite partielle Ableitung

;o= o*f 0 af
Tt Op; 0, def Oz \ Oz

von f nachzx; undz ;. Im Fall: = j schreiben wir kurz
_
fxixi - a—ZL'ZZ )
Analog lassen sich auclbhere partielle Ableitungen eiinfiren durch
die Definition
f a oF f _ 0 0 o Oof

i1%izTig (ef 8xik e 3:61-28:51-1 def 8$¢k axik_l 8%2 axil .

Wie wir oben gesehen haben, ist Gradient einer Funkfigteich dem
Vektor der partiellen Ableitungen, falls diese allesamiseggren und
stetig sind; die dcoBi-Matrix ist der entsprechende Zeilenvektor. Falls
auch die zweiten partiellen Ableitungen allesamt existiennd stetig
sind, zeigt dasselbe Lemma, dal3 deren Ableitungen dierXeiktoren
o f % f
(8301-(9:1:1’ Y 8xi8xn)

sind, d.h.

Lemma: Falls alle ersten und zweiten partiellen Ableitungen von
f: D — R existieren und stetig sind, ist dieeldseMatrix von f gleich

dern x n-Matrix mit Eintrégenafzgx, .
10T

Als erstes Beispiel&nnen wir etwa die zweiten partiellen Ableitungen
der Funktion

fl,y) = o™ + 20y + 32°y® + day® + By
berechnen: Die partielle Ableitung nachst
fol@, y) = 42 + 627y + 62y” + 4y°,

also ist
2

0
Joz(T,y) = @(x,y) =127 + 12¢y + 6y2 und
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9% f

m(x, y) = 622+ 12zy + 1242

fuy(@,y) =

Entsprechend ist

f,(@,y) = 22° + 62y + 120y + 20°

also
82f 2 2
fye(T,y) = 8x—8y(x,y) = 62"+ 12ry + 12y~ und
-0 = 602 + 24vy + 60y°
fyy(x7y) - a_yz(xhy) - o LY Oy .
Damit ist

_ (1222 + 12vy + 6y 622 + 12zy + 1242
Hf(l“, y) = 2 2 2 2] -
6z + 12xy + 12y° 6x° + 24zxy + 60y

Zumindest in diesem Fall ist dies eine symmetrische Matrik,

fxy: yx

Diese Formel gilt, wie wir gleich sehen werddiast immer; in der
Tat galt sie @r die Mathematiker des 18. Jahrhunderts wied\lAus
|. BERNOULLI, der 1719 ddiber schrieb, EONARD EULER (1730),
JOSEPHLOUIS LAGRANGE (1772) und viele andere als selbstvarst-
lich. Erst im 19. Jahrhundert, als sich einapiser Funktionsbegriff
durchzusetzen begann, wurde erkannt, dal Voraussetzootyeendig
sind. Diese waren zu Beginn des Jahrhundert&cist unigtig stark;
erst 1873 fand BRMANN AMANDUS SCHWARZ in seiner ArbeitUber
ein System voneinander unairtyiger Voraussetzungen zum Beweis des
Satzesaa—y (2fem))y = 2 (%@’y)), was wirklich notwendig ist.

Als Gegenbeispiel betrachtet er die in der folgenden Albinitddarge-
stellte Funktion

fe.y) = e arctan® — z®arctan?  fir (z,y) # (0,0) |
’ 0 far (z,y = (0,0)
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Ein Gegenbeispiel zum Vertauschungssatz

Auch wenn es auf den ersten Blick nicht so aussieht, ist dtasé&tion
auch firy = 0 undx # 0 definiert: Der Bruch:/y ist dann zwar nicht
definiert, aber da der Arkustangens nur Werte zwischep2 undr /2
annimmt, existiertéir jedesz 7 O der Grenzwert lim_,, e arctang

und verschwindet. Entsprechend ist auch,lirg arctanZ = 0 far
alle y # 0, und wir wollen die obige Formel so interpretieren, dal3
f(©O,y) = f(x,0) = 0 sein soll @ir alle x,y # 0 und, nach Definition,
natirlich auch tir - = y = 0. Man Uberlegt sich leicht, dal3 die so
definierte Funktion stetig ist auf gaiiZ.

Die Berechnung der ersten partiellen Ableitungen ist etwaf®ngreich,
jedoch B3t sich das Ergebnis deutlich vereinfachen: Wir erhalten
_ Jy—2zarctan? fur (z,y) 7 (0,0)
ren={g fur (v, ) = (0.0)
e fur (z,3) # (0,0)
_ [ —x+2yarctan®  fur (x,y 0,0
L= {6 "t () = (0,0)
wobei die Division durch Null beim Argument des Arkustangaregen
des Faktors vor dem Arkustangens wieder wie oben integoteterden
soll, wir haben also

f:0,y)=y und f (2,0)=—x.
Diese Funktionen®nnen wir problemlos differenzieren; wir erhalten
fey(Qy)=+1 und f . (2,0)=-1.
Im Nullpunkt ist somitf,, (0,0) =+17 -1 = f, .(0, 0).
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Fur Punkte £, y) #Z (0, 0) rechnet man leicht nach, dafl3

2 2
fa:y(x7 y) = fyx(x7 y) =

y —x
ra?
ist. Insbesondere ist dahéntz,y # 0
foy(@,0)=-1, f,,0,y)=+1 und f,  (z,2)=0;
[z, Nimmtalsoin jeder noch so kleinen Umgebung des Nullpurekis
der drei Werte 01 und—1 (und viele andere) an. Damit karfp, in
(0, 0) nicht stetig sein, genauso wenig wig,. Wie SCHWARZ erkannte,

ist genau das die fehlende Voraussetzuingdie Vertauschbarkeit der
partiellen Ableitungen:

Schwarzsches Lemma:f: D — R seiaufD C R" erklart, und sowohl
die ersten partiellen Ableitungefy  als auch die gemischten partiellen
Ableitungenfxﬂj seien stetig aub. Dann ist

Fara, @) = fo 0, (2)
furallex € Dundallei,j mit1 <i,5 <n.

Beweis:Da bei der partiellen Differentiation alle Variablen auBarer
als konstant betrachtet werdemyrinen wir uns auf den Fath = 2
beschanken: Wir interessieren uns nuirfdie beiden Variablern;
und z;, die wir alsz und y bezeichnen (wenn sie verschieden sind
— andernfalls gibt es aber ohnehin nichts zu beweisen), etrddhten
alle sonstiger,, als konstant.

Fir den Punkt £, y) aus D wahlen wir dannh,k € R so, dal3 das
Quadrat mit den vier Ecken

(,y), (x+h,y), (x,y+k) und @+h,y+k)

vollstandig in D liegt; dies ist nadglich, da wir D als offene Menge
vorausgesetzt haben. Nach Voraussetzung existieren diellea Ab-
leitungenf,, f,, f,,, sowief, . und sind stetig.
Nach Definition ist
T fx(x7y+k)_fx(x7y)

fa:y(x7 y) - l!:ILnO k
— I|m h—0 h h—0 ]’L

k—0 k
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Falls alle Grenabergange miteinander vertauschbar sind (was, wie wir
iIm obigen Gegenbeispiel gesehen haben, keineswegs sziistdlich
ist), ist das ein Limes&iber den Ausdruck

f($+h,y+]€)—f(CC,y+]€)—f(CE"‘h,y)"'f(CE,y)
hk
furh, k — 0; es liegt also nahe, sich diesen Bruch genauer anzuschauen

Fur den Beweis wird es gégen, wenn wir uns auf den Fall = k
beschanken; wir wollen den Ausdruck

f(l'+h,y+h)—f(l',y+h)—f($+h,y)+f($,y)
h2

D(h) =
auf zwei Arten ausrechnen:

Zunachst fassen wir, wie oben, die beiden ersten und die beadzteh
Summanden zusammen: Mit der Abkung

— f(x+hay)_f(x7y)
9(y) = n

Ist dann
9(y +h) — g(y)

, :
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist dieBifferen-
zenquotient gleich dem Differentialquotient(n) fur eine (vonh
abhangige) Zahh zwischeny undy + A. Somit ist

h7 - 9
D(h)=g'(n) = Al n})L ZULE fya(€5m)

fur einn zwischenz und z + h, denn nairlich kbnnen wir auch auf
diesen Differenzenquotienten den Mittelwertsatz anwende

D(h) =

Fur die zweite Berechnung fassen wirli{h) den ersten und den dritten
sowie den zweiten und den vierten Term zusammen. Mit deiifding

f(:r,y+h)—f(x,y)
h

g(x) =

ist dann dieses Mal

by = 2D =50
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und nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung getlazu eitﬁf
zwischenz undz + h, so daR dies gleicl (€) ist. Also ist

D(h) — gl(g) — fm(€7y + h’})b_ fm(€7y)

fur eine Zahly zwischeny undy + h. Somit ist

D(h) = f,.(&,m) = fo (E,70) -

= f,, (€. 7)

Lassen wir nurk gegen Null gehen, konvergiererundfgegen:c und
n wie auchn gegeny. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der zwei-
ten partiellen Ableitungen konvergiert dahgr, (€, n) gegenf, . (x, y)

und fmy(f, n) gegenf,, (x,y), d.h. der Grenzwert existiert und

D) = f,.(z,y) = fr (@, 9) .
Damit ist das Lemma bewiesen.

: a!g i~
e ¥

Der deutsche MathematikerakL HERMAN AMANDUS
SCHWARZ (1843-1921) beséditigte sich hauptchlich
mit konformen Abbildungen und mit sogenannten Mi-
nimalflachen, d.h. Flchen mit vorgegebenen Eigen-
schaften, deren ERtheninhalt minimal ist. Im Rah-
men einer entsprechenden Arbéit flie WEIERSTRASS
Festschrift von 1885 (im Falle eines durch Doppelinte-
grale definierten Skalarprodukts) bewies er de/CHY-
ScHwaRzsche Ungleichung, die ALCHY bereits 1821
fur endlichdimensionale Vekt@ume bewiesen hatte.
ScHWAR?Z lehrte nacheinander in Hallejdch, Gottin-
gen und Berlin.

Tatsachlich bewies 8HWARZ das obige Lemmalff n. = 2) unter einer etwas sctawheren
Voraussetzung: Es reicht, weemeder partiellen Ableitungetfi., oder f, . existiert und
stetig ist. Am Beweigindert sich wenig; falls etwigber die Ableitungf,. nichts voraus-
gesetzt ist, muld man die Existenz aller damit zusami@egdénden Grenzwerte explizit
durch Abscltzungen nachweisen und daraus ngdiich die Existenz und Stetigkeit
von f, . folgern. Ein Leser, der seirnalysis Inoch nicht ganz vergessen hat, sollte dies
auf etwa einer Seite tundkinen. kir Anwendungen ist die warzsche Formulierung
etwas nitzlicher als die obige, denn wenn man beispielswegisge berechnet und seine
Stetigkeit nachgewiesen hat, folgt automatisch, daf3 gyglexistiert und gleichy, ist.
Fur uns wird das keine sehr grof3e Rolle spielen, denn bei desteneins interessierenden
Funktionen wird die Existenz und Stetigkeit der partiekdrleitungen klar sein; lediglich
ihre Berechnung wird im allgemeinen mit Arbeit verbundeimse
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Ein analoger Satz zumc8warzschen Lemma gilt auchif hohere
partielle Ableitungen;iir k-fache Ableitungen rissen wir nairlich vo-
raussetzen, dal} alle partiellen Ableitungen bis zu/déachen existie-
ren und stetig sind (wobei diese Voraussetzung wiedergggenommen
nicht fur alle k-fachen wirklich notwendig ist).

Definition: Fur eine offene Teilmeng® C R" bezeichneZ*(D, R)
die Menge aller Funktionefi: D — R, deren amtliche partielle Ablei-
tungen bis zu deh-ten existieren und stetig sinduFk = 0 bezeichnen
wir mit C%(D, R) einfach die Menge aller stetiger FunktionBn— R.

Man Uberlegt sich sofort, da@*(D, R) ein R-Vektorraum ist, und es
ist auch nicht schwer einzusehen, daR die Funktioneg4us, R) alle
die Eigenschaften haben, die man sich bei der Betrachtung:aten
Ableitungen viinscht:

Erstensist die Berechnung eingt-ten partiellen Ableitung von der
Reihenfolge der partiellen Differentiationen unabgig: Wie aus der
Linearen Algebrdekannt sein sollte, kann jede Permutation als Produkt
von Transpositionen geschrieben werden; esigealso zu zeigen, daf3
man die Reihenfolge zweiter partieller Differentiationegrtauschen
kann. Eine Transposition (¢,.,;) wiederum &3t sich geraf

(Z.r ir+k:) = (ZT Z.7"+1) T (Z.r+k:—1 Z.7"+k:)(z.r+k:—2 Z.7"+k:—1) T (Z’I" ir+1)
als Produkt von Transpositionen benachbarter Elementeibeim, und
fur eine solche Transposition ist

0 0 0 of _ 0 0 0 of
8331'1 &Qtir (9.CCZ~T+1 (9:6% - 8xi1 8xir+l 8CU,L'T (9:6% .
Fir f € C*(D,R) ist sichergestellt, daB®— - -- 2 in C*(D, R)

liegt; nach obigem Lemma ist daher

9 0 A
dx; Ox; ox; . ox; ) Oz, Ox; \Oz, ox, )~

Tr+l 2 1 2 1k

Differenziert man hier beide Seiten noch partiell nagh bis z;
andert dies ndrlich nichts an der Gleichheit.

—1?

Zweitensbesagt das vorletzte Lemma, daf eine FunkfienC(D, R)
differenzierbar ist. Eine nahe liegende Verallgemeingrdes dortigen
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Beweises, bei der man anstelle von linearen Approximatiswche
hoherer Ordnung betrachtet, zeigt, daR eine Funkfioa C?(D,R)
zweifach differenzierbar ist, und dald entsprechend eimdtian f aus

C*(D,R) bis auf einen Fehler der Gﬁenordnun@(]h\k) durch ein
Polynomk-ten Grades approximiert werden kann. Wie das im einzelnen
aussieht, wollen wir uns imacthsten Abschnitt genauer anschauen.

b) Taylor-Polynome

Im letzten Semester haben wir diéhreren Ableitungen einer Funktion
dazu benutzt, um sie nicht nur durch eine lineare Funktiondern
durch ein Polynom dheren Grades anzahern. Der wesentliche Satz
Uber TaAvyLOR-Polynome war der folgende:

Satz: f:(a, b) — R sei stetig und mindestens ¢ 1)-fach stetig dif-
ferenzierbar auf dem Intervalb(b) C R. Dann gilt fur jedesz aus
(a, b) und jedesh € R mit = + h € (a, b) die Formel

h? h¥
flx+h)=f(z)+hf'(z)+ if”(x) +oo Hf(k’(w) + Ryia(x, h)
=" 579 + Rysla, )
i=0

mit einem Restglied?, ., = O(h¥*1). Dieses kann beispielsweise dar-
gestellt werden als

hk+1
Rk+1(x7 h’) -

(k+1)!
mit einer reellen Zahh zwischen O und 1.

FE D (@ +nh)

Um daraus einen auctifFunktionen mehrerer V@nderlichen atzlichen
Satz zu machen, verwenden wir wieder Richtungsableiturigarwir
eine Funktionf: R" — R" problemlos komponentenweise behandeln
konnen, geagt es, den Falin = 1 zu betrachten.

Die Richtungsableitung einer FunktighR" — R in Richtungv ist
nach Definition die Ableitung der Funktion einer “eaderlichen

. (—CL,CL) — R
g'{t — f(x +tv)
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mit geeignet ge@hltema € R, nacht fur ¢t = 0; wir kdbnnen sie
berechnen als Skalarprodukt des Gradienten mit dem Vektor

Natirlich kbnnen wirg nicht nur einmal ableiteniif f € C**}(D,R)
existiert das AYLOR-Polynomék-ten Grades und
2

k
g(t) = g(0) +t4'(0) + %g”(O) +ooo %g(k)(O) +O(tF)
Schreiben wir die Richtungsableitung in Richtungieder als

gi (z) - v,

0,() = (Vf(2),v) =
so wird dies zu y
Flo+t0) = f(2) +10, f(r) + -+ 1 0F F() + O™

=1

Da wir ||v|| hier als eine Konstante betrachteiipkien wirO(t*** auch
schreiben al® ((¢ ||v]|)*** und damit insbesonded (¢ ||v[|)*; speziell
furt = 1 erhalten wir die kompakte Schreibweise deyOR-Formel,
namlich

Flo+) = fx) +0,7() + -+ =0 ) + ofo])

ok steht hierbei ndirrlich fur die k-fache Anwendung des Operatéts

Wenn wir das konkret ausrechneriissen, verschwindet die Kompaki-
heit allerdings schnell: Mit ( Ug )
o= -

Un,

isto, f(z) = (Vf(z),v) = i v; [, (x) und dementsprechend
=1

031(2) = 0,(0, /() =, (Z f) =D 57 (Z f)

=1 ]:1 J =1

n n
=22 0itifam,

i=1 j=1
wir haben also schon eine Summe mAtTermen.

Mit Hilfe der linearen Algebra &nnen wir diese Summe noch relativ
kurz schreiben: Da deti,(j)-Eintrag der HtsseMatrix H ;(x) gerade
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gleich die partielle Ableitung, . - ist, rechnet man leicht nach, dafd
U1

fuTHf(x)v = (vq, . - ,vn)Hf(x) : = Z Zvivjfx,-xj

i=1 j=1
v, J

ist. Fir hohere Ableitungen geht so etwas nicht mehililg analog zur
obigen Rechnungberzeugt man sich leicht davon, dal3

an(x) = Z Z Z Uivjvk:fa:ia:jmk

i=1 j=1 k=1
ist, und diese Summe aus SummandendRt sich nicht mehr mit
Matrix-Vektor-Produkten darstellen: Die dritte Ableiynst gegeben
durch einen sogenannté@ansor dritter Stufed.h. ein dreidimensionales
wirfelférmiges Zahlenschema, und mit jeder weiteren Ableitunigiste
die Dimension um eins an.

Fur die Diskussion im achsten Abschnitt reicht unsiglklicherweise
die Formel

FGe+ 1) = @)+ (Y £(2), ) + 517 H (@ + of ).

c) Hohere Ableitungen und lokale Extrema

Wenn gradf(z,) verschwindeti undf mindestens zweimal stetig dif-
ferenzierbar ist, ingt also das Verhalten vgiin der Umgebung vom,
ab von der quadratischen Form— h' H (o) h, wobeiH; nach dem
ScHWARzschem Lemma eine symmetrische Matrix ist.

Definition: a) Eine symmetrische Matrixd € R™*" heil3t positiv
definit,wenn fir alle Vektorerv # 0 ausR™ gilt: v7 Av > 0.

b) A heil3tnegativ definityenn fir allev # 0 ausR™ gilt: v1' Av < 0.
c) A heil3tindefinit, wenn es Vektoren,w € R" gibt, so dal3 gilt:
vT Av > 0, aberw” Aw < 0.

Mit dieser Terminologie ist das folgende Lemma klar:
Satz: Wenn die differenzierbare Funktiofi € C(D,R) im Punkt

xo € D ein lokales Extremum hat, ist dort ihr Gradient gleich dem
Nullvektor.
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Falls umgekehrtifr f € C3(D,R) der Gradient im Punkt € D ver-
schwindet, gilt:

a) Falls die HEsseMatrix H ;(z) positiv definit ist, hatf im Punktz,
ein Minimum.

b) Falls H ;(z() negativ definit ist, haf im Punktz, ein Maximum.

c) Falls H ;(z,) indefinit ist, hatf im Punktz, einen Sattelpunkt. .
Damit uns das etwasitzt, brauchen wir jetzt nur noch ein Kriterium,
mit dem wir feststellen &nnen, welche Definitheitseigenschaften die
HeEsseMatrix hat. Dazu erinnern wir uns daran, dal’ diessSEMatrix
fir Funktionen aug?(D,R) nach dem 8HwARzschen Lemma sym-
metrisch ist, und wie wir aus der Linearen Algebra wissenjade
symmetrische Matrix diagonalisierbar.

FUr eine Diagonalmatri¥ mit Eintragen),, ..., A,, und einen Vektop
mit Komponenten,, . .., v, wird obige quadratische Form zu
)\1 O ce O (%
O X, ... O v
(U17v27'-'7vn) . -2 . . ’ =)‘1U%+"'+)‘nvi;
0O 0 ... A, v,,

eine Diagonalmatrix ist also genau dann positiv definit, nvathke Dia-
gonaleintage positiv sind und genau dann negativ definit, wenn sie alle
negativ sind. Falls es sowohl positive als auch negativgd@ialeintage
gibt, ist die Matrix indefinit.

Nun ist es fir den Wertebereich einer Funktion irrelevant,igch wel-
ches Koordinatensystems wir die Argumente aueskien; wir kKbnnen
eine symmetrische Matrix also kigglich einer Basis aus Eigenvektoren
betrachten, wo sie zur Diagonalmatrix wird mit den Eigertemrals
Eintragen. Daher gilt:

Lemma: Eine symmetrische Matrix istgenau dann positiv definit, wen
alle ihre Eigenwerte positiv sind und genau dann negatindefvenn
alle ihre Eigenwerte negativ sind. Falls es sowohl posisise auch
negative Eigenwerte gibt, ist sie indefinit. .

Da die Determinante einer Matrix gleich dem Produkt ihreydwerte
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Ist, folgt, dal3 eine Matrix nur dann positiv definit sein kamvenn
ihre Determinante positiv istiif negativ definite: x n-Matrizen muf3
die Determinante bei gerademebenfalls positiv sein, bei ungeradem
negativ.

Fur symmetrische 2 2-Matrizen A3t sich daraus leicht ein notwendiges
und hinreichendes Kriterium machen: Das charakteristigéblynom

von
_(a b
=0 )
mit Eigenwerterm\; und ), ist
N2 —(a+dA+(ad — 1% = (A= A\ — Ay ;
daherist\; + A\, = a +d.

(In der Tat rechnet man auf genau die gleiche Weise leicht,raadf? @ir
jeden x n-Matrix die Summe den Eigenwerte gleich der Summe der
n Diagonaleintége ist, die sogenannpurder Matrix.)

Wenn detd = ad—b? positiv ist, haben nicht nux, und,, sondern auch
a undd dasselbe Vorzeichen, das somit gleich demweind = A, + )\,
Ist. Als Zusammenfassung der obigen Diskussionrien wir daher
festhalten

Satz: Eine symmetrische reelle:2 2-Matrix A ist genau dann positiv
definit, wenn detd > 0 unda > O ist, negativ definit, wenn det > 0
unda < 0ist, und indefinit wenn det < 0O ist. .

(Anstelle vona konnte hier nairlich Gberall auchi stehen.)

Beispielsweise ist die Matri é positiv definit, denn sie hat

1
2
Determinante eins und positive Diagonaleigge. Im obigen Beispiel
des Sattelpunkts mit(z, y) = 2% — y? ist

H,(0,0) = (g _g)

offensichtlich indefinit, was man nicht nur an der negatiBstermi-
nanten sieht.
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d) Lineare Regression

Als etwas umfangreicheres Beispiglrfdie Anwendung des obigen
Satzes wollen wir ein klassisches Problem aus der Statigtikach-
ten, die Suche nach einer sogenannfarsgleichskurvedurch eine
gegebene Punktmenge. Einige werden vielleicht aus demiliimys
terricht mit Ausgleichsgeraden vertraut sein: Wenn zweysiialis-
che Gbl3en in einem linearen Zusammenhang stehen, werden tmotzde
die zugelrigen MeR3gdRen auf Grund die lineare Gleichung im allge-
meinen nicht exillen: Messungen sind praktisch immer mit Fehlern be-
haftet. Bei wirtschafts- und sozialwissenschaftlichemebasind exakte
Gesetze ohnehin die Ausnahme; hier kann man nur@uwtmngsweise
Gultigkeit hoffen.

Das Problem, zu vorgegebenen Daten einégliohst guten dherungs-
weisen Zusammenhang zu finden, bezeichnet maRedgessionfalls
sich die Koeffizienten der gesuchten Funktion durékén eines linearen
Gleichungssystems aus den Daten berechnen lassen, redeftama
linearer Regression(Der Zusammenhang zwischen den Daten muf3
alsonichtlinear sein.)

Ausgangspunkifr die Losung solcher Probleme ist dialmerungsweise
Losung von linearen Gleichungssystemen: Wenn wir ein Sysiiesn
N Gleichungen inn Unbekannten

m
E a;;r;=b;,, i=1...,N
J=1

haben mitV wesentlich gbl3er alsn, konnen wir nur in seltenen Aus-
nahmedllen erwarten, daf es einésung gibt. Wenn wir allerdings
davon ausgehen, dal? unsere Dateohnehin fehlerbehaftet sind, soll-
ten auch gar nicht erst nach einer exakteaisuing suchen, sondern
uns begidgen mit einem Tupelaf,...,x,,), fur das die Gleichun-
gen,einigermalen” eifilt sind. Diese schwammige Formulieruréjk
sich auf viele, nichiquivalente Weisen grisieren; die einfachste geht
auf CARL FRIEDRICH GAuUss zurick: Wenn wir auf den linken Seiten
aller Gleichungen Wertelf die z; einsetzen, erhalten wir einen Vek-

tor ausR”; genauso bilden auch die rechten Seitereinen Vektor
ausR”. Falls das Gleichungssysterixsbar ist und wir eine @sung
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einsetzen, stimmen die beiden Vektokdrerein. Wenn es keine exak-
te LOosung gibt, Bnnen wir stattdessen fordern, daf’ dieKEDische)
Lange des Differenzvektorsaglichst klein sein soll. Das istquivalent
zur Forderung, daf’ das Quadrat dange niaglichst klein sein soll, d.h.

2

N m
Do Dz b
=1\ j=1
soll im Punkt ¢,,...,z,,) ein Minimum annehmen. Da es sich hier

um eine Summe von Quadraten handelt, wird dieser Ansatz alsch
Methode der kleinsten Quadrabezeichnet.

Als quadratische Funktion in dery ist die obige Summe natlich be-
liebig oft differenzierbar; nach dem Satz aus dem vorigesohinitt muf3
also im Minimum der Gradient verschwinden. Die partielleléidung
nachz, ist

N m m N N
i=1 j=1 i=1 i i=1

7=1 =1

Falls es ein Minimum gibt, mul3 dieses also eiriisiing des linearen
Gleichungssystems

m N N
Z (Z aikaij) T = Zaikbi furallek=1,...,m
j=1 =1 =1

ausm Gleichungen inn Unbekannten sein.

Schreiben wir das Ausgangssystem in Matrixformds= b mit

all ce alm bl :Bl
2 A A R P B I
a,Nl “e a/Nm bN xm
so lalkt sich das neue Gleichungssystem schreiben als
(AT Az = ATp,

wir missen also das urgprgliche System einfach mit der transponierten
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Matrix

all DRI CI/Nl
AT =

alm “e a,Nm
multiplizieren.

Von der Problemstellung her ist klar, daf ein lokales Extrerrei-

ner Summe von Quadraten nur ein Minimum sein kann. Trotzdem
wollen wir zur Vorsicht noch das Kriterium aus dem vorigens8bnitt
uberpiifen, also die lHsseMatrix auf Definitheit untersuchen.

Leiten wir die partielle Ableitung der Quadratsumme naghweiter ab
nachz,, erhalten wir

N
2 § AipQip
i=1

die HEsseMatrix ist also gerade das Doppelte der MatdX A. Fir
Definitheitseigenschaften ist der Faktor zweilmith ohne Bedeutung;
wir konnen also die quadratische Form4tiA betrachten. &z € R™
ist

zT (AT Az = (T AT)(Az) = (Az)T (Ax)

das Skalarprodukt des Vektars: € R mit sich selbst und somit nie
negativ. Es verschwindet genau dann, wetinder Nullvektor inR™
Ist, also insbesondere iialich, wennz der Nullvektor inR™ ist. Ob
es Vektorenr # 0 gibt mit Az = 0 hangt ab von der Matrix4: Ist
M < m, muRes solche Vektoren geben; die MatriX A ist also nur
positiv semidefinit.

Wenn es um lineare Regression geht, ist dageyeim allgemeinen
deutlich gblRer alsm; hier wird es nur sehr selten vorkommen, dal} es
Vektorenz # 0 ausR™ gibt mit Ax = 0. Mit den aus der Linearen
Algebra bekannten Begriffendknen wir das auch exakt formulieren:
Genau dann, wenn die Matrik kleineren Rang als: hat, gibt es solche
Vektoren. Andernfalls istdz = 0 nur fur z = 0, die Matrix AT A ist
also positiv definit. Da dann insbesondere auch ihre Detemté nicht
verschwindet, folgt:
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Satz: Ax = b sei ein lineares Gleichungssystem ausleichungen in
m Unbekannten. Falls die Matriz den Rangn hat, gibt es genau einen
Vektorxz € R™, fur den die (BKLIDische) Lange vonAx — b minimal
wird. Er ist die eindeutig bestimmtedisung des linearen Gleichungs-
systemsd” Az = ATb. .
Als erstes Beispiel wollen wir den bekanntesten Speziadfiat line-
aren Regression betrachten, diesgleichsgeradeHier geht es um
N Datenpaarea;, y,), zwischen denen wir einen Zusammenhang der
Formy, ~ ax; + b vermuten; gesucht sind diejenigen Wedteind b
fur die der Differenzvektor zwischen linker und rechter &eitinimale
Lange hat. Im Gegensatz zu unserer sonstiger Konventionchezas
hier alsozr, undy,; bekannteGrofRen, vidhrends undb gesucht sind.

Das lineare Gleichungssystem, das waherungsweisedken wollen,
ist daher ein Gleichungssystem mit den Unbekanatemdb; es besteht
aus denV Gleichungen

x,a+b=y; furi=1,...,N.
Matrix und rechte Seite sind daher

ry 1 Y1
T, 1 Yo
A= . und y=| .
ry 1 YN

Nach dem gerade bewiesenen Satrssen wir das System(}) = y
von links mit der transponierten Matrig” multiplizieren; da

xq 1 N ) N
ATA_ CU]_ CUZ .CCN x2 1 _ ;xl ;xl
1 1 ... 1 SR I .Y
:I:’N 1 =1
und

(7 N

L;Y;
ATy= (%1 T2 - Ty Y2 | _ ;
1 1 ... 1 : N
Yn =1
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Ist, miissen wir also das lineare Gleichungssystem

N N N
(Zfﬂf) a+ (Z%) b = szyz
zjzvl i=1 i]=vl
(in)a+ Nb =Zyi
i=1 =1

losen. Nach obigem Satz hat es genau dann eine eindeutighbdsti
Losung, wenn der Rang der Matri gleich zwei ist, wenn also der
Vektor mit Komponenter, linear unabkngig ist vom Vektor, dessen
samtliche Komponenten Einsen sind. Das ist offenbar genan dar
Fall, wenn dier, nicht allesamt denselben Wert haben

Falls allex, gleich sind, ist auch unaBhgig von jeder Linearer Algebra
klar, daf® wir keine Aussage ddrer machen é&nnen, wie sichy in
Abhangigkeit vonr verandert — wir haben schliel3lich nur einen einzigen
x-Wert.

Andernfalls sindz und b durch das obige Gleichungssystem eindeutig
bestimmt; durch Guss-Elimination oder nach derkAMERschen Regel
erhalten wir die Werte

=1

2

N;lef— (ix)

=1

() (50) - (5) ()

- N N 2
Nyt (L)
=1 =1

In konkreten Anwendungenudfte es freilich einfacher sein, diese
Formeln zu vergessen und stattdessen das lineare Glegsystgm
direkt zu bsen.

und

Diejenigen, die Ausgleichsgeraden aus der Schule kenrtenhdort
wohl vor allem mit Paaren(, y,) von Mel3werten zu tun, bei denen klar
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war, dal3 sie auf Grund eines Naturgesetzes in einem lin€argsam-
menhang stehen sollten; die Abweichungen zwischeand ax,; + b
waren ausschlie3lich auf Mel3fehler @okzufihren.

In den Wirtschafts- und Sozialwissenschaften sind exalse@e sel-
ten; trotzdem spielt Regression auch hier eine grol3e Rolben es
darum geht, ungéhre Zusammeré@nge aufzustellen.

Als Beispiel betrachten wir das Problem der Korruption. {2oen ehe-
maligen Weltbankdirektoriir Ostafrika RTER EIGEN 1993 gegiindete
Organisationfransparency Internationatellt jedes Jahr eingdorrup-
tion Perceptions Index (CPBuf. Er beruht auf Befragungen vor allem
von Geschftsleuten, die in den untersuchteardern &tig sind und
Auskunft geben sollenif wie korrupt sie die dortige Regierung und
Verwaltung halten. &r jedes Land wird auf Grund entsprechender Stu-
dien der letzten drei Jahre ein Indexwert zwischen 0 und &0€dhnet.
Hundert bedeutet, dal3 den Befragten trotz ihratigkeit dort nichts
uber Korruption in diesem Land bekannt ist, eine Null ergspend daf3
ohne Bimbes nichts geht.

Die neueste derzeit untetvw.tranparency.org Verfigbare Liste ist die von
2012; sie enthlt 180 Staaten mit Bhemark, Finnland und Neuseeland
(jeweils 90)) an der Spitze; Schluflicht ist Somalia mitta@&iattert
man durch die Liste, @ngt sich schnell der Eindruck auf, als seien am
Ende vor allem arme Staaten zu finden, an der Spitze ehericene

Um diese Hypothese zumindesirfdie 27 EU-Staaten quantitativ zu
untersuchen,&nen wir deren CPI vergleichen mit dem Bruttoinlands-
produkt pro Einwohner.

Die Bruttoinlandsprodukte pro Einwohner (in Euro) sind barostat
zu finden untekc.europa.eu/eurostat ZU finden. Die derzeitig aktuellsten
mehr oder weniger vollandigen Daten stammen von 2011; lediglich
fur Bulgarien, Polen und Ruamien liegen nur die 2010er-Werte vor.
(Die kursiv gesetzten Werteairf Griechenland und Portugal sind nur
vorlaufige Schtzungen.)

Die Tabelle auf der @achsten Seite listetif alle 27 Lander sowohl den
CPI als auch das Bruttoinlandsprodukt per Einwohner au€nist der
Zusammenhang auch graphisch dargestellt.
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Land BIP/Einwohner CPI

Belgien (BE) 33700 75
Bulgarien (BU) 4800 41
Danemark (DK) 43000 90
Deutschland (DE) 31700 79
Estland (EE) 11900 64
Frankreich (FR) 30600 71
Finnland (FI) 35200 90
Griechenland (EL) 18500 36
Irland (IE) 35400 69
Italien (IT) 26000 42
Lettland (LV) 9800 49
Litauen (LI) 10200 54
Luxemburg (LU) 82100 80
Malta (MT) 15500 57
Niederlande (NL) 36100 84
Osterreich (AT) 35700 69
Polen (PL) 9300 58
Portugal (PT) 16000 63
Rumanien (RO) 5800 44
Tschechische Republik (CZ) 14900 49
Schweden (SE) 41100 88
Slowakei (SK) 12700 46
Slowenien (SI) 17600 61
Spanien (ES) 23100 65
Ungarn (HU) 10000 55
Vereinigtes Konigreich (UK) 27900 74
Zypern (CY) 21100 66

Wie die graphische Darstellung der Daten zeigt, liegen digkke ganz
offensichtlich nicht auf einer Geraden, und in der Tat gibtkeinen
Grund fr einen festen, deterministischen Zusammenhang zwischen
den beiden Gil3en. Trotzdem sind sie auch nichilg unablangig
voneinander; die dargestellte Punktwolke zeigt einerekldirend, der
unsere Vermutung 8tzt, dal3 zumindest tendenziell in den reicheren
Staaten weniger Korruption wahrgenommen wird.
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Versuchen wir also, eine Ausgleichsgerade durch diesetRoike zu
legen! Unserer; sind die Bruttoinlandsprodukte per Einwohner, ihre
Summe ist 659 700, die Summe ihrer Quadrate 22975 110 000Q;,Die
sind die CPlIs; ihre Summe ist 1 719 und die Summexglerschliellich
46 695 600. Wir bekommen also das lineare Gleichungssystem

2297511000@ + 659 7000 = 46695600
659 700a + 27b =1719

mit der LOosung

_ 15649 104 _ 10727317
©= Jagsagoo” 84T 10T und b= o eras
Die nachste Abbildung zeigt die Daten zusammen mit der Geraden

CPIl =a - BIP +b. Sie wird zwar ihrem NameAusgleichsgeraddurch-
aus gerecht, ist aber keine optimale Beschreibung des Zneahangs
zwischen den beiden GRRen. Insbesonderéllt ins Auge, daf’ die Werte
fur Finnland, Schweden unddbemark ziemlich weit von der Geraden

~ 46,937 .
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entfernt sind; noch schlimmer ist es bei Luxemburg, wo uasiraden-
gleichung einen gar nicht existierenden (und auch nichjetdellten)
Wert von knappiber 103 vorhersageninde oder bei Griechenland und
Italien, die ebenfalls sehr weit unterhalb der Gerade hege

90
80 LU
70

60

50

40 -

EL

30 T I T I T I T I T I T I T I T I T
0 10.000 20.000 30.000 40.000 50.000 60.000 70.000 80.000
BIP/Einwohner

Nun gibt es wie gesagt keinen vémftigen Grund, dal3 es hier einen
linearen Zusammenhang geben sollte: Da der CPI nur Werteuis
hundert annehmen kann, es aber keine absolute Obergrénziag
Bruttonationaleinkommen pro Einwohner gibt, kann es inT@gischon
aus theoretischen @nden keinen solchen Zusammenhang geben. Wir
sollten daher versuchen, an Stelle einer Geraden eineaKdeve zu
finden, zum Beispiel eine Parabel:

Auch die bestragliche ,Ausgleichsparabel‘dl3t sich mittels linearer
Regression bestimmen: Wir suchen nach einem ZusammenkaAgtd

y; = ax? +bx, +c furalle;=1,..., N,



87 Analysis Il FSS2013

90 FI DK /
SE

NL
80 LU

UK BE

FR

¥

70

EE PT

60
PL

50+ v Ccz

SK
RO

BU IT

40
EL

30 T I T I T I T I T I T I T T T T T
0 10.000 20.000 30.000 40.000 50.000 60.000 70.000 80.000
BIP/Einwohner

und dieseN Gleichungen liefern uns ein (im allgemeinen inéth

unlosbares) lineares Gleichungssystdaim die drei Koeffizienteru, b

und c. Einzelheiten seien dem LeséberlasserfsieheUbungsblatt!);
hier ist deshalb nur das Ergebnis dargestellt. Selbstusasth ist die
Ubereinstimmung auch hier alles andere als perfekt, abesiait doch
schon besser aus als im Falle der Geraden.

Dies fuhrt uns auf die Frage, wie wir, iglichst schon vor der Berech-
nung einer Ausgleichsgeraden und ohne Aufzeichnen denpaite,
entscheiden énnen, ob es siciiberhaupt lohnt. nach einem linearen
Zusammenhang zu suchen.

Dazu betrachten wir als ersten Extremfall Paare ¢,, y;), zwischen
denen ein perfekter linearer Zusammenhang besgeht: ax; + b fur
alle: mit ¢ Z 0. Fir die Mittelwerte

1 & 1 X
T=— .und 7= — :
T Nizl% 7 N;y
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ist dann

N N N
1 1 _ 1 1 o
y—N;yi—N;(a%"'b)—a'N;$i+ﬁ-]\fb—ax+b,

die Abweichung eines Wertg vom Mittelwerty 1al3t sich also mittels
der Formel

y; —y = a(z; — T)
leicht aus der entsprechenden Abweichupg 7 berechnen. Insbeson-
dere hat das Produkt
— — —\2
(v —9)(z; — @) =a(z; — T)
fur alle : mit z; ¥ = dasselbe Vorzeichen, und zwar das Vorzeichen

vona. Die Summe
N N N

Do) =ad (e 7= 03 ()
Somit ist
(g}(y =) (i - f)>2 = (Z]j;(y - ?)2> (é(w - f)2>

oder, anders ausgeutrkt,

2 = 9) (e =) _{ 1 falsa>0

N 2 N N —1 fallsa <0

Als zweiten Extremfall betrachten wir Punktepaare, {;;), bei denen
keinerleiZusammenhang zwischen undy, besteht. Dann sollte man,
zumindest bei hinreichend vielen Wertepaaren, erwarted,alif eine
positive Differenzz, — = ungefhr gleich oft eine positive wie eine
negative Differeng, — 7 trifft und daf3 diese Differenzen im Mittel auch
etwa denselben Betrag haben. Somit sollte

N

Z(yz ~7)(z; — T)

=1
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im Vergleich zum ersten Fall einen ziemlich kleinen Betrapédn;
insbesondere sollte der Betrag des Quotienten

S (y; — ) (2; — 7)

(=)’ (= 9)°

deutlich kleiner sein als eins.

Definition: Fur N Wertepaare4,, y;), bei denen weder alle, noch
alley, denselben Wert haben, bezeichnen wir

S (4, — ) (2, — @)

(=) 50~ 9)°

als denKorrelationskoeffizienten.

def

Dieser Korrelationskoeffizient liegt immer zwischerl und 1, denn
bezeichnen wir miiz € RY den Vektor mit Komponenten, — Z und
mit v € RY den mit Komponentep, — 7, so ist offensichtlich

(u,v) _ {u,v)

Vel
wobei ||-|| die BukLIDische Norm bezeichnet, und nach dexuCHY-
ScHwARzschen Ungleichung ist

[{u, )| < lull - [|v]

mit Gleichheit genau dann, wennund v linear ablangig sind, wenn
also zwischen dem, und deny, ein linearer Zusammenhang besteht.

Somit istk = 1 genau dann, wenn wir eine Gleichupg= ax, + b mit
a > 0 habenx = —1 bei einer entsprechenden Gleichung mi 0,
und x ~ 0, wenn es keinerlei Zusammenhang zwischen geand
deny; gibt.

Im obigen Beispiel ist ~ 0,7099, wir sind also weit von einem perfek-
ten linearen Zusammenhang entfernt, noch weiter allesdvog zwei
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Grol3en, zwischen denen keinerlei Zusammenhang besteht. Wienn
die drei besonders weit von der Ausgleichsgerade weglotegeander
Griechenland, Italien und Luxemburg nicht beksichtigen, sollten wir
einen deutlich besseren Korrelationskoeffizienten ezhaltind in der
Tat ist danns ~ 0,9153, In diesem Fall ist auch die Ausgleichsparabel
fast ununterscheidbar von der Ausgleichsgeraden.

Da das Skalarprodukt zweier Vektoren gleich dem Produktdegen
mal dem Kosinus des eingeschlossenen Winkelsdsthkn wirx auch
geometrisch interpretieren als den Kosinus des Winkelsawven den
Vektorenu undv. Im Fallex = +1 ist dieser Winkel gleich0oder 180,
die beiden Vektoren liegen also auf einer Gerader rst0, bilden sie
einen rechten Winkel. Im obigen Fall ist der Winkel uragjaf 4477°
bei Beficksichtigung aller 27 Staaten und urdgaf 2375 wenn wir
Griechenland, Italien und Luxemburg ausschliel3en.

e) Hohere Ableitungen impliziter Funktionen

Die Kriterien aus Abschnitt) helfen uns bei der Klassifikation von Ex-
trema ohne Nebenbedingungen; den Fall von Extrema untezritbeh
dingungen haben wir zumindest theoretisch via den &lag¢z implizite
Funktionen darauf ziickgetihrt.

In den meisten praktischen Anwendungen wird man bei dsuhg ei-
ner Optimierungsaufgabe unter Nebenbedinguragehocentscheiden
konnen, wo die Maxima und/oder Minima liegen; teilweise éelauch
die im mchsten Paragraphen behandelten Existdnes

Im Prinzip kbnnen wir allerdings auclif eine implizit gegebene Funk-
tion hohere Ableitungen berechnen — vorausgesetziirint, dal3 sie
existieren.

Beim Satziiber implizite Funktionen hatten wir eine differenziemar
Funktion F'(z, y) zweier Veanderlicher und einen Punkt, ,) € R®

mit F'(z, yo) = O, aberF, (zq, yo) 7 0. Unter diesen Voraussetzungen
konnten wir zeigen, dal3 es urng eine differenzierbare Funktiofi(x)
gibt, so dal¥ (a:, f(:c)) identisch verschwindet. Im Beweis berechneten
wir auch gleich die Ableitung’(x); sobald wir allerdings wissen, daf}
diese existiert, &nnen wir sie auch einfacher bestimmen: Die Funktion
z +— F(z, f(z)) ist gleich der Nullfunktion, und damit verschwindet
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natirlich inre Ableitung. Andererseits ist diese Ableitunghaler Ket-
tenregel gleich

F,(z, f(x)) + F,(z, f(z)) - f'(2),
also folgt
F,(z, f(z))
Fy(x, f(z))
Genauso kann nun auch die zweite Ableitung oberechnet wer-
den — falls sie existiert. WenA' und f zweimal stetig differenzierbar
sind, kdnnen wir F(z, f(z)) zweimal ableiten, was niatich immer
noch Null ist. Nach der Kettenregel ist aber die zweite Ableg von
F(z, f(z)) (der Ubersichtlichkeit halber jeweils ohne das Argument
(z, f(z)) geschrieben) gleich

0

oz Lot By F'@) + 5o (B4 By f1(0) - /(@)

=Fxm+Fya:'f/(x)-'-Fy'f”(x)-'-(ny+Fyy'f/(x))'f/(x)’
d.h.

f'@)= -

() = —Fiy (F,. +2F,, - () + F,, - /')

— 1 2 2 2
=73 (FmFy —2F, F.F, + Fnyx) :
Yy
Fur Extremwertbetrachtungen beiimplizit definierten Fumkén braucht
man, die zweite Ableitung vor allem in den Punkten, in deneredste

verschwindet; dort vereinfacht sich die Formel zu

1/ F;p;p x?f(x)
(@) =— ( )
F,(z, f(2))
Entsprechend lassen sich auch zunehmend kompliziertedewde

Formeln fir hohere Ableitungen herleiten, und wehvon mehr als
zwei Variablen ab&éngt auch solchdif partielle Ableitungen.

falls f'(x)=0.

84: Die Topologie deR"

Fur Funktionen einer V@nderlichen haben wir&ze wie den Zwi-
schenwertsatz, der uns im wesentlichen sagt, dal} jedgestainktion
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ein abgeschlossenes Intervall wieder auf ein abgescimesdatervall
abbildet, und auch den Satz vom Maximum, wonach eine stetig&-
tion auf einem abgeschlossenen Intervall sowohl ihr Infinalswauch ihr
Supremum annimmt. Funktionen mehrereraraterlicher haben kom-
pliziertere Definitionsbereiche als Intervalle; wir braea daher etwas
mehr Aufwand, um auch hier analogat&e zu formulieren.

a) Kompakte Mengen

Kompakte Teilmengen dé&" sollen im wesentlichen die Rolle spielen,
die abgeschlossene Intervallelinspielen. Wegen der teils sehr kom-
plizierten Gestalt der Definitionsbereiche unserer Fomdn kommen
wir zu ihrer Definition allerdings nudéber einen auf den ersten Blick
eher seltsamen Umweg.

Im Laufe sowohl derAnalysis lals auch deAnalysis Il war immer
wieder die Rede davon, dal3 gewisse Aussagen in glagrenUmge-
bung eines Punktes gelten; wie grol3 diese Umgebung ist, hat uns im
Einzelnen nicht weiter interessiert; wir forderten nu3dss irgendein

e > 0 geben solle, so dal3 allemit |z — y|| < € dazu gebren. Wenn
wir verschiedene Punkte betrachten, werden wir dabei eventugit f
jeden von diesen ein anderekaben.

Nehmen wir etwa an, wir haben iR die Punkter,, = % und dazu die
Umgebungert/,, = (3£, 5 ), d.h. also alle Punkte, deren Abstand von

2n’ 2n
z,, = = kleiner istals;- . Innerhalb jeder der Mengé#, soll irgendeine
fur uns interessante Aussage gelten; beispielsweise sotigsch sein,
eine Funktionf:R — R in jeder der Menget/,, durch eine deutlich
einfachere Funktioryf,:U, — R anzurahern, so daf der Fehler eine

gewisse Schranke nictiberschreitet.

Um die Funktion auf dem offenen Intervall,(Q) naherungsweise zu
berechnen, &nnen wir unsiir jeden Punkt: € (0, 1) eine MengdJ,,
wahlen, dier enthalt: Fir z € (0, 1) ist 1/x > 1, also liegt zwischen
1/x und 3/x mindestens eine gerade Zahl,2ind fur diese ist

1 3 1 3
—<2n< —, also — < r < —.
€T T n 2n

Wir kdnnen also immer mindestens eirfinden, fir dasz in U,, liegt,
und f(x) dann durchy,, (x) anrahern. r praktische Zwecke, zum Bei-
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spiel fur ein Computerprogramm, ist das vor allem daitzhch, wenn
wir mit endlich vielen Menger,, und damit auch mit endlich vielen
Naherungsfunktionefi, auskommen &nnen.

Das ist hier aber leider nicht @glich: In U,, liegen nur Zahlen, die
groRer sind als A2n. Wenn wir eine endliche Auswaldl,, ,...,U,

dieser Mengen betrachten mif < --- < n,, so entlalt also keine
dieser Mengen eine Zahl kleiner oder gleict2i, .

Hatten wir allerdings zwu#dzlich zu den Menge®/,, noch irgendeine
offene Mengéd/,, die die Null entlalt, so wirden endlich viele Mengen
ausreichen: Da die Null ein innerer Punkt vOp sein nul3te, gbe es
eind > 0, so dall/, das Intervall {9, ¢) enthielte, und damit iwrde es
ausreichen, nur das Interval], sowie die Intervalld/, mit n < 1/(26)
zu betrachten (oder sogar nur eine Auswahl davon).

Bei der praktischen Approximation von Funktioneirfie dieses Bei-
spiel zwar kaum eine Rolle spielen, aber es gibt eine Vi¢lxah
Situationen sowohl in der Analysis als auch der Geometrteaunderen
Gebieten, in denen es von entscheidender Bedeutung istyidafiit
endlich vielen der vorgegebenen Mengdrerdecken &nnen. Deshalb
ist die folgende Definition, sotkastlich sich bei der ersten Léke auch
erscheinen mag, in weiten Teilen der Mathematik von funddater
Bedeutung:

Definition: a) Ein Systemi( = {Ui \ i € 1} von offenen Teilmengen
U, € R™, wobei! eine beliebige Indexmenge bezeichnet, heifitne
Uberdeckungler TeilmengeX C R", wenn

xclu,

in der Vereinigungsmenge allér; liegt.

b) Ist J C I eine Teilmenge vord und liegtX bereits in der Vereini-
gung allerU; mit i € J, bezeichnen wifJ = {U;, ] i € J} als eine
Teiliberdeckungonl. Ist speziellJ eine endliche Menge, so sprechen
wir von einerendlichen Teilberdeckung.

c) Eine TeilmengeX C R™ heiRtkompaktwenn jede offenélberdek-
kungi von X eine endliche Teilberdeckung hat.
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Beginnen wir zur Veranschaulichung mit einigen Beispielen Uber-
deckungen||-|| soll dabei stets die &ELIDische Norm bezeichnen:

i1, bestehe aus allen offenen Kreisscheiben
U,={y eR" | |z —yll <1}

vom Radius eins um Punkte € R"; hier ist also die Menge | der

gesamteR". Offensichtlich istl; eine offeneUberdeckung sowohl

von R"™ als auch von jeder Teilmengg€ C R™. Zumindest als offene

Uberdeckung von garigz” hat sie keine endliche Téiberdeckung, denn

sonst @be es ja endlich viele Punkte, so dal} jeder beliebige Pafikt i

von mindestens einem dieser Punkielhstens den Abstand eingtte.
Damit ist klar, dalR™ nicht kompakt ist.

i, bestehe aus denselben Kreisscheibenjetzt aber nuriir Punk-
te z mit ganzzahligen Koordinaten, d.lh.€¢ J = Z". Firn < 3 st
dies ebenfalls eine offeridberdeckung voiR™, denn fir einen beliebi-
gen Punkty € R" erhalten wir einen Punkt € Z™ mit ganzzahligen
Koordinaten, indem wir einfach jede Koordinagevon y zur machst-
gelegenen ganzen Zahl runden. In jeder einzelnen Koorlisatder
Fehler lochstens gleich 2, insgesamt alsodthstens

was furn < 3 kleiner als eins ist. i n = 4 jedoch hat beispielsweise
der Punkt ¢, 3, 2, ) von jedem Punkt mit ganzzahligen Koordinaten
mindestens den Abstand eins, liegt also in keiner der MefigeBomit
haben wir nuriir n < 3 eineUberdeckung voiR™, die dann naitrlich

eine Teiliberdeckung vo#, ist.

$l; bestehe aus allen Intervallen der Fofgh, =) furn € N; hier ist
also die Indexmengé = N. Wie wir oben gesehen haben, i§f eine
offene Uberdeckung des offenen Intervalls, (@, die keine endliche
Teiluberdeckung hat; somit ist das offene IntervallIPnicht kompakt.

i, schlieBlich bestehe aus den offenen Kreisscheiben vomiRadiei
umdie Punktei( 1) mit; = 0,1, 2, 3, 4. Dies ist eine offengberdeckung
des Rechtecks

=[0,41x [0, 2] = {(z,9) €eR*|0< 2z <4 und 0< y < 2}.
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Teiluiberdeckungen sind zum Beispiel tlieerdeckung, aus den beiden
(roten) Kreisscheiben um die Punkte £} und (31), aber auch die
Uberdeckung aus den drei (blauen) Kreisscheiben um)(@2 1) und

(4,2).
""'

Die obigen Beispiele haben uns gezeigt, &&fiind das offene Intervall
(0, 1) nicht kompakt sind; @ir Beispiele kompakter Mengen reicht es
natirlich nicht aus, nur speziell&lberdeckungen zu betrachten; hier
missen wir zeigen, dajgde irgendwie gegebenglberdeckung eine
endliche Teiliberdeckung hat.

Wie eingangs erahnt, sollen kompakte Mengen i®" ahnliche Ei-
genschaften haben wie abgeschlossene Intervalke imenn dies mit
obiger Definition der Fall ist, sollten insbesondere allgegthlossenen
Intervalle kompakt sind. Wir beweisen gleich etwas mehr:

Lemma: Jeder Quader

Q:[a’17 bl] X X [a’n7 n]

={(zq,...,2,) €R" ‘ a; <z; <b; furallei=1,...,n}

in R™ ist kompakt.
Beweis:Wir nehmen an, es gebe eitlberdeckundl = {U; | i € I}
von (), die keineendliche Teiliberdeckung habe, und wollen daraus
einen Widerspruch herleiten, indem wir eine Art mehrdinemsle
Intervallschachtelung konstruieren. Startpunkt ist deiad@r(, den
wir zu diesem Zweck al®® = [a{", b{V] x - - - x [a!Y, b®)] schreiben.
Nach Voraussetzung kann er nicht durch endllch viele Mergerustl
uberdeckt werden.
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Um aus einem Quade&®*) dessen Nachfolgep**? zu konstruieren,
teilen wir jedes der Intervalleaf”, 5] bei seinem Mittelpunkt Mit-
telpunkt ) = 3(al" +b{") in die beiden Halbintervalleaf”, !
und [, 5. Damit konnen wir den QuadeR®) in 2" Teilquader
zerlegen, die sich jeweils als Produkte versolchen Teilintervallen
darstellen lassen.

WennQ™® nicht durch endlich viele der Mengen auiiberdeckt werden
kann, muf3 @ir mindestens einen dieset Zeilquader dasselbe gelten:
Da die Vereinigung aller Teilquader glei€h” ist, hatten wir sonst auch
eine endliche Teilberdeckung vo)*). Einen solchen Quadef)jfden
es keine endliche Teiberdeckung gibt, bezeichnen wir &§**Y und
zerteilen ihn weiter.

Q=Q(1)DQ(2)DQ(3)D o> ..
Damit haben wir eine Folge von Quadept® > Q@ > Q® > ...,
von denen keiner durch endlich viele déy uberdeckt werden kann.
In denn Koordinaten haben wir jeweils eine entsprechende Folge von
Intervallen

1 1 2 2 3 3
[a{Y, 5] 5 [, 6 5 [P, 6] o -

von denen jedes die halbéhge hat wie sein Voamger. Damit geht
die Langeb!™ — a{” fur & — oo gegen Null, die obige Folge von
Intervallen ist also eine Intervallschachtelung und definsomit eine

reelle Zahlz;.

Wir betrachten den Punkt(, ...,z ) € R™. Nach Konstruktion liegt
er in jedem der Quadep®, insbesondere also i} selbst. Day in der
Vereinigung der Menge#; liegt, mul3 es daher einc I geben, so dal3
x in U, liegt.
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Da U, eine offene Menge ist, gibt es elr> 0, so dal® mit: auch jedes
y € R" mit ||y — z|| < ¢ in U, liegt. Damit nissen aber auch ab einem
gewisserk, alle Q®) mit k > k, in U, liegen: Der Ausgangsquadef’)
hat den Durchmesser

d=+/(by— a2+ + (b, —a,)?,
und da alle Kanten vo®**Y) genau halb so lang sind wie die ent-
sprechenden Kanten vap®), ist auch der Durchmesser nur halb so
lang, d.h. der Durchmesser vait® ist d/2~1, und das ist ab einem
gewisserk, kleiner alsy. Somit hat €ir k > k, jeder vonQ™ hochstens
den Abstandi/2"~! von z, also einen kleineren Abstand alsDies
wiederum bedeutet, dai* in U, liegt, im Widerspruch zur Annahme,
darRQ™ nicht durch endlich viele der Mengen aisiberdeckt werden
kann. Damit ist das Lemma bewiesen.

Wenn Quader die einzigen kompakten TeilmengenRbnvaren, fatte
sich der Aufwandiir die Definition einen so komplizierten Begriffs nicht
gelohnt. Das folgende Lemma liefert uns zusammen mit deradger
bewiesenen eineiile von weiteren Beispielen, die insbesondere auch
krummlinig begrenzt seindnnen:

Lemma: Istdie abgeschlossene Menge— R" Teilmenge einer kom-
pakten Mengd< C R", ist auchZ kompakt.

Beweis:{l = {U, | i € I} sei eine offendJberdeckung der Meng&.
Wegen der Abgeschlossenheit vénst V' = R" \ Z offen; nehmen wir
V noch mit dazu, erhalten wir eine offettberdeckungs = 4 U {V'}
von K, denn jeder Punkt aus \ Z liegt erstrechtin/ =R" \ Z, und
jeder Punkt aug’ liegt in mindestens einer der Mengéh.

Da K kompakt ist, ha®J eine endliche Teilberdeckung (voi). Wenn
diese Teililberdeckung ohne die Menffeauskommt, ist sie gleichzeitig
eine endliche Teilberdeckung voril fir die MengeZ. Andernfalls
betrachten wir die Teilberdeckungphnedie MengeV'. Das ist dann
eine endliche Teilmenge vah und es ist auch eine offefberdeckung
von Z, denn jeder Punkt vo@ C K mulf3 in einer der offenen Mengen
aus der Teilberdeckung liegen, und er liegt sicher nichtvire R™ \ Z.
Somit hatil eine endliche Teilberdeckung vowr.
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Damit kennen wir im wesentlichen bereits alle kompaktemniengen
vonRR":

Definition: Eine TeilmengeX C R" heil3tbeschankt, wenn es ein
M € R gibt, so dafl|z|| < M istfurallex € X.

Da die beiden Normeaquivalent sind, ist es hierbei unwesentlich, ob
wir mit der BukLID ischen Norm oder der Maximumsnorm arbeiten.

Satz von Heine-Borel: Eine TeilmengeX C R™ ist genau dann kom-
pakt, wenn sie abgeschlossen und besckirist.

I§eweis:Sei zurachstX C R™ kompakt. Wir betrachten die offene
Uberdeckung vorX aus den Mengen

U,={yeR" | ly —z|| < 1}.

Wegen der Kompaktheit von hat sie eine endliche Téiberdeckung;
diese bestehe aus den Mendén, ..., U, . Nach der Dreiecksunglei-
chung ist

Iyl < Nl + My — 2l < lal[ + 1 faralley € U, ;

bezeichnefk die gid3te unter den endlich vielen Normga, ||, ist also

ly|| < R+ 1furalley € X. SomitistX beschankt.

Um zu sehen, daly auch abgeschlossen ist, zeigen wir, dal3 das Kom-
plementR™ \ X offenist. Dazu set € R" \ X ein beliebiger Punkt aus
diesem Komplement; wir iissen zeigen, dal} es ein> 0 gibt, so daf}

{y e R" | |ly — z|| < €} ganz inR"™ \ X liegt.

Die offenen Mengen
Uy ={y eR" | [z —y| > 1/k}

UberdeckeR™ \ {z}, denn fir jeden Punky # z gibt es eink € N,

so dal3 die Norm vom — z grof3er ist als 1k. Damit Uberdecken Sie
insbesondere auch, und wegen der Kompaktheit vak reicht dazu
bereits eine endliche Té@berdeckung bestehend aus gewissen Mengen
U, -, Uy . IStk der gi3te unter dem Indizes, ist die Vereinigung
dieser Mengen gleict, , d.h.X C U, . Damit hat jeder Punkt aus
vonz einen gbReren Abstand alg'k,., wir konnen alse = 1/k, setzen.
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Umgekehrt sei die Teilmeng® C R"™ abgeschlossen und beséhkt.
Wegen der Beschnktheit gibt es einen Quad@r, derX enthalt. Dieser
Quader ist nach dem ersten der obigen Lemmata kompakt, wid na
dem zweiten gilt dasselbé@ifjede darin enthaltene abgeschlossene Teil-
menge. Somit isK’ kompakt.

HEINRICH EDUARD HEINE (1821-1881) wurde in Berlin

als achtes der neun Kinder eines Bankiers geboren. Ab
1838 studierte er zwachst an der Universit Berlin,
wechselte aber schon nach zum zweiten Semester nach
Gottingen, wo er unter anderem Vorlesungen vewss

uber Zahlentheoriedrte. Drei Semester aper kehrte

er nach Berlin zuick, wo er 1842 promovierte. Nach
einem kurzen Aufenthalt an der UnivegiKonigsberg
habilitierte er sich 1844 an der UniveiiBonn, wo er
zurachst als Privatdozent, dann als aul3erpkBiger

N M Professor lehrte. 1856 bekam er einen Lehrstuhl an der
Universit&t Halle, den er bis zu seinem Tod innehatte. Seine Arbeéasben sich unter
anderem mit partiellen Differentialgleichungen, Kettanthen und elliptischen Funktio-
nen; auch der Begriff der gleictiafligen Stetigkeit geht auf ihn Ziak.

FELIX EDOUARD JUSTIN EMILE BOREL (1871-1956),
kurz BvILE BOREL, wurde im franbsischen Saint Af-
frique nahe der Pyré&®n als Sohn eines protestanti-
schen Pfarrers geboren. Mit elf Jahren verliel3 er Saint
Affriqgue, um zurachst in Montauben, dann in Paris wei-
terfuhrende Schulen zu besuchen. Er legte sowohl die
Aufnahmepiifung zur Ecole Polytechnique als auch die
zur Ecole Normale als Bester seines Jahrgangs ab und
entschied sich dann zum Studium an der Ecole Nor-
male, wo er 1893 promovierte. Danach arbeitete er als
Maitre de Conérence zuachst an der Universit Lille,
dann an der Ecole Normale. Nach einigen weiteren
Positionen unter anderem am Gk de France erhielt er 1909 einen Lehrstuhl an der Sor-
bonne. Trotz vielltiger politischer Aktiviten unter anderen als Marineminister von 1925
bis 1940 behielt er diesen Lehrstuhl bis zu seiner Verhgfilgd1 wegen seines Kampfs

in der Resistance. Nach dem Krieg war er unter anderésid®nt des Wissenschaftsrats
der UNESCO. Er publizierte rund zwanzig Lehdher und zahlreiche Arbeiten aus so
unterschiedlichen Gebieten wie der reellen und komplexealysis, der Differential-
gleichungen, der Arithmetik, der Numerik, Maf3theorie, Végheinlichkeitstheorie und
Spieltheorie.

Damit haben wir einen vollandigeriJberblickiiber die kompakten Teil-
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mengen vorR"™. Nach diesem Satz wird sich sicherlich mancher Leser
fragen, warum man kompakte Mengen nicht einfach als abigessdne
und beschankte Mengerdefiniert; das ware auf jeden Fall einfacher,
als die Definition mit endlichen Teiberdeckungen. Taishlich gibt es
Lehrkicher der Analysis, in denen so eine Definition zu finden ist.

In der Mathematik spielt der Begriff der Kompaktheit allexgs eine
sehr grofR3e Rolle nicht nutif Teilmengen de®"™, sondern auchtir

viel allgemeinere Bume. Dort ist der Satz vongtNe-BOREL im allge-
meinen falsch; teilweisél3t sich sogar nicht einmal definieren, was eine
beschankte Teilmenge sein soll. Iibrigen lassen sicblberdeckun-
gen ohnehin nicht vermeideryrfdie meisten Anwendungen kompakter
Mengen niissen wir mit dieser Definition arbeiten. Ein Beispielidaf
ist die fur uns wichtigste Anwendung kompakter Mengen, die Existenz
von Maxima und Minima; diese beruht auf dem folgenden

Lemma: f:D — R™ sei eine stetige Abbildung aud C R"™, und
X C D sei kompakt. Dann ist aucf(X) C R™ kompakt.

Beweis:il = {U, | i € I} sei eine offenéJberdeckung vorf(X). Da f
eine stetige Abbildung ist, sind dann auch die Urbilder

fTHU)={z e D| f(x) e U;}

offen, und nairlich bilden sie einé&/berdeckung vorX . DieseUberdeck-
ung hat wegen der Kompaktheit voXi eine endliche Teilberdeck-
ung{f X(U,), ..., f (U, ). Damitiberdecke, ,...,U, die Men-
ge f(X), die vorgegebengberdeckung hat also eine endliche Tibir-

deckung.
|

Lemma: f: D — R sei eine stetige Abbildung aub C R", und
X C D sei kompakt. Dann nimmf sowohl ihr Maximum als auch ihr
Minimum an; es gibt also Elemente, undz,, ausX, so dal3 dr alle

x e X qgilt: f(z,,) < f(x) < f(xy)

Beweis:Nach dem vorigen Lemma igi(X) eine kompakte Teilmenge
von R, also insbesondere besahkt Somit existieren sowohl das Infi-

mumm als auch das Supremuid von f(X). Wir missen zeigen, dal3
sie in f(X) liegen.
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Falls einer dieser beiden Punkte nicht in der abgeschlessktenge
f(X) lage, nufdte er in ihrem offenen KomplemeRt\ f(X) liegen
und hatte damit eine-Umgebung, die ganz iR \ f(X) lage. Im Falle
des Supremums iivde dies bedeuten, daf3 beispielsweise auch 3
eine obere Schranke vgit.X) ware, im Widerspruch zur Definition des
Supremums alkleinsteroberer Schranke; im Falle des Infimumane
entsprechend + 5 eine untere Schranke.

Daher niissenm und M in f(X) liegen, es gibt also Elemente,
undz,, in X, so dal¥f(z,,) = mund f(x,,) = M ist.

Als Beispiel fur die Nutzlichkeit dieses Lemmas wollen wir die relativen
Maxima und Minima der Funktiorf(z, y) = co$ z + cos y unter der
Nebenbedingung? + y? < 1 bestimmen.

Der Gradient vonf ist V f(z,y) = (:g 2?\5 ggz;?

nenten verschwinden genau dann, wenn entweder der Sinuslede
Kosinus verschwindet, wenn alsoundy halbzahlige Vielfache von

sind. Da7 grol3er ist als eins, kommt unter der angegebenen Nebenbe-
dingung hieréir nur der Nullpunktin Frage. Dort g0, 0) = 2in der Tat

ein (absolutes) Maximum der Funktion, denn der Kosinus kargends
grol3er als eins werden.

; beide Kompo-

Bleiben die Extrema auf dem Ranér, y) = z° + 4> — 1 = 0. Da der
GradientVg = (Z) von g dort nirgends verschwindet, mufR &g fedes
solche Extremum ein geben mitV f(x, y) = AVg(z, y), also konkret

sinxcosr = —Axr und sinycosy = —\y.

Setzen wirz = 0 odery = 0, ist jeweils eine der beiden Gleichungen
erfullt. Wegen der Nebenbedingung mul die jeweils andere Koord
nate Betrag eins haben, undbestimmt sich aus der jeweils anderen
Gleichung. Wir haben somit vier Kandidaten {), (0, —1) (1, 0) und
(—1,0). In allen vier Punkten ist

f(z,y) =cog0+cogl=1+codl.

Falls weder: nochy verschwinden, &nnen wir dividieren und erhalten
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die deutlich unangenehmeren Gleichungen
= sinz cosz _ siny cosy
x y '
Um diese etwas zu vereinfachen, beachten wir, dal3 nacbrReilt
Sin oSy = piT _ i | PREFPESES _ p2iw _  —2iw _ sin 2¢

2i 2 4i 2
wir haben also die etwas einfachere Gleichung
= sin 2¢ _ sin 2y
2r 2y

Wir wollen unsiiberlegen, dal3 hier = +y sein muf3. Dazu fssen wir
die Funktionh(t) = sin(t)/t genauer untersuchen. D&—t) = h(t) ist,
gernigt es zu zeigen, dadfxs = y sein mul3, falls, y > 0. Wir wissen
bereits, daR nacbe 'HOPITAL der Grenzwertiirt — 0 gleich eins ist,
und wollen undiberlegen, dal3 die FunktiodrfO < ¢ < 7w monoton
fallt. Das ist genau dann der Fall, wenn ihre Ableitung
t cost — sint

t2
dort nirgends positiv wird. Das Vorzeichen dieser Ablegfust das ihres
Zahlers. Dieser verschwindet an der Stelle0; da seine Ableitung

R'(t) =

(t cost — sint)’ = cost — tsint — cost = —tsint

fur 0 < t < 7 negativ ist, &llt er im Intervall (Q ) monoton, ist dort
also negativ. Somit ist dort monoton fallend; da wir nur- undy-Werte
vom Betrag bchstens eins betrachten, ist alg@x) = h(2y) nur dann
moglich, wenny = £z ist. Eingesetzt in die Nebenbedinguridnft das
auf die Gleichung
V2 V2

:c—:|:7 und y—:I:T,
wir haben also wieder vier Kandidaten, und in allen vierebdmawir
denselben Funktionswert

f (i?,i?) = 200§§2.

Wir missen noch entscheiden, wo Maxima und wo Minima ange-
nommen werden. Da die Kreislinie offensichtlich abgessdém und
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beschankt ist, ist sie kompakt, wir wissen also, dAdort sowohl sein
Maximum als auch sein Minimum annimmt. Daund g differenzier-
bar sind, muf3 dies bei einem (oder mehreren) unserer acliidaen
passieren. Die Funktionswerte dort sind

2
1+co€1~ 129192658 und 2 065—\2_ ~ 1,15594369 ;

daher wird in den Punktent(l, 0) und (Q +£1) das Maximum (auf dem
Rand) angenommen und in den Punkteﬂé(?, i%) das Minimum.

Das absolute Maximum auf der gesamten Kreisscheibe istyivgehon
wissen, die im Nullpunkt angenommene Zwei; das absolutenvim

existiert wegen der Kompaktheit der Kreisscheibe ebeniaid muf
damit in den Punktenﬁf ,t f) angenommen werden.

Puristen, die ohne numerisché&erungswerte auskommeroahten, Kknnen nairlich
auch ohne Taschenrechner oder Computer entscheiden ewvekehbeiden Werte gRer
ist; allerdings muf3 man dazu etwas tricksen. Einighthkeit ware etwa die folgende:

Dam zwischen drei und vier liegt, ist

T <1< T :>cos7T > cosl> cos7T = V2 > cosl>
4 3 4 3 2 2’

also & < 1+cog1 < 13. (Zur Erinnerung:Z entspricht 45 und % ist im Winkel-
malfd 60.)

% liegt in der Nahe von7, also sollte co%2 ungethr bei cosy = f liegen, d.h.
2 cog % ~ 2 <ﬁ> 1

2
sollte kleiner sein als 1 + c4. Nach der AvLOR-Reihe
:EZ $4 $6
cosr=1— —+—— —+
21 41 6!

1 1 1
+ — +
2.21 22.41 28.¢!
Da der Betrag der Summanden monoton fallend ist, mul3 jeder®ans einem negativen
und dem darauffolgenden positiven Summanden negativddin,
V2 1 1 _4.24-24+1_73
cos— <1—- -+ .
2 4 4.24 4.24 96

Um zu sehen, daR -Zos %2 < 1+ co#1ist, reicht es somit, wenn wir zeigen, daR

73\ 5
(%) <5
ist. Diese Behauptung igiquivalent zu 8 73?2 < 5- 962 oder 2. 73 < 5. 48 oder
10658< 11520, also richtig — ganz idbereinstimmung mit den numerischen Resultaten.

) ) 2
des Kosinus ist cos\g—_ =1-
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Mit dem Lemma, wonach eine stetige Funktion auf einer kortgrak
Menge sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum annimménkien
wir auch eine am Ende vof2b) aufgestellte und seither mehrfach
wiederholte Behauptung beweisen:

Lemma: Alle Normen aufR" sindaquivalent.

Beweis:Es geriigt zu zeigem, dal3 jede Norf|| aquivalent ist zur
Maximumsnorm|-||__. Die eine Richtung ist einfach: Sind

1 0 0
0 1 0
61 - y 62 - . 5 ,en =
0 0 1
die KoordinateneinheitsvektoreniRi’, so konnen wirz = (z4, ..., z,,)
schreiben alg = x,e, +- - - + x,,¢,,; nach der Dreiecksungleichung und

der sonstigen Eigenschaften einer Norm ist

n n n n
inei < Z |2;€;] = Z ;| lle;]] < [zl Z e
i=1 i=1 =1

=1
denn||z|| . ist ja das Maximum der Beige derr,. Die Summe der
Normen der Einheitsvektoren ist eine positive Konstanaenitl haben
wir gezeigt, dal’ es eine solche Konstanggt mit der Eigenschaft, dal
|z|| < clz||, furallez € R".

el =

Fur die andere Abs@izungiberlegen wir uns zuchst, dald jede Norm
eine stetige Funktion vaR"™ nachR ist. Der Begriff der Stetigkeit@ngt

ab von einer Norm; wie stets in bisherigen Verlauf der Vartesarbeiten
wir mitder Maximumsnorm (oder der daaguivalenten BEKLID ischen).
Auf R ist das einfach der Betrag; wirimsen also zeigen, dal} es zu
jedeme > 0 eind > 0 gibt, so daliir zwei Punkter,y € R™ mit

lo =yl < dgit: [l = [yl <e.

Nach der Dreiecksungleichung ist
|zl = [ly + (@ =yl < [yl + [z —y[ und

lyll = [z + @y — 2)|| < ||z]| +|ly — 2|
also sind|z|| —||y|| und||y|| — ||=|| beide kleiner al§x — y|| = ||y — x|,
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und damit ist
ezl = llylll < llz =yl <cllr -yl

Setzen wir dahef = ¢ /¢, soist|||z|| — ||y||| < e fur allex,y € R™ mit
|z —y||,, <. Damitist die Stetigkeit der Norrj-|| bewiesen.

Nun betrachten wir den Wffel
W={zeR" | o], =1},

Er ist offensichtlich abgeschlossen und be&aakt, nach dem Satz von
HEINE-BOREL also kompakt.

Als stetige Funktion nimmt die Norm ali¥ sowohl ein Minimum als
auch ein Maximum an; es gibt daher Konstantgrund c,, so daf3
c1 < ||z|| < ¢, furallex € W. Beide Konstanten sind positiv, defia||
verschwindet nuriir z = 0, und dieser Punkt liegt nicht i .

Ein beliebigesc # 0 kdnnen wir schreiben als

= ol - 7
T =2 ,
1] o
wobei der zweite Faktor ifil liegt. Seine Norm
=l o) = 121
1] o lele N Tl H ] o

liegt zwischert:1 undc,, also ist

C1 >
HxH

Damit ist dieAquivalenz der beiden Normen bewiesen.

<c, oder ¢ |z <|z|| <ol

Als weitere Anwendung kompakter Mengen wollen wir die ghenal3ige

Stetigkeit, die wir @ir Funktionen einer VVé@nderlichen in Kapitel 4 zur
Konstruktion des BEMANN-Integrals beiitigten, auch iir Funktionen

mehrerer Veiinderlicher eiriihren:

Definition: Eine Abbildungf: D — R" auf einer Teilmengé® C R"
heil3tgleichnafig stetigauf der TeilmengeX C D, wenn es zu jedem
e > 0eind > 0 gibt, so dal’ gilt: Br alle Punktez,y € X mit

[z —yll <dist|f(z) — W)l <e.
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Im Eindimensionalen konnten wir zeigen, dafl3 jede stetigifan auf
abgeschlossenen Teilintervallen ihres Definitionsbasegleichnallig
stetig ist; hier gilt entsprechend

Lemma: Eine stetige Abbildung: D — R™ aufD C R" ist auf jeder
kompakten Teilmeng& C D gleichmalig stetig.

Beweis:Da f auf D stetig ist, gibt es zu jedem > 0 und zu jedenmx
ausD ein§ > 0, so daB gilt]| f(y) — f(z)| < e, falls ||y — z|| < 4.
Dieses) hangt sowohl vor als auch vorx: ab. Wir miissen zeigen, daf3
wir zumindest @ir diex € K ein gemeinsamesfinden kdnnen.

Dazu halten wire fest und und \&hlen zu jedemx € K eing, > O,
so dal gilt: Er ||y — z|| < §, ist]||fy) — f(z)]] < %5. Offensichtlich
bilden die Mengen

U, ={yeR" | |y —=| < 33,}
eine offeneUberdeckung vonk’; da K kompakt ist, gibt es eine
Teiluberdeckung durch endlich viele Mengén ,...,U, . Wir be-
zeichnen die kleinste unter derZahIen%chj mit J.

Damit liegt jedesr € K in mindestens einer der Mengén . Fur ein
y € Kmit|ly — x| <dist

ly =l <y — ol +||o — o, < 6+ 35, <5,
nach Definition vord, - folgt daher

| = @l <5 und [|f@) - f@)]| < 5.

das heil3t)| f(y) — f(x)|| < e. Dies zeigt die gleichiige Stetigkeit
von f auf K. .

b) Zusammenhangende Mengen

Die kompakten Mengen in letzten Abschnitt sollten eine Aetral-
gemeinerung abgeschlossener Intervalle sein, und zustinges die
Existenz von Maxima und Minima stetiger Funktionen betritisten
sie auch das, was wir von ihnen erwarteten.

Umgekehrt ist aber nicht jede kompakte Teilmenge #oerin abge-
schlossenes Intervall: Die Vereinigung4, —2] U [2, 4] ist sicherlich
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abgeschlossen und bes&hkt, also kompakt. Natlich konnen wir nicht
erwarten, daf3iir Funktionen auf einer solchen Menge der Zwischen-
wertsatz gilt. Um auch diesen aufs Mehrdimensionale zullgeraei-
nern, brauchen wir einen neuen Begriff, der etwas mit deryalleigen-
schaft zu tun haben sollte.

Dafiir gibt es mehrere Biglichkeiten: Ein Intervall entldt zu zwei
Punktenz, y stets auch deren Verbindungsstrecke; diese Eigenschaft
konnten wir auch im Mehrdimensionalen fordern. Etwas allgiewr
konnten wir aber statt einer geradlinigen Verbindung eimfiagend-

eine Verbindungskurve zwischen je zwei Punkten fordern. S@htéa
konnten wir auch ganz auf Verbindungskurven verzichten tattbessen
eine andere Eigenschaft des obigen Gegenbeispiels aaanDie Ver-
einigung 4, —2] U [2, 4] ist enthalten in der Vereinigung der beiden
offenen Intervalle £5, —1) und (1 5), und diese offenen Intervalle
haben leeren Durchschnitt.

Alle drei Ansatze sind dtzlich und haben deshalb eigene Namen:

Definition: a) Eine TeilmengeX C R" heil3tkonvex,wenn fr alle
x,y € X auch deren Verbindungsstrecke ganZXiriegt.

b) X heiRtwegzusammeingendwenn esfir allex, y € X eine ganz
in X liegende Kurve gibt, die diese Punkte verbindet, d.h. eiatge
Abbildung v: D — R™ auf einer TeilmengeD C R mit v(0) = =,

v(1) =y undy ([0, 1]) € X.

c) X heil3tzusammerdngendwenn gilt: SindU, V' C R" zwei offene
Mengen mit leerem Durchschnitt und lie§tin der Vereinigund/ UV,

so liegt X ganz in einer der beiden Mengen.

\Von diesen drei Forderungen ist die Konvaxitie sarkste, der Zusam-
menhang die schachste. Genauer gilt:

Lemma: a)Jede konvexe Teilmeng€ C R" ist auch wegzusammen-
hangend.

b) Jede wegzusammeahgende Teilmeng C R™ ist auch zusam-
mentangend.

Beweis: a)ist klar: Wenn fir je zwei Punkter,y € X deren Verbin-
dungsstreck¢(1—t)z+ty | 0 < ¢ < 1} in X liegt, konnen wir einfach
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diese Strecke als Verbindungskurve nehmen, d.h. wir dedinie

. R — R"
v t—Q—tr+ty

Dann isty(0) = x, v(1) =y, und fur allet € [0, 1] liegt y(¢) in X.

b) Die wegzusammer@mgende Teilmeng& C R" sei enthalten in der
Vereinigung der beiden offenen MengéhV C R" mit U NV = 0.
Falls X selbst die leere Menge ist, liegt sowohl inU als auch inV/,
und wir sind fertig. Andernfalls gibt es mindestens einenl®u € X.
Dieser muf3 entweder fri oder inV liegen; indem wir gegebenefalls die
Bezeichnungen vertauschergrinen wir annehmen, daf3in U liegt.
Wir miissen zeigen, dald dann auch alle anderen PunkteX in U
liegen.

Nach Voraussetzung gibt es eine Kurygdie = und y miteinander
verbindet. Wir wollen ungiberlegen, dald diese ganzlinliegen muf3.
Dazu betrachten wir

s =sup{u € [0,1] | v(t) € U furallet € [0,u)} .

Falls s < 1 ware, lonnte y(s) nicht in U liegen, denn wegen der
Stetigkeit vorry ist v~}(U) eine offene Menge, eréiit also zu jedem
ihrer Punkte auch eine offene Umgeburngonnte aber auch nicht i
liegen, denn auch (V) ist offen, und @rr alle 0< ¢ < s liegt ¢ in
Y1), also, da/ NV = B, nicht iny~(V). Das ist ein Widerspruch,
dennX C U UV, so daf3y(s) in einer der beiden Mengen liegen muf3.

Somitists = 1 undy = (1) € U, denn hgev(1) in V, gabe es auch
eine Umgebung der Eins, so daf¥) fur allet aus dieser Umgebung
in V' lage. Day ein beliebiger Punkt au¥ war, liegt ganzX in U und
ist daher zusammeahgend. .
Damit folgt beispielsweise, daR™ fir jedesn sowohl wegzusam-
menltangend als auch zusamma@nigend ist, denn niatlich istR"™ kon-
vex: Wir kobnnen zwei beliebige Punkte aid§ stets durch eine Strecke
miteinander verbinden. Damit folgt beispielsweise

Lemma: Ist X C R"™ sowohl offen als auch abgeschlossen, so ist
entwederX = R" oderX = 0.
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Beweis:Ist X sowohl offen als auch abgeschlossen, ist aREh\ X
offen und hat naitrlich leeren Durchschnitt mi. Die Vereinigung
dieser beiden offenen Mengen ist gaiz, und da dies eine zusam-
mentangende Menge ist, liegt entweder gaizin X, d.h. X = R",
oder aber ganR" liegt in R™ \ X, was nur @ir X = () moglich ist.

Die beiden Aussagen des vorigen Lemmas lassen sich nicreghnerk,
es gibt also wegzusammeinigende Mengen, die nicht konvex sind, und
zusammenéingende, aber nicht wegzusammémipende Mengen.

Als erstes Beispiel betrachten wir die Menge
X = {(z,y) € R? ’ 2| < 1oder|y| <1}.

Sie ist nicht konvex, denn die Verbindungsstrecke der Imeflenkte
(0,4) und (4 0) ausX enthalt beispielsweise den Punkt @), der nicht

in X liegt. Sie ist aber wegzusammeirtyend, denniir jeden Punkt
(r,y) € X liegt dessen Verbindungsstrecke zum Nullpunk&inund
fur zwei Punkte auX konnen wir die beiden Verbindungsstrecken zum
Nullpunkt aneinandersetzen zu einer Verbindungskurve.

AN

e

Beispiele zusammedngender, aber nicht wegzusamméamijender
Mengen sind schwerer zu finden; am pdapsten ist die Menge

X = {(x,sin%) € R? ‘ x > O}U {(O,y) ’ ly| < 1}

bestehend aus einer Sinuslinie mit fr — 0 immer kleiner werden-
dem Abstand zwischen aufeinanderfolgenden Bergen e und
dem Intervall auf deg-Achse, dem sich diese Sinuslinie immer mehr
anrahert.
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Diese Menge ist nicht wegzusammamigend; beispielsweise lassen
sich die beiden Punkte;l;( 0) und (Q1) ausX nicht durch eine Kurve
miteinander verbinden: &be es amlich eine Kurvey mit v(0) = (%, 0)
und~(1) = (0, 1), so ldonnten wir die Menge allex € [0, 1] betrachten,
fur diev(t) im Intervall 0 < t < w uUberall positiver-Koordinate hat;
ihr Supremum ses. Wegemny(1) = (0, 1) wares < 1; aul3erdem fin3te
die z-Koordinate vony(s) verschwinden, dennave sie positiv, &nnte
es nicht in jeder beliebig kleinen Umgebung ve(s) Punkte mitz-
Koordinate Null geben. Da sii;l in jedem Intervall (Q¢) alle Werte
zwischen—1 und 1 annimmt, mitev(s) wegen der Stetigkeit von
in jeder beliebig kleinen Umgebung Punkte mit allgfiKoordinaten
zwischen—1 und 1 haben, was riatich nicht nbglich ist. Somit istX
nicht wegzusammerdmgend.

Die beiden Teilmengen
X, ={(z,sinl) eR*|z >0} und X,={(0y) |yl <1}

sind natirlich wegzusammer@mgend und damit erst recht zusam-
mentangend. Wenn es zwei offene Meng€nV' mit leerem Durch-
schnitt gibe, so dal’X C U U V weder inU noch inV liegt, mif3te
daherX; in U und X, in V' liegen oder umgekehrt. Das ist aber nicht
moglich, denn in jeder offenen Menge, die, enthalt, gibt es auch
Punkte aus;. Daher istX zusammen&ngend.

Der grol3e Aufwand, den wirif dieses Beispiel treiben muf3ten, legt
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die Vermutung nahe, dal3 zusamméa&ngjende Mengen in vielerallen
auch wegzusammeahgend sind. In der Tat gilt etwa

Lemma: Eine offene TeilmengeX C R" ist genau dann zusam-
menltangend, wenn sie wegzusammangend ist.

Beweis: Wir wissen bereits, dafede wegzusammerdngende Men-
ge zusammeré@ngend ist; zu zeigen bleibt, dal3 jede offene zusam-
mentangende Meng& auch wegzusammeahgend ist. Er die leere
Menge gibt es nichts zu beweisen; sei al§o7 (). Wir wahlen einen
festen Punkt € X und betrachten die Mendéallery € X, die durch
eine Kurve mitz verbunden werdendanen, sowie die Meng¥ aller
jenery € X, fur die das nicht der Fall ist. Beides sind offene Men-
gen: Wegen der Offenheit val gibt es ramlich zu jedemy € X ein

e > 0, so dal? auch alle € R™ mit ||z — y|| < £ in X liegen. Wenn
wir dabei die BE)KLIDische Norm verwenden, liegen diese Punkie
einern-dimensionalen Kugel um mit Radiuse und lassen sich daher
alle durch eine Strecke, die ganz innerhalb der Kugel unditdaumh
innerhalb vonX liegt, mit dem Mittelpunkty verbinden.

Falls sich der Mittelpunkt durch eine Kurve mitrerbindenal3t, konnen
wir diese Kurve daher um eine Strecke @mgern, um auch jeden
Punktz aus der Kugel mitc zu verbinden, so dal} die gesamte Kugel
in U liegt. Falls es umgekehrt innerhalb vankeine Verbindungskurve
von z nachy gibt, kann es auchif kein z aus der Kugel eine solche
Kurve geben, denn sonsbknten wir diese um die Verbindungsstrecke
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von z nachy verlangern zu einer Verbindungskurve zwischeumndy.

Damit sindU und V' offene Mengen; ihr Durchschnitt ist leer und ihre
Vereinigung gleichX. Da wir X als zusammerdngend vorausgesetzt
haben, mufd ganX in einer der beiden Mengen liegen, undxda U
liegt, ist das die Mengé/. Dies zeigt, dal3 sich jeder Punkte X
durch eine ganz iX verlaufende Kurve mit verbinden&f3t; X ist also

wegzusammerdngend. .

Im Eindimensionalen ist die Situation noch einfacher; ewralten wir
bei allen drei oben definierten Begriffen einfach die Inédle; zu denen
wir, wie Ublich, auch die unbescamkten Intervalle und die leere Menge
rechnen:

Lemma: Fur eine Teilmenge& C R sind die folgenden vier Aussagen
aquivalent:

a) X ist ein Intervall.

b) X ist konvex.

c) X ist wegzusammer@mgend.

d) X ist zusammendngend.

Beweis:Um dieAquivalenz dieser vier Aussagen zu zeigefissen wir
nicht alle 4- 3 = 12 Implikationen einzeln nachweisen; es reicht, wenn
wir in einem sogenannteRingschlultlie Folgerungen

a)=Dhb)=1c)=d)=a)

zeigen. Die ersten drei unter diesen sind offensichbmlwurden oben
schon allgemein gezeigt; wirklich beweisenissen wir daher nur, daf3
jede zusammerd@ngende Teilmeng& C R ein Intervall ist. Da wir die
leere Mengeoer definitionenals Intervall betrachten,danen wir dazu
annehmen, daX nicht leer ist.

Falls X nach oben bescanktist, hatX ein Supremum € R; wir wollen
uns als erste§berlegen, daX dann fir jedes: € X das Intervall , b)
entralt: Gabe es amlich einc € [z, b), das nichtinX lage, sodgeX in
der Vereinigung der beiden offenen Mendérs {xr € R | x < ¢} und
V ={z € R |z > ¢}, aber weder iV noch inV. Entsprechend folgt,
dalR X, sofern es unbesdchnkt ist, zu jedent € X auch alle reellen
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Zahlenx > z enthalten mul3, denagex > z nicht in X, kdonnten wir
wie eben argumentieren.

Dasselbe Argument zeigt auch, dAT falls es nach unten besdé@mkt
Ist, fur jedesz € X das Intervall ¢, z] enthalten muf3, wobet das
Infimum von X bezeichnet; fallsX nicht nach unten besdmkt ist,
mul} es entsprechend zu jedemne X auch alle reellen Zahlen < z
enthalten.

Ist alsoX eine beschiankte zusammerdmgende Teilmenge vdR mit
Infimum « und Supremund, so entlalt X das offene Intervalld, b).
Da X keine Punktez < a oderz > b enthalten kann, &nen dazu
hochstens noch einer oder beide der Punkte kommen;X ist also
eines der vier Intervallex b), (a, b], [a, b) oder @, b].

Falls X nur nach unten besdimkt ist mit Infimuma, entralt X auf jeden
Fall alle reellen Zahler > a, zusatzlich eventuell nach den Punkt
Entsprechendes giltif eine nur nach oben beséhnkte Menge.

Bleibt noch der Fall, daX weder nach oben noch nach unten beackt
ist; dann istX = R, was wir ebenfalls als Intervall betrachten.

Die fur uns wichtigste Anwendung zusammanigender Mengen ist die
folgende Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes:

Satz: Ist f: D — R™ eine stetige Abbildung aub C R" undX C D
zusammendéingend, so ist aucf(X) zusammenangend.

Beweis:U und V' seien zwei offene Teilmengen vd™ mit leerem
Durchschnitt, undf(X) liege in der Vereinigund/ U V. Wegen der
Stetigkeit vonf sind die Urbilderf ~1(0) und f (V) offene Teilmen-
gen vonR"; ihr Durchschnitt ist leer, denn kein € D kann ein Bild
haben, das sowohl il als auch inl” liegt. Somit mufRX ganz in einer
der beiden Mengert ~1(U) oder f ~1(V) liegen, alsof(X) in U oder
inV. .

Korollar: Ist f:D — R eine stetige Abbildung aub C R™ und

X C D zusammenangend, so isf(X) ein Intervall, ent@lt also zu je
zwei Wertena, b auch alle Zahlen, die zwischen den beiden Iieger.L
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85: Banach-Raume

Die reellen Zahlen unterscheiden sich vor allem dadurchdemratio-
nalen Zahlen, dal viele Folgen rationaler Zahlen, die keiaenzwert

in Q haben, doch gegen einen GrenzwertRlk®nvergieren. Insbeson-
dere hat inR jede zucHY-Folge einen Grenzwert. Diese Eigenschaft
der reellen Zahlen wollen wir in diesem Paragraphen vezaignern
und dabei auch sehen, dal3 sich beispielsweise das auslKbpkannte
HERON-Verfahren zur Berechnung der Quadratwurzel einordneinia e
Gruppe viel allgemeinerer Techniken.

a) Vollstandigkeit

CaucHy-Folgen und der Begriff der Vollandigkeit lassen sichuf
beliebige metrische &me definieren; da wir die Begriffe nicht in
dieser Allgemeinheit beaitigen, besclanken wir uns auf normierte Vek-
torraume; die Verallgemeinerung auf metrischieuRe sollte iir jeden
interessierten Leser offensichtlich sein.

Definition: V' sei ein normierter Vektorraum mit Norip||.

a) Eine Folge ¢,,),,cy von Elementenc,, € V heil3t GwucHY-Folge,
wenn es zu jedem > 0 ein N € N gibt, so daf3|z,, — z,,|| < e fur
allen,m > N.

b) V heil3t einvollstandiger normierter Vektorraummder BANACH-Raum,
wenn jede @GUCHY-Folge aud’ gegen ein Element vovi konvergiert.

STEFAN BANACH (1892-1945) wurde in Krakau ge-
boren und ausgebildet, promovierte und arbeitete dann
aber an der Universit von Lvov in der Ukraine, wo

er unter schwierigen Bedingungen unter deutscher Be-
satzung den zweiten Weltkrieg verbrachte. Durch seine
Arbeiteniiber lineare Operatoren uidber Vektoraume

von Funktionen wurde er zum Begrder der modernen
Funktionalanalysis. Nach dem Krieg wollte er auf einen
Lehrstuhl an der Universit Krakau wechseln, starb
aber 1945 an Lungenkrebs. Das wichtigste mathema-
tische Forschungsinstitut Polens, das Banach-Zentrum
in Warschau, ist nach ihm benannt.

Einfachstes Beispiel einesr\BACH-Raums ist nditrlich R selbst mit der
Betragsfunktion als Norm; hier ist die Volistdigkeitsaussage gerade



115 Analysis Il FSS2013

das QwcHysche Konvergenzkriterium. Da es in diesem Semester vor
allem um Funktionen mehrerer \Zerderlicher geht, sollten wir uns als
nachstediberlegen, ob aucR™ ein BANACH-Raum ist. WAhrend wir

in R immer mit dem Betrag arbeiten, haben wir im Mehrdimension-
alen allerdings verschiedene Normen, unidssen uns, bevor wir von
\olistandigkeit reden &nnen, auf eine davon festlegen.

Zumindest @ir die Konvergenz von Folgen kommt es R¥ nicht da-
rauf an, mit welcher Norm wir arbeiten: Wie wir in Abschrai} gese-
hen haben, sind alle Normen aRf* aquivalent, und wie wir bereits
aus §1b) wissen, fihrenaquivalente Normen zum gleichen Konver-
genzbegriff. Dasselbe gilt auctirfCaucHY-Folgen: Sind|-||; und |||,
zwei aquivalente Normen auf eineRrVektorraumV” und ist ¢,,),,cn
eine QAUCHY-Folge berglich ||-||;, so gibt es zu jedera > 0 ein
N € N, so daB|z,, — x,,||; < ¢ fur allen,m > N. Wegen deAqui-
valenz der beiden Normen gibt es aul3erdem eine positivie éahl ¢,
so dafy|z||, < c||z|, ist fur allez € V. Wahlen wir daher einV/, so
dal3||z, — z,,|l; < e/cistfurallen,m > M, so ist

6‘—
_meZSCHxn_me1<C‘E_€

[,

furallen, m > M; die Folge ist also auch beglich |-||, eine G\UCHY-
Folge. Damit folgt insbesondere, dallgenau dann ein BJACH-Raum
beziglich der Norm||-||, ist, wennV” ein BANACH-Raum be#glich der
dazuaquivalenten Nornf- ||, ist.

Speziell tir V= R", wo alle Normenaquivalent sind, reicht es also, die
\olistandigkeit beiaglich irgendeiner beliebigen Norm zu beweisen; sie
folgt dann automatisch auchrfalle anderen Normen.

Lemma: R" ist ein BANACH-Raum beiaglich der Maximumsnorm und
damit bexziglich jeder beliebigen Norm.

Beweis:(z;),cy S€i eine GUCHY-Folge von Elementen au®™; wir

schreiben das-Tupel z;, € R™ alsx, = (x4q,...,2,). ZU jedem
e > 0gibteseinNV € N, so dal3
|z, — x| o = max{\xkj —xgj\ ’ j= 1,...,n} <e

ist fir allek, ¢ > N. Damit ist insbesondefle;,; — z,;| < ¢ fur jeden
Index j, d.h. die Folgenx, ),y sind GaucHY-Folgen reeller Zahlen.
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Nach dem @ucHyschen Konvergenzkriterium konvergiert daher je-
de dieser Folgen gegen einen Grenzwgrtc R. Damit konvergiert
die Folge {,).cy in R™ gegen den Punkly, ..., y,), denn wie wir
bereits ifg1b) gesehen haben, ist Konvergenzibglch der Maximums-
norm einfach Konvergenz in jeder Komponente. Somit koneergede
CaucHy-Folge inR"™, und damit istR™ vollstandig, d.h. ein BNACH-
Raum. _
Da jeder endlichdimensional@-VektorraumV' isomorph ist zu ei-
nemR", sind somit auch alle diesealdme vollsandig. Um Vektoraume
zu finden, die keine BNACH-Raume sind, missen wir entwede)
oder allgemeineQ™ betrachten oder aber unendlichdimensiori@ie
Vektorraume. Im letzten Abschnitt dieses Paragraphen werden sie er
Beispiele von FunktioneAumen betrachten, die teilssBAaCH-Raume
sind, teils auch nicht.

b) Fixpunkte von Abbildungen

Betrachten wir noch einmal dasRoN-Verfahren zur Aherungsweisen
Berechnung von/2: Wir starten mit irgendeiner positiven Zaty und
berechnen sukzessive neue Werte

ra=fle, ) mit f@)= (x+ f) .
Flrz = /2 ist . , .
F(V2) = <\/§+\ﬁ> = L (V2+v2) = v2:

Ist umgekehrtr eine positive reelle Zahl mif(x) = z, soistf(x) = =
aquivalent zur Gleichung

1 2 1/2
$—§<3§'+5> Oder §<5—$>—0,

also istz = 2/x und somitz® = 2, was im Positiven nur diedsung

= = /2 hat. HERONhat also die Gleichung? = 2 umgeschriebenin eine
Gleichungf(z) = z, und bst sie @herungsweise, indem er auf einen
beliebigen Startwert immer wieder die Funktipmnwendet. Bsungen
von Gleichungen der Forrfi(z) = x beschreiberkixpunkteim Sinne
der folgenden
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Definition: M sei eine Menge undg: M — M eine Abbildung. Ein
Fixpunktvon f ist ein Elementt € M mit f(x) = x.

HERONs iterativer Ansatz funktioniert nichtif jede Funktion: Die
Gleichungz? = 2 ist beispielsweise auchquivalent zur Gleichung

x = g(z) = 2/x; wenn wir aber ausgehend veg = 1 immer wieder die
Funktiong anwenden, pendeln wir nur zwischen den beiden Werten 1
und 2 hin und her, ohne der Wurzel jahrer zu kommen.

Ein wichtiges Thema dieses Paragraphen ist die Frage, weiehen
Bedingungen ein iteratives Verfahren wie das varEIN zum Erfolg
fuhrt. Wir wollen dieses Problem nicht unter den sélbtstndglichen
Voraussetzungenbsen, sondern suchen stattdessen nach einfach zu
uberpiifendenhinreichenderKriterien. So ist auch die folgende De-
finition fir den eindimensionalen Fall nicht die allgemeinggiiche:

Definition: f: D — R sei eine differenzierbare Abbildung auf der
offenen TeilmengeD C R. Ein Punktz € D mit f(z) = z heil3t
stabileroderanziehendeFixpunkt vonf, wenn| f/(x)| < 1list; er heil3t
instabiler oderabstoRBendeFixpunkt, wenn f’(z)| > 1 ist.

(Den Fall| f'(z)| = 1 betrachten wir nicht, da er im allgemeinen erheb-
lich schwieriger zu behandeln ist.)

Lemma: Istz ein anziehender Fixpunkt vofy so gibt es eim > 0, so
dal tir allexy € D mit |z — z4| < e die durchz;, = f(x,_,) definierte
Folge gegenc konvergiert. far einen abstol3enden Fixpunkt dagegen
konvergiert diese Folge nur dann gegenvenn sie bereits nach endlich
vielen Iterationen den Werterreicht.

Beweis:Sei zurdchstx ein anziehender FixpunktiiF alle ~» € R mit
y=x+h € Distdann
f(x+h) = f(x)+ f'(x)h +o(h) =z + f'(x)h +o(h).

Wir schreiben f'(z)| = 1 — 2¢; da|f’(z)| kleiner ist als eins, ist die so
definierte Zaht positiv. Der Fehlerterna(h) geht schneller gegen Null
geht alsh; daher gibt es eim; > 0, so dafJo(h)| < ch fur alle h mit
|h| < e,. Fur solcheh ist daher

[fW) = f@)| = [f(@+h) — x| = [f'(@)h +o(h)] < [f'(x)h| + |o(h)]
<Q@-29)[h|+c|h|=A =) |h| < |h| =y — x| .
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Das allein reicht allerdings noch nicht, denn wir wisserhhiob f(y)
im DefinitionsbereichD liegt, so daf’ wirf auch iterieren &nnen.

Da D offen ist, gibt es aber eia, > 0, so dal3 allez € R" mit
|z — x| < &, in D liegen. Nehmen wir nun alsdas Minimum vore;
unde,, so ist wiederiir jedesy € D mit |y — z| < ¢

fy) -z <A-ly—z[<e,
und das < ¢, ist, liegt f(y) InD.
Starten wir also mit einem,, fur das|z — x| < ¢ ist, so folgt induktiv,
dafd auch alle:;, mit ¥ > 1in D liegen, so daf wir die Folger(),cn
definieren kbnnen; auRerdem ist
[z — 2| <A -]z —zp_q| <+ < (A— )|z —xo] < (A —)e.
Dies zeigt, dafd die Folge dey, gegenz konvergiert.
Gehen wir allerdings aus von einem abstol3enden Fixpunkb ist

|f'(x)] > 1; wir schreiben dies als 1 +c2nit einer reellen Zaht > 0.
Wieder gibt es eim > 0, so daf3 in der Formel

f@+h) = f()+ f'(@)h +o(h) =z + f'(z) + o(h)
der Betrag voro(h) kleiner ist alsc fur alle h mit |h| < e. Fir ein
y =x +hmit |h| < ¢ ist daher

f@W) = f@)]=1f@+h) —z[ = |f(@)h+o(h)| = [f'(@)h] — |o(h)]
> (1 —2)[h|+c|h|=A =) |h| = |h] = |y — ] .

Nehmen wir nun anfir irgendeinc, ausD lasse sich die Folgerf),
definieren, und sie konvergiere gegenDann gbe es einV € N, so
daB|z, — x| < e ware Ur allen > N. Fur jedesn > N ware daher
|z, — x| > |z, — x|, was Ur eine gegen: konvergierende Folge nur

dann ndglich ist, wenn allez, = x sind.
|

Im Mehrdimensionalen ist die Situatiam Prinzipgenauso; der Beweis
erfordert allerdings &ze aus der Linearen Algebra, die nicht allen
Horern bekannt sind. Daher sei das Ergebnis nur kurz skizzier

Fur eine differenzierbare Abbildunfy D — R" auf einer offenen Teil-
mengeD C R™ mit Fixpunktzx ist, solanger + h in D liegt,

fl@+h)=f(@)+Jp(h) - h+o([|hl) =z + Jp(h) - h+o(||h]])
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und damit]| f(z + h) — z|| < [[J;(h) - hl| + |lo(]IR])]] -

Den Fehlerterm &nnen wir wieder iir hinreichend kleine Norm voh
unter jede gevinschte positive Schranke bringen; wir brauchen also in
erster Linie eine Schrankéifdie Norm vonJ,(h) - h.

Falls J (1) eine Diagonalmatrix ist,&nnen wir vorgehen wie im eindi-
mensionalen Fall: Dié-te Komponente des Vektors wird mit dem
i-ten Diagonaleintrag der Matrix multipliziert; falls dexrseinen Betrag
kleiner eins hat, konvergiert die Folge der iterierten Ridd zumindest
in der:-ten Komponente gegen Null. Die Folge dermitx, = f(x,_4)
konvergiert alsotr einen Anfangswert, hinreichend nahe beigenau
dann gegen, wenn alle Diagonaleinfige Betage kleiner als eins haben.

Leider istJ;(h) nur in den seltenstenafen eine Diagonalmatrix. i

die Frage, ob eine Folge von Vektorep gegen einen Vektotr kon-
vergieren, ist es aber gleiciigig, in welcher Basis wir die Vektoren aus-
drucken; falls es also eine Basis gibt, bglich derer/,(h) eine Diago-
nalmatrix ist, konnen wir wie oben argumentieren. Dabei spielt es keine
Rolle, ob wir eine solche BasisifR™ oder nur tir C" finden kbnnen.

Die Eintrage der Diagonalmatrix sind bekanntlich gerade die Eigen-
werte vonJ,(h); die Folge der Iterierten konvergiert also, falls die Mat-
ri_x J¢(h) diagonalisierbar ist und alle ihre Eigenwerte Bej kleiner
eins haben.

Falls.J,(h) nicht diagonalisierbar istal3t sich die Matrix als eine Summe
J¢(h) = D + N schreiben mit einer diagonalisierbaren Matfixund
einer Matrix NV, deren Potenzen ab einem gewissen Exponentem
gleich der Nullmatrix sind. AuRerdem kommutieréh und N, d.h.
DN = ND. Deshalb Bnnen wir auf diese speziellen Matrizen den
binomischen Lehrsatz anwenden und erhalten

m — m — = m m—
J¢(R)™ = (D + N) —Z<k>D ENF
k=0

Faurk > r verschwindetN’“; furm > ristalso

r—1 r—1
Ji(W)™ = (D+N)™ => (Z‘) D™ ENF =DMy (Z‘) D"*N*.

k=0 k=0
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Da r eine feste, vonn unablangige Zahl ist, wird das Verhalten von
J¢(R)™ - h fur m — oo daher wieder von den Eigenwerten vép(z)
kontrolliert; auch hier konvergiert also die Folge der iketen, falls
alle Eigenwerte vonJ,(h) einen Betrag kleiner eins haben. Deshalb
definieren wir

Definition: f: D — R"™ sei eine differenzierbare Abbildung auf der of-
fenen Teilmengd C R". Ein Punktz € D mit f(x) = x heil3tstabiler
oderanziehendefixpunkt von f, wenn alle Eigenwerte derdoBi-
Matrix J,(z) einen Betrag kleiner eins haben; er heifdtabiler oder
abstofRendeFixpunkt, wenn mindestens ein Eigenwert einedlgren
Betrag als eins hat.

Damit a3t sich, mit praktisch demselben Beweis, das obige Lemma
auch fir hbhere Dimensionen zeigen.

c) Die Lorenz-Gleichungen

Fixpunkte sind zwar nur einzelne isolierte Punkte; sierken aber doch
oft erstaunlich vieluber eine Funktion aussagen. Als Beispiel dazu
betrachten wir die sogenanntenreENzGleichungen

i(t) = p(y(t) — z(t))
y(t) = ra(t) — y(t) — x(t)2(t)

2(t) = —bz(t) + x(t)y(t)
Der amerikanische Mathematiker und MeteorologevERD LORENZ
stellte sie auf als eine extreme Vereinfachung deviBR-STOKES
Gleichungen tir die Dynamik der Atmospire. Die drei Funktionen
x(t), y(t) undz(t) haben keine direkte physikalische Interpretation, son-
dern fangen mit niederfrequenteroBRIER-Moden von losungen der
NAVIER-STOKES-Gleichungen zusammen,, ¢ undr sind Parameter, die
laut LORENZ flir die atmospérische Konvektion ungahr beip = 10,
r = 28 undb = & liegen sollten.

Gesucht sind also Funktioner(t), y(t), z(t), fur deren Ableitungen
z(t), y(t) und 2(¢) die obigen Gleichungen gelten. (Ableitungen nach
der Zeit werden oft durch einen Punkt statt einen Strichicbret.) Die
Losungen dieses sogenannten Differentialgleichungsagsiénnen
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nicht in geschlossener Form angegeben werden, man kanbesieng
numerischen Methoderaherungsweise bestimmen, wasRENZ auch
tat.

EDWARD NORTON LORENZ (1917-2008) stammt aus
dem US-Bundesstaat Connecticut; er studierte Mathe-
matik am Dartmouth College (A.B. 1938) und in Har-
vard (M.A. 1940). Nach seinem Kriegsdienst ging er
ans MIT, wo er 1948iber Meteorologie promovierte.
Sowohl dem MIT, wo er 1987 als Professor emeritiert

- G wurde, als auch der Meteorologie blieb er fortan treu. Zu
seinen V|elen Auszelchnungen @ehunter anderem der Kyoto-Preis von 1991, der wohl
hochstdotierte Wissenschaftspreis.

Die einfachste Art, eine @&sungskurve @herungsweise zu bestim-
men, geht auf BLER zurick: Man wahlt einen Startzeitpunkt, mit
zugeldrigen Startwerten:(ty) = xg, y(to) = yo und z(ty) = zq; fur
eine geeignete Schrittweite bestimmt man darausaherungsweise
nacheinander die Funktionswerte an den Steljemh furn € N durch
die Formeln

w(t +h) ~ z(t) + hi(t) = 2(t) + hp(y(t) — 2(1))

y(t +h) = y(t) + hy(t) = y(t) + h(ra(t) — y(t) — x(t)2(t))
2(t+h) = 2(t) + hi(t) = (1 — hb)z(t) + ha(t)y(t)

Der programmierbare elektromechanische Rechner, mit derRENZ
arbeitete, strzte im Laufe der Rechnungen immer wieder ab; um dann
nicht wieder ganz von vorne anfangen ziiseen, notierte GRENzvoN

Zeit zu Zeit Zwischenwerte, so dal er gegebenenfalls diatibe dort
neu beginnen lassen konntdirFdiese Notitzen begmgte er sich mit
dreistelliger Genauigkeit. Zu seinem Erstaunen stelltest; dal? eine

an einem solchen gperen Zeitpunkt wiederaufgenommene Rechnung
schon nach wenigen Iterationen zu ganz anderen Ergebnigbete

als eine in einem 8tk durchgeiihrte; durch genauere Untersuchungen
fand er heraus, daR selbst kleindtederungen bei den Startwerten zu
dramatischednderungen im weiteren Verlauf der Rechnuiigrien.

Falls das gleiche Rimomen auch in der wirklichen Atmosjte auftritt,
konnen also minimale Vanderungen etwa des Luftdrucks oder der
Temperatur aufdngere Sicht zu einer dramatisch anderen Entwicklung
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des Wettersithren — eine Idee, die vielen Meteorologen damals als zu
phantastisch erschien um ernstgenommen zu werden: Am 2@arda
1963 berichtete RENZ vor der New York Academy of Sciencéber
seine Ergebnisgd@rans. N.Y. Acad. S@5(1963), 409-432)nd schlof3
seinen Vortrag mit den Worten:

Als die Instabiliit eines gleictdrmigen Flusses gegéaher infinitesi-
malen Sbrungen erstmals als Erktung fir das Auftreten von Zyklonen
und Antizyklonen in der Atmos@te vorgeschlagen wurde, war diese
Idee nicht allgemein akzeptiert. Ein Meteorologe bemedd8, falls die
Theorie korrekt éire, ein Fligelschlag einer Mwe ausreichen arde,
um die Entwicklung des Wetteli& fimmer zu vedndern. Die Kontro-
verse ist noch nicht entschieden, aber die neueste Eviddrems fir
die Mowen zu sprechen.

Inzwischen ist der Sieg der &ven bekanntlich allgemein anerkannt;
man fordert sogar nicht einmal mehr den relatiafkgen Fligelschlag
einer Mowe, um das Wetter permanent zuaedern: Im Dezember 1972
hielt LORENZz vor der American Association for the Advancement of
Sciences in Washington, DC, einen Vortrag mit dem Rieldictability:
Does the Flap of a Butterfly’s Wings in Brazil set off a Tornaddexas,
und seitdem geht das Wort vagthmetterlingseffekim die Welt.

Auch das WorChaoswird heute meist auf diese Weise definiert: Klein-
ste Anderungen bei den Anfangsbedingungéhren zu dramatischen
Veranderungen des Langzeitverhaltens.

Chaos heil3t nun allerdings nicht, dal3 wir daierhaupt nichtsber das
Verhalten der bsungen aussageahnen. Wenn wir numerisch rechnen,
erhalten wir erstaunlicherweise undpnigig von den Startwerten immer
ein Bild, das ungefhr so aussieht, wie das unten abgedruckte.




123 Analysis Il FSS2013

Da wir mit endlicher Genauigkeit rechnergrknen wir sicher sein, daf3
unsere aAherungsweise berechnetetisungskurven wegen der unver-
meidbaren Rundungsfehler quantitativ schon kurz nach tetz8it
nichts mehr mit den exaktendlsungskurven zu tun haben; sie geben
aber offensichtlich das qualitative Verhalten recht gugaber.

Um das zu verstehen, betrachten wir die Fixpunkte, d.h.wanhen nach
konstanten bsungen des Systems. Da die Ableitung einer konstanten
Funktion verschwindet, sind die Fixpunkt&tungen des Gleichungs-
systems

0=p(y — )

O=rz—y—xz

0=—-bz+xy
Wenn wir den uninteressanten Fall= 0 ausschliel3en, folgt aus der
ersten Gleichung, dafRif jeden Fixpunkt: = y sein muf3. Falls beide

verschwinden, ist nach der dritten Gleichung auck O; als ersten
Fixpunkt erhalten wir also den Nullpunkt.

Im Fall z Z 0 kdnnen wiry in der zweiten Gleichung durchersetzen
und dann durch dividieren; dies ergibt die-Koordinate

z=r—1.

Damit zeigt die dritte Gleichung, dalR e& - # 1 noch zwei weitere
Fixpunkte gibt mit

r=y=+x+/b(r—1) und z=r-1.

In unserer Terminologie sind die drei gefundenen Punktpu¥ikte der
Abbildung F': R® — R3 mit

x + hp(y — x)
F(x,y,2) = <y+h(m — Y :m)> :
(1 — hb)z + hxy
ihre JcoBl-Matrix ist

1—hp hp 0
Jp(x,y,2) = (h(rz) 1-h —hx )
hy hr 1—hb



Kap. 5: Funktionen mehrerer Veranderlicher 124

Um Aussageiiber die Stabilét zu machen, issen wir die Eigenwerte
dieser Matrix bestimmen. Im Nullpunkt haben wir

1-10n 10h 0
JF(O,O,O)=< 28 1-h O );

0 0 1-3n
die Eigenwerte dieser Matrix sind
1-— gh, 1+ %(\/ 1201— 11 und 1-— %(\/ 1201 + 11).

Fir eine kleine positive Schrittweitk ist somit der mittlere der drei
Eigenwerte gbl3er als eins, die beiden anderen sind kleiner. Der Null-
punkt ist daher kein stabiler Fixpunkt; e68t ab in Richtung des Eigen-
vektors zum zweiten Eigenwert.

Fir die beiden anderen Fixpunkte erhalten wir dieaBI-Matrizen

1—10h 10h 0
Jp(E£/b(r — 1), £ b(r—l),r—l):< h 1—h i6hf2>,

+6hv2 +6hv2 1-5h
deren Eigenwerte, wenn wir sie allgemein ausrechnen, gralisame
Ausdiiicke sind. Wir setzen daher nicht nprb und » auf die von
LORENZ angegebenen Werte, sondern legen auch noch die Schrgtweit
h fest. Rir h = 0,01 bekommen wir die Eigenwerte

A1 &~ 0,8614542208 und A,/3 ~ 1,000939556t 0,1019450522.

Wir haben somit einen reellen Eigenwert vom Betrag kleimes sowie
zwei konjugiert komplexe vom Betrag@jBer eins. Keiner der drei Fix-
punkte ist also stabil.

Trotzdem sagen uns diese Eigenwerte einiglesr das Verhalten der
Losungskurven: Der Eigenwexi sorgt daiir, daf’ eine bsungskurve,
wenn sie erst einmal in derdie des jeweiligen Fixpunkts ist, in Rich-
tung derjenigen Ebene durch den Fixpunkt gett wird, die von den
Eigenvektoren zu\, und \; aufgespannt wird, @hrend ), und A\,
dafur sorgen, daf3 sie innerhalb dieser Ebene spmaliy vom Fixpunkt
weggetrieben werden. Sind sie erst einmal weit genug weg Mam
punkt, verliert dieser seinen Einflul3, siérinen sich also wieder von
der Ebene entfernen. Dadurcbrinen sie in den EinfluBbereich des an-
deren Fixpunkts kommen, wo im wesentlichen das Gleichagrasa/ir
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konnen uns also diedsungskurven desdRENZSystems so vorstellen,
dalfd hier zwei abstol3ende Fixpunkte miteinander Schleatispielen,
was auch gut zur oben abgebildeten Kurve palit.

d) Das Newton-Verfahren

Nicht nur bei Extremwertproblemen, egal ob mit oder ohne dyible-
dingungen, ist es oft notwendig, die Nullstellen einer tinkaren Glei-
chung oder eines nichtlinearen Gleichungssystems zufo@stn. Nur in
sehr speziellen&@len kbnnen diese Nullstellen exakt berechnet werden;
meist muld man sich mit &herungsisungen zufrieden geben.

Die numerische Mathematik kennt daher zahlreiche Metharén
naherungsweisen Berechnung von Nullstellen; alle habealsidsérken
als auch Schachen.

Das hier betrachteteBWwToN-Verfahren wird gerne verwendet bei dif-
ferenzierbaren Funktionen, deren Ableitung sich einfalethnendl3t,
also beispielsweise bei Polynomen. Es wurde 1669 sand NEWTON
vorgeschlagen und unadihngig davon 1690 vonasEPHRAPHSON neu
entdeckt und in der heute g@orchlichen Form publiziert. Man bezeich-
net es daher oft auch als Verfahren voeWN'ON-RAPHSON Wie viele
numerische Verfahren ist es ein Iterationsverfahren;h&oMerfahren
haben den Vorteil, dal’ sie Rundungsfehler, die in eineratltarsschritt
entstehen, in den Folgeschritten im allgemeinen nichtré@egrn, son-
dern verkleinern.

SR IsAAC NEWTON wurde gemaf3 dem damals noch

in England geltenden Julianischen Kalender am 25.
Dezember 1642 geboren. Nach dem in den meisten
katholischen Staaten bereits eingaften Gregoriani-
schen Kalender war dies der 4. Januar 1643. Er stu-
dierte ab 1661 an der Univergit Cambridge, wo er
1669 Professor wurde. Dort entwickelte er die In-
finitesimalrechnung, die er 1671 in seinem Bugh
Methodis Serierum et Fluxionurpeschrieb, arbeite-
te Uber Optik, wo er unter anderenumhe Schichten
und Beugungspinomene untersuchte EMTONsche
Ringe), entdeckte seine Bewegungsgesetze und das
Gravitationsgesetz, véffentlicht 1687 in seinem Buch
Philosophiae naturalis principia mathematicdas von vielen als bedeutendstes wis-
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senschaftliches Buch aller Zeiten angesehen wird. Nach Mesvenzusammenbichen
ging er 1693 nach London, wo er diérkigliche Minze leitete. Er starb am 31.avwk 1727.

Uber die Biographie von GBEPH RAPHSON (1648-1715) ist sehr viel weniger be-
kannt. Auch er studierte in Cambridge, wo er 1692 seinen Mrhielt; bereits 1690
verdffentlichte er sein BuchAnalysis Aequationum universalidas seine \ersion des
NEwTON-Verfahrens enthlt, und wurde 1691 Mitglied der Royal Society.Z&@re Bicher
besclaftigen sich auRer mit Mathematik auch mit theologischehnaturphilosophischen
Fragen.

Gegeben sei eine differenzierbare FunktfofR — R; wir suchen eine
Nullstellexz von f. Dem Thema dieses Paragraphen entsprechend wollen
wir x als Fixpunkt einer Abbildung interpretieren und itera@réchnen.

Der einfachste denkbare Ansatz besteht darin, dal3 wir deliing
f(x) = 0 umschreiben als = x + f(z). Testet man diesen Ansatz mit
einfachen Funktioneri(x), so merkt man schnell, dal3 er nur selten zu
einem brauchbaren Ergebnigft.

Das NewTON-Verfahren geht aus von folgender Beobachtung:z|st
eineeinfacheNullstelle vonf, d.h. f'(z) # 0, so schneidet die Tangente
an die Kurvey = f(z) im Punkt mitz-Koordinatez, die xz-Achse an
der Stellexr = z,.

Fur ein beliebiges:, aus dem Definitionsbereich vagh in dem f'(z,)
nichtverschwindet, hat die Tangente im Pufilg, f(z,)) die Gleichung
y = f(xo) + f'(xo)(x — xo) und schneidet daher dieAchse im Punkt

f(xg
0 ’

[ ()
der in der Tat genau dann mit, Ubereinstimmt, wennf(z,) ver-
schwindet. Zur iterativen Bestimmung einer Nullsteltsmken wir also

versuchen, mit irgendeinem Startweft € D anzufangen und weitere
Naherungswerte zu bestimmen durch die Vorschrift

f(xn—l)

n T P )

r =2

T fur allen € N

Als erstes Beispiel betrachten wir die Funktigfr) = 22 — a, deren
Nullstellen die Quadratwurzeln vom sind. Hier ist f'(x) = 2z, fur
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x; 7 0 haben wir also die Iterationsvorschrift
. o= xfb_l—a_x Ty, @ _1(30 LG )
- -1 "5 = -1 ~ 5 -1 ’
e 2x, 4 " 2 2z, , 2\ " x

die HERON bereits rund sechzehn Jahrhunderte vamioN benutzte,
und von der wir gesehen haben, dal3 sie schnell gute Ergebieifest.

n—1

Auch bei komplizierteren Polynomen hat sich das\NoN-Verfahren in
der Praxis sehr baihrt. Um zu verstehen, warum das so ist, betrachten
wir die Funktion

f(z)

p(x) =z — )

die fur alle x mit f'(x) # 0 definiert ist und die uns zu einem lter-
ationswertz,, den Folgewertr, ,, liefert. Offensichtlich istz genau
dann eine einfache Nullstelle vgf)y wenny(z) = z ist; die einfachen
Nullstellen vonf sind also genau die Fixpunkte van

Angenommen, wir haben uns einem solchen Fixpunkt bis auDdie
tanzh gerahert, d.h. wir haben ein, = z + h. Wir wollen abschtzen,
wie weit dannz,,,; = ¢(z;) von z entfernt ist.

Falls h Kklein ist, kbnnen wir auchy ohne grof3en Fehler durch seine
Linearisierung ersetzen:

Toe1 = P2+ h) = p(2) + he'(2) = 2+ he'(2) -
Die Ableitung vony konnen wir leicht nach der Quotientenregel berech-
nen:

_ fx) _ . f(@)* = f@)f" ()
o(r) =z — () = p(r)=1- @)
f@) (@) _ f@)f"(2)
f(x)? fl(x)?
&) _
f(z)? ’

=1-1+

Somit ist

T 2+h

da f(z) verschwindet.

Dieses Ergebnis war, wenn man ein bil3chen nachdenkirlicht zu
erwarten; es ist abedllig nutzlos, um den Abstand zwischep ; undz
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zu bestimmen. Wenn wir eiriizliches Ergebnis erhalten wolleryrden
wir uns also nicht auf eine lineare Approximation begetken, sondern
mussen zumindest auch noch den quadratischen Terinchkschtigen.

Wir gehen daher aus von der Approximation
p(z +h) ~ p(x) + he'(z) + 3h2Q" (2),

©" (x) ist die Ableitung vony/(z) = f‘;f?g:;éx) , also ist nach der Quotien-
tenregel

vy = L @S @) + @) @)
i (@)

Speziell fir x = z, wo f(z) verschwindet ungp(z) = z ist, erhalten wir
die Absclatzung

/"(2) h* f"(2)

f'(2) 2 f'(2)

Der Abstand des neuen Iterationswert zur Nullstelist also fir kleine
Werte vonh bis auf einen nur vor abhangigen Vorfaktor gleich dem
Quadrat des alten und verkleinert sich somit bei kleinent&evonnh
sehr schnell.

und (z+h) ~ 2+

©"(2) =

Leider ist diese Aussage nicht so konkret, dal3 wirifgendeinen vor-
gegebenen Startwert entscheidémiken, ob und gegebenenfalls wohin
das NewToN-Verfahren konvergiert, denn wir wissen nicht, wann der
Abstandh ,klein* ist oder wird. Betrachten wir dazu als Beispiel das
Polynom f(z) = z® — 5z = z(z? — 5); seine Nullstellen sind offen-
sichtlichz = 0 undz = ++/5. Die zu iterierende Funktion ist hier

(x)_x_f(x)_x_xg—Sx
R I BT
Fur xz, = 1 ist daher
—4 4
x1:<p(1):1—_—2:—1 und x2:<p(—1):—1—_—2:1.

Damit ist klar, daf,, fur alle geradem gleich eins ist undir die
ungeraden-1; mit Startwertz, = 1 (oder -1) bekommen wir also nie
ein nitzliches Ergebnis.

Die folgende Tabelle zeigt, was passiert, wennayiteicht vergoRern.
(Die Werte derx; sind zwar nur mit @inf geltenden Ziffern angegeben,
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die Iterationen wurden aber mit hundertstelliger Genagliglerechnet.)

Lo Ly Lp X3 Iy Iy Tg X7 Ig ITg T390 T3 Typ
1+1071 -1,9431 -2,3191 -2,2403 -2,2361 -2,2361 -2,2361 -2,23603&1 -2,2361 -2,2361 -2,2361 -2,2361
1+102 -1,0623 1,4853 4,0498 3,0053 2,4569 2,2627 2,2365 2,238362, 2,2361 2,2361 2,2361
1+102 -1,0060 1,0370-1,2570 15,310 10,280 6,9631 4,8073 3,456068 2,3254 2,2410 2,2361
1+10*-1,0006 1,0036-1,0220 1,1435-2,7749 -2,3610 -2,245B62,22,2361 -2,2361 -2,2361 -2,2361
1+107° -1,0001 1,0004 -1,0022 1,0131-1,0826 1,7096 2,6521 2,31,2801 2,2361 2,2361 2,2361
1+10% -1,0000 1,0000 -1,0002 1,0013-1,0078 1,0483 -1,3532 500:6,8125 -4,7108 -3,3956 -2,6462
1+10~7 -1,0000 1,0000-1,0000 1,0001-1,0008 1,0047 -1,0286 D,195915 -3,3238 -2,6095 -2,3035
1+10~% -1,0000 1,0000-1,0000 1,0000-1,0001 1,0005-1,0028 D,01.1090 2,0814 2,2552 2,2363

Das Verfahren konvergiert offensichtlich gegen eine deddye Null-
stelleny/5 oder—+/5, wobei keine Regel erkennbar ist, wann es gegen
welche der beiden konvergiert. Wenn wir dieselbe Rechnusijiaren

fur die Startwerte - 107, erhalten wir ein langweiligeres Ergebnis:
Nun konvergiert das Verfahren stets gegen die dritte NallésiNull.

Der Startwertzy = 1 liegt also in der [dhe der Einzugsbereiche aller
drei Nullstellen, was verahdlich macht, dald dort Probleme auftreten.

Einahnliches Problem bekommen wir, wenn wir d&WNoON-Verfahren
anwenden zur Nullstellenbestimmung des Polyngias = =2+ 2: Hier

Ist
z2 +2 1( 2)
Tp+1 = Ty, — :é Ly — —

2z, x,,

fur reellesz,, natirlich auch wieder reell, die Folge der, kann al-
so fur keinen reellen Startwert, gegen eine der Nullstellett/—2
konvergieren. Br x, = 1 beispielsweise erhalten wir die Folge

~1, 12 0,30357 —3,14233 —1,25293 0,17166 —5,73953 ... .

Wenn wir allerdings mit:5 = ¢ oder z.B. mitz, = 1+2 beginnen, haben
wir bereits nach wenigen Iterationen ein Ergebnis mit zetwmekten
Nachkommastellen sowohl im Realteil als auch in Imadieil.

Das folgende Bild zeigt das Verhalten desWon-Verfahrens im Kom-
plexen anhand des Polynonf§z) = =2 — 1, von dem wir aus der
Analysis | wissen, dal3 es die drei komplexen Nullstellen

1. V3 -1 V3

1, p=—§+7z’ und p=—= — —1i
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hat. Bei allen blau gezeichneten Startwerten konvergest\érfahren
gegen eins,fr die gfinen gegerp und fur die roten gegem. In der
Umgebung jeder Nullstelle haben alle Punkte deren Farbagasren-
zen gibt es eine komplizierte (fraktale) Struktur. Treffigtider drei
Grenzgebiete ist der Nullpunkt, der nicht als Startpunkiogemen
werden kann, dg’(z) = 3z2 dort verschwindet.

Hauptanwendung deseM/ToN-Verfahrens ist allerdings die Bestim-
mung reeller Nullstellen. Wie wir gesehen haben, gibt eb &igr keine
Garantie, dal3 es mit einem vorgegebenen Startwert wirgkgjen eine
Nullstelle konvergiert; es gibt allerdings eine ganze Reibn Unter-
suchungen, die auf hinreichende Kriteri@hfen. Ein einfaches Beispiel
ist das folgende:

f sei ein Polynom undz < b seien zwei reelle Zahlenjuf die
f(a) - f(b) < 0O ist. Dann habery(a) und f(b) verschiedene Vorzei-
chen, also muf} es zwischerund b mindestens eine Nullstelle voh
geben. Weiterhin sef’(x) entweder positividr allex mita < z < b
oder aber negativiir alle solcher. Damit steigt oderdllt der Graph
von f(z) zwischena undb monoton, so dal’ es dort neine Nullstelle
geben kann. AuRerdem folgt, da3 das Maximum yf@)| im Inter-
vall [a, b] in einem der beiden Endpunkte angenommen wird; diesen
Endpunkt bezeichnen wir mit Um zu verhindern, dal3 die Tangenten-
steigungen zu sehr schwanken und uns die Iterationen autienvall

[a, b] hinausfihren, verlangen wir auRerdem noch, gaRkz) dort ent-
wederiberall nichtnegativ ist (d.h. der Graph ist konvex) odkerall
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nichtpositiv (Graph konkav), und wir fordern, daf3

f(e)
f'(c)
ist; daraus folgt, dai? die Tangente im Pufiktf(xz)) die z-Achse im
Intervall [a, b] schneidet. Dann zeigt eine nicht sehr aufwendige Rech-
nung, dald das MwvTON-Verfahren @ir jeden Startwert:, zwischena
undb gegen die eindeutig bestimmte Nullstelle in §] konvergiert.

<b-—a

Ahnliche und auch sehr viel allgemeinere Aussagen findet (rmn
Beweisen) in praktisch jedem Lehrbuch der Numerischen &tat:
tik; allgemein &3t sich sagen, dald sich dasviion-Verfahren in der
Praxis fast immer sehr gut veih, dal’ sich aber wirklich allgemeine
theoretische Aussagen nur schwer beweisen lassen.

Selbstversindlich Aft sich das BwTon-Verfahren auch auf mehrdi-
mensionale Probleme anwenden: Wenn wir eine differenarerbunk-

tion f: D — R"™ haben mitD C R", kdnnen wir sie in der Bhe eines
Punktesr, € D anrahern durch die lineare Funktion

Ux) = f(zo) + Jp(zg) - (x — z0) -
Diese Funktion verschwindet genau dann, weneine Losung des
linearen Gleichungssystems

J(@o) - @ = Jp(xg) - Tg — f(20)
ist. Falls die AcoBi-Matrix J(z,) invertierbar ist, hat dieses Glei-
chungssystem genau ein@dung, @amlichz = x5 — Jf(xo)_lf(:co).
Daher kbnnen wir auch hier eine Iteration definieren durch

Ly =Tp—1 — ‘]f(xn)_lf(xn—l)
— immer vorausgesetzt, die Matrizé(z,,) werden nie singar.

e) Der Banachsche Fixpunktsatz

In den beiden letzten Abschnitten hatten wir jeweils Aussadgaiiber,
dal eine Folgea,),cny Mit z;, = f(x,_,) unter gewissen Vorausset-
zungen gegen einen vorgegebenen Fixpunkbn f konvergiert, wenn
der Startwertr, hinreichend nahe bai liegt. Es sagt uns aber weder,
wie nahe das in einem konkreten Fall sein muf3, noch sagt es uss, ob
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Uberhaupt einen Fixpunkt gibt. In diesem Abschnitt gehtmaseinen
Satz, der sowohl die Existenz eines Fixpunkts als auch diwvétgenz
dorthin unabBngig von Startwert garantiert. Die Voraussetzungen sind
natirlich deutlich sarker, was die Anwendbarkeit etwas einsoikt;
trotzdem ist der Satz von zentraler Bedeutung sowahtfe reine als
auch die angewandte Mathematik. Wir werden ihn daher auahive
allgemein formulieren und beweisen; auch wenn er uns im Ahlyek

vor allem fir Funktionen auf Teilmengen d&$' interessiert.

Definition: V' sei ein normierter Vektorraum und C V. Eine Abbil-
dung f: X — V heil3tkontrahierendwenn es eine reelle Zahl < 1
gibt, so dal3ir allez,y € X qilt: || f(y) — f(@)|| < qlly — =] -

Banachscher Fixpunktsatz: V' sei ein B\NACH-Raum, X C V eine
abgeschlossene Teilmenge, ufdX — V eine kontrahierende Abbil-
dung mit f(X) C X. Dann hatf genau einen Fixpunkt® € X, und
fur jedesz, € X konvergiert die Folged,), oy Mit z,, = f(z,_1)
gegenc”.

Beweisig < 1 sei die Konstanteiif die|| f(y) — f(2)|| < q|ly — ]| ist
furallex,y € X.Wir zeigen als erstes, dal3l@schstenginen Fixpunkt
gibt: Istz™ = f(«*) undy™® = f(y™), so ist

ly™ — =™ = lf @) = fII < allz” =yl -
Das ist aber nur fglich, wenn||y* — z*|| = 0 ist, alsaz™ = y*.

Als nachstes wollen wir sehen, dal3 die Folgexdgefur jeden Startwert
eine Q\UcHY-Folge ist. Fallsf(x,) = z, ist, haben wir eine konstante
Folge, und alles ist klar. Andernfallsimmsen wir Differenzen von Fol-
gengliedern absétzen; sei alsa eine nafirliche Zahl undn = n + k
fur eink € N. Dann ist nach der Dreiecksungleichung

k-1
me T xn” = Hxn+k o xn” = Z(xn+j+l o xn+j)
3=0

k
<Y T ager = T |-
j=1
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Da f kontrahierend ist, folgt weiter, daBrfjedes/ € N gilt
|21 = el < qllwe = 2oa]| < 0 [|lrgg = 2o < -
< qﬁ |21 — zol| -

Somit ist nach der Summenformeéirfdie geometrische Reihe

k—1 qn B qm
|2, = 2ol <D g™ [y — o] = T,z = 2ol
j=0 1
q" |1 — o]
p— 1_ q .
Wenn wir uns eire > 0 vorgeben, ist somjtz,, — =, || < ¢, falls
n 11 — 2ol (1—¢g)e

<e oder ¢" < ——.
1-gq 21 — 2ol

Da rechts eine positive Zahl steht und die Folge der Poteraary
eine Nullfolge ist, gibt es eitV € N, so dal? diese Ungleichungrfalle
n > N erfulltist; (z,,),,cy ist also eine GucHy-Folge.

DaV als BANACH-Raum vollséndig ist, konvergiert diese Folge gegen
einen Grenzwert™ € V. Da allex,, in der abgeschlossenen Menge
liegen, liegt auch der Grenzwert dort, d4i. € V. Wir wollen uns
uberlegen, da™ ein Fixpunkt vonf ist:

Fur jedese > 0 gibt es einM € N, so day|z* — z,,|| < 3 fur alle
n > M. Damit ist auch
17 - el < alle” — )l < & < 5.

AulRerdem gibt es, da wir eineaGcHY-Folge haben, eilN > M, so
daB||z, — z,_4|| < 3e furallen,m > N. Damit ist

1f @) = 2™l = || (f (@) = fz)) + (f(@) — ) + (2, — 27|

<N @) = zpall +l|2pe — @ || + g, — 27
g g g

< —+—_—+_—=£.

-3 3 3

Dadies fir jedes > 0gilt, muB3|| f(«*) — =™ || = 0 sein, und das gilt nur,
falls f(z*) = =™ ist. Damit haben wir einen Fixpunkt iX gefunden;
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es gibt also genau diesen einen Fixpunkt, uindjéden Startwert,
konvergiert die Folge der(,),, . gegenc™.
|

f) Konvergenz von Funktionenfolgen

Im nachsten Kapitel werden wir zur Definition mehrdimensionbdee-
grale auch Folgen von Funktionen betrachten. Zur Vorhangitvollen
wir hier bereits einige allgemeinere Tatsachen betracliterdie kein
Integralbegriff notwendig ist.

Seien zuachstf,: D — R irgendwelche Funktionen, die auf einer
TeilmengeD C R" definiert sind, und sef: D — R™ eine weitere
Funktion. Fir jedesr € D haben wir dann eine Foldef(z,,)), _ von
Elementen au®™ und kbnnen fragen, ob und gegebenenfalls wohin

diese Folge konvergiert.

Definition: Eine Folge ,,),,cy von Funktionenf,:D — R kon-
vergiert auf der Teilmengel C D punktweisegegen die Funktion
f:D—R,wennfirallex € Agilt lim f, (z)= f(x).

Als Beispiel betrachten wir die Folge der Funktiongn R — R mit
[, (x) = cos’ z. Fr jedesr € R haben wir dann die Folge (C6$),,cx.
Falls [cosz| < 1, ist das bekanntlich eine Nullfolge, falls cos= 1
haben wir die konstante Folge'(}l,., die gegen 1 konvergiert, und
falls cosr = —1, divergiert die Folge. Bekanntlich ist cos= 1 genau
dann, wennz ein ganzzahliges Vielfaches vom 2st, und cos = —1
fur alle ungeradzahligen Vielfachen vanSetzen wir also

A=R\{Q@k+r|keZ},
so konvergiert die Folge dgf, auf A punktweise gegen die Funktion
A—R

J: {1 falls 2 = 2k fir eink € Z

Tr — .
0O sonst

Obwohl die Funktionery, allesamt stetig sind, ist die Grenzfunktion

unstetig bei allen ganzzahligen Vielfachen van Bei den ungeradzabhli-

gen Vielfachen vomr existiert nicht einmal ein Grenzwert.

Wir konnen bei der Definition der Konvergenz aber auch andergvorg
hen: Wir betrachteniir eine beliebige TeilmengP C R" die Menge
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Cy (D, R) aller beschiinkter Funktionerf: D — R, d.h. also die Menge
aller Funktionen,iir die es eine reelle Zaldlf gibt, so daff(x)| < M
istfur allex € D.

Offensichtlich istC, (D, R) ein Vektorraum, denn die Nullfunktion ist
beschankt, und @ir zwei beschainkte Funktionery, g mit Schranken
M, N und zwei reelle Zahlen, b ist

|af(x) +bg(x)| < la| - [f(@)| +[b] [g(x)] < M |a| + N [b] .
Fur jedesf € C,(D, R) existiert
1l = sup{lf@)| | = € D},
da die rechtsstehende Menge beadht ist. Wie bei der Maximums-

norm aufR™ rechnet man leicht nach, dal? dies eine Norm@yD, R)
definiert, die sogenannte Supremumsnorm.

Wenn eine Folgef,),,cy Von Funktionen au§’, (D, R) beziglich dieser
Norm gegen eine Funktiofi € C; (D, R) konvergiert, gibt es zu jedem
e>0einN €N, sodald

If = follo =sup{|f(z)| |z € D} <e furallen> N;

insbesondere ist alsaif jedesx € D der Betrag vonf(z) — f,,(z)
kleiner alse fur allen > N. Das ist eine strkere Eigenschaft als bei
der punktweisen Konvergenz: Dort reicht es, weinjédes= > 0 und
jedesz € D ein N € N existiert, so daldf(z) — f,,(z)| < e fur alle
n > N; dasN darf also vonz abrangen.

Definition: Eine Folge ,,),,cy von Funktionenf,:D — R kon-
vergiert gleichn@f3ig gegen die Funktionf: D — R auf der Men-
ge A C D, wenn es zu jedem > 0 ein N € N gibt, so dal
|f(x) — f,(z)| < efurallex € Aund allen > N.

Die obige Folge der Funktionen cbs konvergiert nicht gleichi@liig
gegen ihre Grenzfunktion: Andernfalls(ifdte sie insbesondere auf
R\ Zz gleichmalig gegen die Nullfunktion konvergieren, d.h. zu jedem
e > 0 miRte es einV € N geben, so dafcos' z| < ¢ ist fur alle

n > N. Angenommen, esape so einN zue = % Fiurn > N ware
dann|cos' z| < 3 fur allez, die keine ganzzahligen Vielfachen van
sind. Andererseits ist ab&ros’® x| eine auf ganR stetige Funktion, die
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bei allen ganzzahligen Vielfachen vanden Wert eins annimmt und
somit in einer gewissen Umgebung dieser Punkte nur Wertenani,
die goRer sind als;.

Bei einer gleichral3ig konvergenten Folge kann es nicht passieren, daf
die Grenzfunktion einer Folge stetiger Funktionen ungteird:

Lemma: D C R" sei eine offene Menge ung),: D — R seien stetige
Funktionen. Falls die Folgef(), .y gleichnmalig gegen eine Funktion
f: D — R konvergiert, ist auclf stetig.

BeweisWir missen zeigen, dal3 es zu jedera D und jedent > 0 ein
6 > 0gibt, sodalf(y) — f(z)| < eistfiralley € Dmit ||y — z|| < 9,
wobei||-|| irgendeine Norm auR"™ bezeichnet.

Wegen der gleichi@igen Konvergenz der Folgef, (), cy Qibt es
zurdchst einN € N, so daR{f(y) — f,(y)| < e ist fur allen > N
und alley € D. Wir wahlen irgendein solches Wegen der Stetigkeit
von f,, gibtes eins > 0, so dafif,,(y) — f,(z)| < 3eistfuralley € D

mit |y — z| < 4. Fur diesey ist dann auch
f@) = f@)] = |(f@) = £.@) + (f) = fo(@) + (fo(2) — f(2))]

cE4ELE
3 3 3
Damit ist die Stetigkeit vorf bewiesen.

€.



