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Zwischenklausur Analysis I

• • • Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! • • •
• • • Die Aufgaben müssen nicht in der angegebenen Reihenfolge • • •
• • • bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunächst • • •
• • • auf das, womit sie schnell Punkte holen können! • • •

Fragen: (je zwei Punkte)Die Antworten auf die na
hfolgenden Fragen sollten ni
ht l�anger als etwa zwei Zeilensein und ledigli
h eine kurze Begr�undung enthalten. Antworten ohne Begr�undungwerden ni
ht gewertet.1) Ri
htig oder fals
h: F�ur drei Mengen A,B,C gilt: Ist A ⊆ B und A ⊆ C, so ist A ⊆ B∩C.
Lösung: Ri
htig: Jedes Element a ∈ A liegt sowohl in B als au
h in C, also in B ∩ C.2) Ri
htig oder fals
h: F�ur eine komplexe Zahl z 6= 0 ist die Di�erenz z − z zur konjugiertkomplexen Zahl z reell.
Lösung: Fals
h: F�ur z = x + iy mit x, y ∈ R ist z − z = 2iy, was f�ur y 6= 0 ni
ht reell ist.
NB: Es rei
ht ni
ht zu sagen, 2iy sei komplex: Da jede reelle Zahl insbesondere komplexist, kann man aus der Aussage "w ist komplex\ selbstverst�andli
h ni
ht s
hlie�en, da� wkeine reelle Zahl sein kann.3) Ri
htig oder fals
h: F�ur x, y, z ∈ R ist |x| + |y| − |z| ≤ |x + y − z| ≤ |x| + |y| + |z|.
Lösung: Fals
h, denn zwar ist na
h der Dreie
ksunglei
hung

|x + y − z| ≤ |x + y| + |z| ≤ |x| + |y| + |z| ,aber die untere S
hranke ist fals
h: F�ur x = 3, y = −2 und z = 1 etwa ist |x|+ |y|− |z| = 4gr�o�er als |x + y − z| = 0.Alternative L�osung: F�ur z = 0 wird die Behauptung zu |x| + |y| ≤ |x + y| ≤ |x| + |y|;zumindest f�ur x = −y 6= 0 ist dies o�ensi
htli
h fals
h. (Es gibt no
h zahlrei
he andereGegenbeispiele.)4) Ri
htig oder fals
h: Die Di�erenz zweier monoton wa
hsender Folgen (xn)n∈N und (yn)n∈Nist au
h monoton wa
hsend.
Lösung: Fals
h: Die Folgen mit xn = n und yn = 2n sind beide monoton wa
hsend,aber ihre Di�erenzen xn − yn = −n bilden eine monoton fallende Folge.
NB: Vielfa
h wurde diesess Gegenbeispiel in der Form xn = x und yn = 2x pr�asentiert;das ist nat�urli
h Unsinn: Ein Folgenglied xn oder yn mu� de�niert werden als ein Ausdru
kin n; wir haben hier gar keine Variable x, mit der wir re
hnen k�onnten. Ri
htig, aber keineAntwort auf diese Frage, w�are die Aussage: Die Di�erenz zweier monoton wa
hsenderFunktionen f, g:R → R mu� ni
ht monoton wa
hsend sein; die Funktionen f(x) = x und
g(x) = 2x bilden ein Gegenbeispiel, denn f(x) − g(x) = −x ist eine monoton fallendeFunktion von R na
h R.



5) Ri
htig oder fals
h: √8 ∈ Q

Lösung: Fals
h: Da Q ein K�orper ist und 1

2
∈ Q, l�age mit √

8 au
h das Produkt
1

2

√
8 =

√
2 in Q, was bekanntli
h ni
ht der Fall ist.

NB: Au
h wenn es viel mehr Arbeit ma
ht, kann man nat�urli
h hier au
h versu
hen, denaus der Vorlesung bekannten Beweis f�ur die Irrationalit�at von √
2 zu modi�zieren. Dasgeht aber ni
ht, wie vielfa
h angenommen, fast w�ortli
h: Wenn wir annehmen, √8 = p/qsei als ein gek�urzter Bru
h darstellbar, ist 8 = p2/q2, also q2 = 8p2. Damit mu� q2dur
h a
ht teilbar sein. Daraus folgt nun aber ni
ht, da� au
h q selbst dur
h a
ht teilbarsein mu�: S
hlie�li
h ist etwa 42 = 16 dur
h a
ht teilbar, vier aber ni
ht. Klar ist nur,da� q eine Viererzahl sein mu�, denn wenn in der Primzerlegung von q2 mindestens dreiFaktoren zwei vorkommen, m�ussen in der von q mindestens zwei ste
ken. Daher gibt esein r mit q = 4r und q2 = 16r2 = 8p2, d.h. p2 = 2r2. Damit ist p2 gerade, also au
h p,im Widerspru
h zur angenommenen Gek�urztheit des Bru
hs p/q. Somit kann √

8 ni
htrational sein.6) Ri
htig oder fals
h: Ist f:R → R eine stetige Abbildung, so ist das Bild eines jedeno�enen Intervalls unter f wieder ein o�enes Intervall.
Lösung: Fals
h; beispielsweise ist das Bild des o�enen Intervalls (−1, 1) unter der steti-gen Abbildung f(x) = x2 das halbo�ene Intervall [0, 1), also kein o�enes Intervall. Au
h dievon vielen als Gegenbeispiel angef�uhrten konstanten Abbildungen f:R → R mit f(x) = cf�ur alle x f�ur ein festes c ∈ R zeigen dies, denn f bildet jedes o�ene Intervall (a, b) ab aufdie Menge {c}, die nat�urli
h kein o�enes Intervall ist.7) Ri
htig oder fals
h: ∞∑

k=1

(−1)k

√
k

konvergiert.
Lösung: Ri
htig, denn dies eine alternierende Reihe und die Zahlen 1/

√
k bilden einemonoton fallende Nullfolge, so da� uns das Leibniz-Kriterium die Konvergenz garantiert.8) Ri
htig oder fals
h: ∞∑

k=1

e−k
2 konvergiert.

Lösung: Ri
htig, denn wegen der Monotonie der Exponentialfunktion ist e−k
2

< e−k f�uralle k ∈ N, und
∞∑

k=1

e−k = e−1

∞∑

k=0

e−k = e−1

∞∑

k=0

(

e−1
)k

=
e−1

1 − e−1na
h der Summenformel f�ur die geometris
he Reihe. Somit gibt es eine konvergente Ma-jorante, die Summe konvergiert also.Alternative L�osung: Wir wissen, da� ex ≥ 1 + x f�ur alle x ∈ R; daher ist insbeson-dere ek
2 ≥ 1 + k2 > k2 f�ur alle k ∈ N, also e−k

2

< 1/k2. Wie wir in der Vorlesunggesehen haben, konvergiert die Reihe ∞∑

k=1

1

k2
, also ist sie eine konvergente Majorante derbetra
hteten Summe, die damit au
h konvergieren mu�.



Aufgabe 1: (5 Punkte)Stellen Sie die Zahlena) 10 −
√

11

10 +
√

11
und b) (1+ i)2012 m�ogli
hst einfa
h dar, und geben Sie bei b) an, wie vieleDezimalstellen der Betrag des Ergebnisses hat! (Hinweis: log10 2 ≈ 0,30103)

Lösung: Bei a) erweitern wir so, da� wir im Nenner die dritte binomis
he Formel anwen-den k�onnen, also mit 10 −
√

11:
10 −

√
11

10 +
√

11
=

(

10 −
√

11)2

100 − 11
=

100 − 20
√

11 + 11

89
=

111

89
−

20

89

√
11 .F�ur b) bere
hnen wir zun�a
hst (1 + i)2 = 12 + 2i + i2 = 2i. Damit ist

(1 + i)2012 = (2i)1006 = 21006 · i1006 .Da 1000 dur
h vier teilbar ist, ist i1000 = i1004 = 1 und i1006 = i2 = −1; also ist
(1 + i)2012 = −21006.Der Betrag dieser Zahl ist 21006 mit dekadis
hem Logarithmus log10 21006 = 1006 ·log10 2 ≈ 302, 836; der Betrag hat also 303 Dezimalstellen.
Aufgabe 2: (5 Punkte)a) Zeigen Sie: F�ur jede nat�urli
he Zahl n ist ( n∑

k=1

k

)2

=

n∑

k=1

k3 !
Lösung:a) kann beispielsweise dur
h vollst�andige Induktion bewiesen werden: F�ur den Induktionsan-fang mu� gezeigt werden, da� 12 = 13 ist; das ist o�ensi
htli
h der Fall.Wir setzen

Sn =

n∑

k=1

k =
n(n + 1)

2und nehmen an, die Behauptung sei f�ur ein festes n ∈ N bewiesen. Dann ist
(

n+1∑

k=1

k

)2

=
(

Sn + (n + 1)
)2

= S2

n + 2Sn(n + 1) + (n + 1)2

= S2

n + n(n + 1)2 + (n + 1)2 = S2

n + (n + 1)(n + 1)2 = S2

n + (n + 1)3

=IA n∑

k=1

k3 + (n + 1)3 =

n+1∑

k=1

k3 ,so da� die Behauptung au
h f�ur n+ 1 gilt. Na
h dem Prinzip der vollst�andigen Induktiongilt die behauptete Formel somit f�ur alle n ∈ N.b) Was ist 100∑

k=1

k3 ?Hinweis: Wir wissen aus der Vorlesung, da� die Summe der ersten n nat�urli
hen Zahlenglei
h 1

2
n(n + 1) ist. Im �ubrigen kann hier, wie so oft in der Mathematik, ges
hi
ktesAusklammern und Zusammenfassen viel Re
hnung ersparen.

Lösung: F�ur n = 100 ist Sn = 1

2
· 100 · 101 = 5050, und die gesu
hte Summe ist na
h a)das Quadrat davon, also

100∑

k=1

k3 = 50502 = 25 502 500 .



Aufgabe 3: (4 Punkte)
f: [a, b] → R sei eine streng monoton wa
hsende stetige Funktion. Konstruieren Sie eineIntervalls
ha
htelung ([an, bn]

)

n∈N
f�ur einen Punkt x ∈ [a, b] mit f(x) = 1

2

(

f(a) + f(b)
) !

Lösung: Wir setzen y = 1

2

(

f(a) + f(b)
), a1 = a und b1 = b. Dann f(a1) < y < f(a2);na
h dem Zwis
henwertsatz gibt es also ein x ∈ [a1, b1] mit f(x) = y. Wir konstruierenrekursiv weitere Intervalle [an, bn] mit f(an) < y < f(bn) wie folgt: Ist [an, bn] gegeben,so betra
hten wir die Intervallmitte cn = 1

2
(an + bn). Falls y ≤ f(cn) ist, setzen wir

an+1 = an und bn+1 <= cn, andernfalls setzen wir an+1 = cn und bn+1 = bn. In jedemder beiden F�alle ist [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn] und f(an+1) ≤ y ≤ f(bn+1), d.h. es gibtein x ∈ [an+1, bn+1] mit f(x) = y. Da jedes Intervall die halbe L�ange seines Vorg�angershat, bilden die Intervall�angen eine Nullfolge, wir haben also eine Intervalls
ha
htelung f�urdie gesu
hte Zahl x.
Aufgabe 4: (6 Punkte)a) Finden Sie den Fehler im folgenden "Beweis\:F�ur eine reelle Zahl x ist (x + 1)2 = x2 + 2x + 1, also (x + 1)2 − 2x − 1 = x2. Subtraktionvon x(2x + 1) auf beiden Seiten ma
ht daraus (x + 1)2 − (x + 1)(2x + 1) = x2 − x(2x + 1).Addieren wir no
h auf beiden Seiten das Quadrat von 1

2
(2x + 1), erhalten wir

(x + 1)2 − 2(x + 1) · 2x + 1

2
+

(

2x + 1

2

)2

= x2 − 2x · 2x + 1

2
+

(

2x + 1

2

)2oder ((x + 1) −
2x + 1

2

)2

=

(

x −
2x + 1

2

)2 , d.h. (x + 1) − 1

2
(2x + 1) = x − 1

2
(2x + 1) unddamit x + 1 = x.

Lösung: Wenn a2 = b2 ist, mu� ni
ht a = b sein. In der Tat ist hier x+1− 1

2
(2x+1) = 1

2
,aber x − 1

2
(2x + 1) = −1

2
. Der mit "d.h.\ eingeleitete S
hlu� ist also fals
h.b) Das geometris
he Mittel zweier positiver Zahlen a, b ist die Quadratwurzel ihres Pro-dukts, also die Zahl √ab. Zeigen Sie mit Hilfe der binomis
hen Formeln, da� es stetskleiner oder glei
h dem arithmetis
hen Mittel 1

2
(a + b) der beiden Zahlen ist!

Lösung: Da sowohl √ab als au
h 1

2
(a+b) positiv sind, ist die Unglei
hung √

ab ≤ 1

2
(a+b)glei
hbedeutend mit der entspre
henden Unglei
hung f�ur die Quadrate, also

ab ≤ 1

4
(a + b)2 =

1

4
(a2 + 2ab + b2) .Die Di�erenz der beiden Seiten ist

1

4
(a2 + 2ab + b2) − ab =

1

4
(a2 − 2ab + b2) =

1

4
(a − b)2 ≥ 0 ,was die Behauptung beweist.
) Wann sind die beiden Mittelwerte glei
h?

Lösung: Wenn sie glei
h sind, vers
hwindet die Di�erenz ihrer Quadrate, die wir gerademit 1

4
(a − b)2 = 0 identi�ziert haben. Dieser Ausdru
k vers
hwindet nur f�ur a = b, undin diesem Fall haben nat�urli
h au
h beide Mittelwerte den Wert a = b.



Aufgabe 5: (12 Punkte)Ents
heiden Sie f�ur jede der hier de�nierten Folgen, ob sie konvergent, bes
hr�ankt und/odermonoton ist! Geben Sie im Falle der Konvergenz, soweit m�ogli
h, au
h den Grenzwert an!a) xn =
10n + 11

11n − 10
b) yn =

en + 1

e2n

) zn =

en + e−n

2n
d) wn = (−1)n +

(

1

2

)n

Lösung: a)
xn =

10n + 11

11n − 10
=

10

11

(

n + 11/10

n − 10/11

)

=
10

11

(

n − 10/11 + 10/11 + 11/10

n − 10/11

)

=
10

11

(

1 +
10/11 + 11/10

n − 10/11

) .In der letzten Klammer steht 1 plus eine monoton fallende Nullfolge; somit konvergiertdie Folge der xn na
h den Re
henregeln f�ur Grenzwerte gegen 10/11, und sie ist monotonfallend. Daher ist sie dur
h x1 = 21 na
h oben bes
hr�ankt und dur
h ihren Grenzwert
10/11 na
h unten.b) yn =

en + 1

e2n
=

en

e2n
+

1

e2n
= e−n + e−2n, die Folge ist also die Summe zweier Folgen derForm (qn)n∈N mit q = e−1 bzw. q = e−2; insbesondere ist in beiden F�allen |q| < 1. Dahersind beides monoton fallende Nullfolgen, also au
h ihre Summe. Eine obere S
hranke ist

y1 = e−1 + e−2, eine untere nat�urli
h die Null.
) zn =
en + e−n

2n
=

en

2n
+

e−n

2n
=
(e

2

)n

+

(

1

2e

)n ist, da e/2 > 1 ist, die Summe einer unbe-s
hr�ankt wa
hsenden Folge und einer Nullfolge. Damit ist die Folge ni
ht bes
hr�ankt undinsbesondere ni
ht konvergent. (Sie divergiert bestimmt gegen ∞.)Wir erwarten, da� zn zumindest bei gro�en Werten von n monoton wa
hsen sollte, dennzwar ist e−n monoton fallend, hat aber im Verglei
h zu en nur einen geringen E�ekt. Umzu �uberpr�ufen, ob wirkli
h zn+1 > zn f�ur alle n, bere
hnen wir die Di�erenz:
zn−1 − zn =

en+1 + e−(n+1)

2n+1
−

en + e−n

2n
=

en+1 + e−(n+1) − 2(en + e−n)

2n+1

=
en+1 − 2en + e(n+1) − 2e−n

2n+1
=

en(e − 2) − e−(n+1)(2e − 1)

2n+1
.Sie ist genau dann positiv, wenn ihr Z�ahler positiv ist, wenn also en(e−2) > e−(n+1)(2e−1)ist. Das wiederum gilt, da alle Faktoren positiv sind, genau dann, wenn

e2n+1 >
2e − 1

e − 2
= 2 +

3

e − 2
.Wegen e − 2 > 1

2
ist die re
hte Seite kleiner als 2 + 6 = 8; die linke ist mindestens e3, undda e > 2, ist dies gr�o�er als 23 = 8. Somit gilt die Unglei
hung f�ur alle n; die Folge istalso streng monoton wa
hsend.d) wn = (−1)n +
(

1

2

)n ist die Summe aus einer Folge, die zyklis
h zwis
hen 1 und −1alterniert, und einer Nullfolge. Sie konvergiert ni
ht und ist au
h ni
ht monoton, da dieFolgenglieder f�ur gro�e n abwe
hselnd nahe bei 1 und nahe bei −1 sind. Die Folge ist na
hunten bes
hr�ankt dur
h −1 und na
h oben dur
h 5/4



Aufgabe 6: (6 Punkte)Bestimmen Sie, sofern es existiert, das In�mum und das Supremum der folgenden Teil-mengen von R:a) A = (1, 2) ∪ [3, 4] b) B =
{
x ∈ R

∣

∣ x4 < 9
} 
) C =

{
1 − e−n

∣

∣ n ∈ Z
} !

Lösung:a) Da das erste Intervall links vom zweiten liegt, ist seine Untergrenze eine untere S
hrankef�ur A; eine gr�o�ere kann es ni
ht geben, denn zu jedem N > 1 gibt es ein Element von
(1, 2), das gr�o�er ist. Das In�mum von A ist also 1. Das Supremum ist entspre
hendglei
h 4, denn als Obergrenze des re
htsliegenden Intervalls ist das eine obere S
hranke,und zu jeder kleineren Zahl gibt es ein Element von (3, 4), das gr�o�er ist.b) x4 < 9 gilt genau dann, wenn x2 < 3 ist, d.h. |x| <

√
3. Somit ist B = (−

√
3,

√
3); dasIn�mum ist also −

√
3 und das Supremum √

3.
) F�ur negative n = −m ist 1 − e−n = 1 − em; da 1 − em f�ur hinrei
hend gro�e m kleinerwird als jede S
hranke M ∈ R, hat B keine untere S
hranke und damit kein In�mum. F�ur
n ≥ 0 ist 1 − e−n monoton wa
hsend und lim

n→∞

(1 − e−n) = 1. Somit ist eins die kleinsteobere S
hranke, also das Supremum.
Aufgabe 7: (6 Punkte)In wel
hen Punkten x ∈ R ist die Funktion f:R → R mit

f(x) =






x2 falls |x| < 1

e(x−1)(x+3) falls 1 ≤ |x| ≤ 3

(x + 4)2 falls |x| > 3stetig?
Lösung: F�ur x /∈ {±1,±3} stimmt f mit einer Funktion �uberein, die aus Grundre
henartenund gegebenenfalls der Exponentialfunktion zusammengesetzt ist; dort ist f also stetig.F�ur x = ±1 ist x2 = 1, w�ahrend e(x−1)(x+3) zwar f�ur x = 1 ebenfalls eins ist, f�ur x = −1aber glei
h e−4 6= 1. Somit ist f zwar stetig an der Stelle x = 1, ni
ht aber bei x = −1.F�ur x = 3 ist e(x−1)(x+3) = e12 und (x + 4)2 = 49, was deutli
h kleiner ist. Dort ist f alsoni
ht stetig.F�ur x = −3 ist e(x−1)(x+3) = e0 = 1 = (x + 4)3; dort ist die Funktion stetig.
f ist somit stetig in allen Punkten x ∈ R r {−1, 3}.


