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Modulklausur Analysis I

cooe Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Thren Namen! ceoe
cooe Die Aufgaben miissen nicht in der angegebenen Reihenfolge cee
cee bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunéchst eoe
XX auf das, womit sie schnell Punkte holen kénnen! oo o

Fragen: (je zwei Punkte)

Die Antworten auf die nachfolgenden Fragen sollten nicht ldnger als etwa zwei Zeilen
sein und lediglich eine kurze Begrundung enthalten. Antworten ohne Begrundung
werden nicht gewertet.

Richtig oder falsch: Fiir jede konvergente Folge (x, )nen reeller Zahlen konvergiert auch
die Folge (|xn|)nen der Betrége.

Losung: Richtig, denn die Betragsfunktion ist stetig, und fiir jede stetige Funktion f gilt:
Ist lim x, =x, soist lim f(x,) = f(x).

n—oo n—oo
Richtig oder falsch: Jede stetig differenzierbare injektive Funktion f: R — R ist entweder
monoton wachsend oder monoton fallend.

Losung: Richtig: Ist f'(x) > 0 fiir alle x € R ist f monoton wachsend, falls f'(x) < 0
fiir alle x € R, ist f monoton fallend. Falls die Behauptung falsch ware, gidbe es daher
x1,%2 € R mit f'(x7) > 0 und f'(x2) < 0. An irgendeinem Punkt x3 zwischen x; und x;
hitte die stetige Funktion f' dann einen Vorzeichenwechsel, f also ein lokales Extremum,
und damit wére f in der Umgebung von x3 nicht injektiv.

Alternativ: Ware f weder monoton wachsend noch monoton fallend, so gdbe es ins-
besondere drei Zahlen x; < x, < x3, so da} f(x7) < f(x2), aber f(x2) > f(x3) wire
(oder umgekehrt). Bezeichnet y das Minimum (Maximum) von f(x;) und f(x3) gdbe es
dann nach dem Zwischenwertsatz sowohl im Intervall [x;, x>] als auch im Intervall [x,, x3]
ein Punkt mit Funktionswert y, im Widerspruch zur Injektivitdt. (Man beachte, dafl fiir
diesen zweiten Ansatz die Stetigkeit von f geniigt.)

Richtig oder falsch: Jede bijektive Funktion f:R — R ist entweder monoton wachsend
oder monoton fallend.

Loésung: Falsch; ein Gegenbeispiel ist etwa die Funktion

R—R

f: X falls x ¢ Z
X'_){x—l—l falls x € Z

Sie ist zwar bijektiv, aber nicht monoton wachsend, da f(1) =2 > 3 = f(3), und sie ist
auch nicht monoton fallend, dennoof (M =2<3=1(2).

Richtig oder falsch: Die Reihe Z e 2" konvergiert.
k=1

Loésung: Richtig, denn fiir alle k € N ist 2% > k, also e 2" < e *. Die Reihe Y >°, e *
ist eine geometrische Reihe mit Quotient e~' < 1, also konvergiert sie, und da beide
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Reihen nur positive Terme haben, konvergiert auch die betrachtete Reihe nach dem Ma-
jorantenkriterium.

Alternativ 148t sich hier auch das Quotientenkriterium anwenden:

k+1 3
-2 e? ok _ok+1

_k _2 .
= = =e <e “<1 firallekeN
e—2F g2k 1 =

Richtig oder falsch: Die Reihe Z e " konvergiert.

Lésung: Falsch,; da jeder Sumn]fa:n1d grofer als eins ist, muf diese Reihe (bestimmt gegen
+00) divergieren.

1
Was ist J(eZX —cos7x)dx ?
0
! 2x : 2 1
Lésung: J(ezx —cos7x) dx = < + Akl I S , da sin0 = sin7t = 0 ist.
2 T |y 2
0
Aufgabe 1: (7 Punkte)
7—+5
Stellen Sie die Zahl x = u moglichst einfach dar und zeigen Sie, dal 0 < x < 1 ist!
V7+15

Losung: Wir erweitern so, dafl wir im Nenner die dritte binomische Formel anwenden
konnen, also mit v/7 — v/5:

W7-V5)?  _7-2V35+5 o e

TVTEVRVT VB 75

Dies ist positiv, da 62 = 36 > 35 ist, und kleiner als eins, denn (v/35+1)2 = 35+2v/35+1
ist grofler als 36.

143
Schreiben Sie die komplexe Zahl z; = ] +? in der Form a + bi mit a,b € R!
—1
Losung: Auch hier wenden wir wieder die dritte binomische Formel an:
(1+1)? 14+2i—1 21, .
200+ (1 2 oo
S (1+1)2013

dlto fur Z) = m '
Losung: Offensichtlich ist z; = 23013 = {2073 = {2012 . { — { denn 2012 ist durch vier
teilbar.
Finden Sie alle komplexen Losungen der quadratischen Gleichung z?> —2iz+15=0 !

Loésung: Wir schreiben die Gleichung als
(z—1)24+14+15=(z—1)>+16=0 oder (z—1)>=-16.

Dies gilt genau dann, wenn z — i = £4i ist, die Losungen sind also i + 41 = 5i und
1i—4 =31
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Aufgabe 2: (5 Punkte)

(m+1)(n+5)

3 fiir alle n € N!

Zeigen Sie: 3 k(k+3) =4+ 10+ +n(n+3) = =
k=1

Losung: Das kann beispielsweise durch vollstdndige Induktion bewiesen werden: Fiir den
Induktionsanfang mufl gezeigt werden, dafl

1-2-6
3

1
D k(k+3)=1-4=
k=1

ist; das ist offensichtlich der Fall.
Ist die Behauptung fiir ein festes n € N bewiesen, ist

n+1 n
D Kk+3) =) Kkk+3)+n+T)n+4) = “(“+]3)(“+5) F(n+1)(n+4)
k=1 k=1
M+ 1)Mm45) +3n+1)n+4)  (n+1)(n(n+5)+3(n+4)
N 3 N 3
M+1)M?>+5n+3n+12)  (n+1)(n?+8n+12)

3 3

Wir miissen zeigen, dafl dies gleich

Mm4+N((n+D+1)((n+1)+5) m+1)Mn+2)(n+6)
3 B 3

ist; wegen (n+2)(n+6) =n? +8n+ 12 ist das in der Tat so. Daher gilt die Behauptung,
falls sie fiir n gilt, auch fiir n + 1; nach dem Prinzip der vollstadndigen Induktion gilt die
behauptete Formel daher fiir alle n € N.

Aufgabe 3: (14 Punkte)
In welchen Punkten x € R ist die Funktion f: R ~ {0} — R mit

fi(x) = 22X _ 2 fijir x < 0

def X
f(x) = { fa(x) d:fx3—x2 fir 0 <x <1
f3(x) = eX ! fiir x > 1

stetig, in welchen differenzierbar?

sin 2x

Losung: f(x) = — 2 ist stetig und differenzierbar fiir alle x # 0, denn sin 2x ist
stetig und differenzierbar, und solange x # 0, dndert auch die Division durch x nichts
daran, und die Subtraktion der Zwei ist erst recht problemlos.

f, ist als Polynom ohnehin auf ganz R stetig und differenzierbar, genauso auch die Ex-
ponentialfunktion f3. Somit ist f auf R \ {0, 1} stetig und differenzierbar, denn in der
Umgebung eines jeden Punktes aus dieser Menge stimmt es mit einer der drei Funktio-
nen f; iiberein.

Zu untersuchen bleibt der Punkt x = 1. Hier ist f,(x) =1—1 =0 und f3(x) = e® =1, die
Funktion ist dort also nicht stetig und somit erst recht nicht differenzierbar.

LaBt sich f fortsetzen zu einer im Punkt x = 0 stetigen Funktion R - R ?
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Losung: Das ist genau dann moglich, wenn der linksseitige und der rechtsseitige Grenz-
wert fiir x — O {ibereinstimmen. Links ist f(x) = f;(x), und diese Funktion ist im Punkt
x = 0 nicht definiert. Da dort sowohl sin2x als auch x verschwinden, konnen wir aber
versuchen, mit der Regel von DE L’HOPITAL einen Grenzwert zu bestimmen:

in2 2cos2
lim 229 i 29X 5 alsoist  lim fi(x) =2—2=0.

x—0 X x—0 1 x—0

Da auch f,(0) verschwindet, 188t sich die Funktion durch die Definition f(0) = O stetig
fortsetzen.

Last sich f fortsetzen zu einer im Punkt x = O differenzierbaren Funktion R — R ?

Losung: Dazu miissen wir die Ableitungen betrachten:

f’1 (x) = 2x cos 2x — sin 2x

X2
wird im Nullpunkt wieder ein Ausdruck der Form ,,%“; wir konnen also wieder die Regel
von DE L'HOPITAL anwenden und erhalten

2cos2x —4xsin 2x — 2 cos 2x

. / R H 1 o . — .
ilil})ﬂ(x)—i% Zx —ilin(.)( 2sin2x) =0;

da auch f5(x) = 3x? — 2x im Nullpunkt verschwindet, ist die in b) stetig fortgesetzte
Funktion also im Nullpunkt differenzierbar.

Was sind

1 2 2
Jf(X) dx, Jf(x) dx und Jf(x) dx?
0 1 0

Losung: Da es bei der Integration auf isolierte Punkte nicht ankommt, ist

1

1 1 1 4 s
Jf(x) dx:sz(x) dx:J(x3—x2)dx: —_—— —

4 31,
0 0 0

e*~ 1 = e~ Te* hat sich selbst als Stammfunktion; also ist
2

2 2
Jf(x)dx:Je"] dx =" =e—1.
1 1
2 2
Damit istJf(x)dx:Jf(x)dx+Jf(x)dx:—l+e—1 —e— —.
0 1

Wo ist die Funktion

: 1
g XH{xsin; fiir x #£0
0 firx=0

stetig, wo differenzierbar?
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Loésung: Fiir x # 0 auf jeden Fall, denn sie ist nur aus Grundrechenarten und der Sinus-
funktion zusammengesetzt, und die Division durch x ist fiir x # O problemlos.

Im Punkt x = 0 ist der Ausdruck sin % nicht definiert; da aber fiir jedes x # O der Betrag
von sin 1 hochstens gleich eins ist, ist [xsin 1| < |x|, und damit ist lim xsin 1 = 0. Die

X—

Funktion ist somit im Nullpunkt stetig.
Die Ableitung von xsin% ist nach Produkt- und Kettenregel

1 1 <—1> 1] 1
sin — +xcos— - [ —5 | =sin— — —cos —.
X x \ X X X X

Diese Funktion kann keinen Grenzwert fiir x — 0 haben, denn cos % nimmt auch beliebig

nahe der Null immer wieder den Wert eins an, so dafl sich der Gesamtausdruck beliebig
weit von der Null entfernen kann; andererseits aber ist er auch in jeder beliebig kleinen
Umgebung der Null immer wieder gleich null. Somit ist g im Nullpunkt nicht differenzier-
bar.

Aufgabe 4: (10 Punkte)

Wo hat die Funktion f:R — R mit f(x) = x3 4+ 3x? — 3 ihre lokalen Maxima, wo die
Minima? Welche Funktionswerte werden dort angenommen?

Losung: Da f differenzierbar ist, mufl in einem lokalen Extremum die Ableitung

'(x) = 3x%? + 6x = 3x(x + 2)

verschwinden,; die einzigen Kandidaten fiir lokale Extrema sind daher x = —2 und x = 0.
Fiir x < —2 und fiir x > 0 ist f'(x) > 0, die Funktion f also monoton steigend; fiir
—2 < x<0ist f'(x) <0, die Funktion f also monoton fallend. Somit liegt bei x = —2 ein
lokales Maximum mit f(—2) = 1, bei x = 0 ein lokales Minimum mit f(0) = —3.

Zeigen Sie, daBl f im Intervall [—3, 1] genau drei reelle Nullstellen hat!

Losung: Da f(—2) = 1 und f(0) = —3 verschiedene Vorzeichen haben, gibt es auf jeden
Fall eine Nullstelle im Intervall (—2, 0). Auflerdem ist f(—3) = —3 und f(1) = 1, also gibt es
auch im Intervall (—3, —2) und im Intervall (0, 1) noch jeweils mindestens eine Nullstelle.
Da ein nichtverschwindendes kubisches Polynom hdchstens drei reelle Nullstellen hat, liegt
in jedem der drei Teilintervalle genau eine.

Wo ist die Funktion konvex, wo konkav?

Losung: f”(x) = 6x + 6 ist fiir x < —1 negativ, also ist die Funktion dort konkav; fiir
x > —1 ist sie konvex.

Richtig oder falsch: Die Funktion g: R — R sei stetig differenzierbar, und fiir zwei Zahlen
a<beRseig(a)=g(b). Dann hat ¢’(x) im Intervall [a, b] ein positives Maximum, ein
negatives Minimum sowie mindestens eine Nullstelle.

Lésung: Falsch, denn fiir eine konstante Funktion g verschwindet die Ableitung identisch.
(Fiir nichtkonstante Funktionen ist die Behauptung richtig, denn die Funktion h(x) =
g(x) — g(a) verschwindet bei x = a und bei x = b, also hat h/(x) = ¢’(x) nach dem
Satz von ROLLE mindestens eine Nullstelle vom Intervall [a, b]. Aulerdem nimmt g’ als
stetige Funktion auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] sowohl sein Maximum als auch
sein Minimum an. Da ¢’ eine Nullstelle hat, ist das Maximum gréfier oder gleich null, das
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Minimum kleiner oder gleich null. Wéren beide gleich null, wére die Funktion konstant.
Wiére eines gleich null, das andere aber nicht, so wire die Funktion monoton, aber nicht
konstant, also konnte unmdglich g(a) = g(b) sein. Somit ist das Maximum positiv und
das Minimum negativ.)

Die stetige Funktion h: R — R sei injektiv und f(0) > f(1). Auf welche Menge bildet f das
offene Intervall (0, 1) ab?

Losung: Als injektive Funktion muf} f auf [0, 1] monoton sein; da f(0) > f(1), ist f mono-
ton fallend. Also wird [0, 1] auf [f(1), f(0)] abgebildet und damit, wegen der Injektivitat,
(0, 1) auf (f(1), f(0)).

Aufgabe 5: (6 Punkte)

Bestimmen Sie das TAYLOR-Polynom dritten Grades der Funktion f(x) = e52* um den
Nullpunkt!

Lésung: Wir brauchen zunidchst die Ableitungen von f an der Stelle x = 0; nach der
Kettenregel ist .
f'(x) = 2cos 2x e¥22* | also f/(0) =2.

Fir die weiteren Ableitungen miissen wir dieses Resultat sowie die Produktregel anwen-
den: Wenn wir jeweils e*i"?* als einen der beiden Faktoren nehmen, erhalten wir

f(x) = esin2x fl0) =1
f'(x) = es22%(2cos 2x) f(0) = 2
f(x) = es22%(—4sin2x + 4 cos? 2x) f7(0) = 4
7(x) = esi®2¥(—8cos 2x — 16 cos 2x sin 2x + 2 cos 2x - (—4 sin 2x + 4 cos? 2x))

= 818 2X(—8cos 2x — 24 cos 2x sin 2x + 8 cos 2x) f7(0) = 0.

Das TAYLOR-Polynom dritten Grades um den Nullpunkt ist somit T¢ o(h) =1+ 2h + 2h? .

Aufgabe 6: (6 Punkte)

Driicken Sie cos? x — sin* x aus als Linearkombination von Funktionen der Form cos ax
mit a € R!

Losung: Nach den EuLERschen Formeln ist

4 <eix + efix )4 e4ix + 4eZix +6+ 46721x + ef4ix

cos” x = _
2 16
und
sin? x = e —e ' et —de?ix 46 —4em x4 e dix

S\ - 16 :

Somit ist | |
. 8e2ix + 8e—2ix
costx —sin*x=2_"T°" _ cos2x.

16

Finden Sie alle Funktionen f: R — R mit /(x) = cos* x — sin® x!

Loésung: Nach a) ist cos? x—sin® x = cos 2x, und diese Funktion hat natiirlich % sin 2x als
Stammfunktion. Da sich zwei Stammfunktionen nach dem Mittelwertsatz der Differential-
rechnung um eine additive Konstante unterscheiden, 1ait sich daher jede solche Funktion f
schreiben als f(x) = J sin 2x + C mit einer reellen Zahl C.



