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Modulklausur Analysis I

• • • Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! • • •
• • • Die Aufgaben müssen nicht in der angegebenen Reihenfolge • • •
• • • bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunächst • • •
• • • auf das, womit sie schnell Punkte holen können! • • •

Fragen: (je zwei Punkte)Die Antworten auf die na
hfolgenden Fragen sollten ni
ht l�anger als etwa zwei Zeilensein und ledigli
h eine kurze Begr�undung enthalten. Antworten ohne Begr�undungwerden ni
ht gewertet.1) Ri
htig oder fals
h: F�ur jede konvergente Folge (xn)n∈N reeller Zahlen konvergiert au
hdie Folge (|xn|)n∈N der Betr�age.
Lösung: Ri
htig, denn die Betragsfunktion ist stetig, und f�ur jede stetige Funktion f gilt:Ist lim

n→∞

xn = x, so ist lim
n→∞

f(xn) = f(x).2) Ri
htig oder fals
h: Jede stetig di�erenzierbare injektive Funktion f:R → R ist entwedermonoton wa
hsend oder monoton fallend.
Lösung: Ri
htig: Ist f′(x) ≥ 0 f�ur alle x ∈ R ist f monoton wa
hsend, falls f′(x) ≤ 0f�ur alle x ∈ R, ist f monoton fallend. Falls die Behauptung fals
h w�are, g�abe es daher
x1, x2 ∈ R mit f′(x1) > 0 und f′(x2) < 0. An irgendeinem Punkt x3 zwis
hen x1 und x2h�atte die stetige Funktion f′ dann einen Vorzei
henwe
hsel, f also ein lokales Extremum,und damit w�are f in der Umgebung von x3 ni
ht injektiv.
Alternativ: W�are f weder monoton wa
hsend no
h monoton fallend, so g�abe es ins-besondere drei Zahlen x1 < x2 < x3, so da� f(x1) < f(x2), aber f(x2) > f(x3) w�are(oder umgekehrt). Bezei
hnet y das Minimum (Maximum) von f(x1) und f(x3) g�abe esdann na
h dem Zwis
henwertsatz sowohl im Intervall [x1, x2] als au
h im Intervall [x2, x3]ein Punkt mit Funktionswert y, im Widerspru
h zur Injektivit�at. (Man bea
hte, da� f�urdiesen zweiten Ansatz die Stetigkeit von f gen�ugt.)3) Ri
htig oder fals
h: Jede bijektive Funktion f:R → R ist entweder monoton wa
hsendoder monoton fallend.
Lösung: Fals
h; ein Gegenbeispiel ist etwa die Funktion

f:


R → R

x 7→
{

x falls x /∈ Z

x + 1 falls x ∈ ZSie ist zwar bijektiv, aber ni
ht monoton wa
hsend, da f(1) = 2 > 3
2

= f
(

3
2

), und sie istau
h ni
ht monoton fallend, denn f(1) = 2 < 3 = f(2).4) Ri
htig oder fals
h: Die Reihe ∞∑

k=1

e−2k konvergiert.
Lösung: Ri
htig, denn f�ur alle k ∈ N ist 2k > k, also e−2k

< e−k. Die Reihe ∑
∞

k=1 e−kist eine geometris
he Reihe mit Quotient e−1 < 1, also konvergiert sie, und da beide



Reihen nur positive Terme haben, konvergiert au
h die betra
htete Reihe na
h dem Ma-jorantenkriterium.Alternativ l�a�t si
h hier au
h das Quotientenkriterium anwenden:
e−2k+1

e−2k
=

e2k

e2k+1
= e2k

−2k+1

= e−2k ≤ e−2 < 1 f�ur alle k ∈ N5) Ri
htig oder fals
h: Die Reihe ∞∑

k=1

e2−k konvergiert.
Lösung: Fals
h; da jeder Summand gr�o�er als eins ist, mu� diese Reihe (bestimmt gegen
+∞) divergieren.6) Was ist 1∫

0

(e2x − 
osπx)dx ?
Lösung:

1∫

0

(e2x − 
osπx)dx =
e2x

2
+

sinπx

π

∣

∣

∣

∣

1

0

=
e2 − 1

2
, da sin 0 = sinπ = 0 ist.

Aufgabe 1: (7 Punkte)a) Stellen Sie die Zahl x =

√
7 −

√
5√

7 +
√

5
m�ogli
hst einfa
h dar und zeigen Sie, da� 0 < x < 1 ist!

Lösung: Wir erweitern so, da� wir im Nenner die dritte binomis
he Formel anwendenk�onnen, also mit √7 −
√

5:
x =

(
√

7 −
√

5)2

(
√

7 +
√

5)(
√

7 −
√

5)
=

7 − 2
√

35 + 5

7 − 5
= 6 −

√
35 .Dies ist positiv, da 62 = 36 > 35 ist, und kleiner als eins, denn (

√
35+1)2 = 35+2

√
35+1ist gr�o�er als 36.b) S
hreiben Sie die komplexe Zahl z1 =

1 + i

1 − i
in der Form a + bi mit a, b ∈ R !

Lösung: Au
h hier wenden wir wieder die dritte binomis
he Formel an:
z2 =

(1 + i)2

(1 − i)(1 + i)
=

1 + 2i − 1

1 − (−1)
=

2i

2
= i = 0 + 1 · i .
) dito f�ur z2 =

(1 + i)2013

(1 − i)2013
!

Lösung: O�ensi
htli
h ist z2 = z2013
1 = i2013 = i2012 · i = i, denn 2012 ist dur
h vierteilbar.d) Finden Sie alle komplexen L�osungen der quadratis
hen Glei
hung z2 − 2iz + 15 = 0 !

Lösung: Wir s
hreiben die Glei
hung als
(z − i)2 + 1 + 15 = (z − i)2 + 16 = 0 oder (z − i)2 = −16 .Dies gilt genau dann, wenn z − i = ±4i ist, die L�osungen sind also i + 4i = 5i und

i − 4i = −3i.



Aufgabe 2: (5 Punkte)Zeigen Sie: n∑

k=1

k(k + 3) = 4 + 10 + · · · + n(n + 3) =
n(n + 1)(n + 5)

3
f�ur alle n ∈ N !

Lösung: Das kann beispielsweise dur
h vollst�andige Induktion bewiesen werden: F�ur denInduktionsanfang mu� gezeigt werden, da�
1∑

k=1

k(k + 3) = 1 · 4 =
1 · 2 · 6

3ist; das ist o�ensi
htli
h der Fall.Ist die Behauptung f�ur ein festes n ∈ N bewiesen, ist
n+1∑

k=1

k(k + 3) =

n∑

k=1

k(k + 3) + (n + 1)(n + 4) =IA n(n + 1)(n + 5)

3
+ (n + 1)(n + 4)

=
n(n + 1)(n + 5) + 3(n + 1)(n + 4)

3
=

(n + 1)
(

n(n + 5) + 3(n + 4)
)

3

=
(n + 1)(n2 + 5n + 3n + 12)

3
=

(n + 1)(n2 + 8n + 12)

3
.Wir m�ussen zeigen, da� dies glei
h

(n + 1)
(

(n + 1) + 1
)(

(n + 1) + 5
)

3
=

(n + 1)(n + 2)(n + 6)

3ist; wegen (n + 2)(n + 6) = n2 + 8n + 12 ist das in der Tat so. Daher gilt die Behauptung,falls sie f�ur n gilt, au
h f�ur n + 1; na
h dem Prinzip der vollst�andigen Induktion gilt diebehauptete Formel daher f�ur alle n ∈ N.
Aufgabe 3: (14 Punkte)a) In wel
hen Punkten x ∈ R ist die Funktion f:R r {0} → R mit

f(x) =






f1(x) =def sin2x
x

− 2 f�ur x < 0

f2(x) =def x3 − x2 f�ur 0 < x < 1

f3(x) =def ex−1 f�ur x ≥ 1stetig, in wel
hen di�erenzierbar?
Lösung: f1(x) = sin2x

x
− 2 ist stetig und di�erenzierbar f�ur alle x 6= 0, denn sin 2x iststetig und di�erenzierbar, und solange x 6= 0, �andert au
h die Division dur
h x ni
htsdaran, und die Subtraktion der Zwei ist erst re
ht problemlos.

f2 ist als Polynom ohnehin auf ganz R stetig und di�erenzierbar, genauso au
h die Ex-ponentialfunktion f3. Somit ist f auf R r {0, 1} stetig und di�erenzierbar, denn in derUmgebung eines jeden Punktes aus dieser Menge stimmt es mit einer der drei Funktio-nen fi �uberein.Zu untersu
hen bleibt der Punkt x = 1. Hier ist f2(x) = 1− 1 = 0 und f3(x) = e0 = 1, dieFunktion ist dort also ni
ht stetig und somit erst re
ht ni
ht di�erenzierbar.b) L�a�t si
h f fortsetzen zu einer im Punkt x = 0 stetigen Funktion R → R ?



Lösung: Das ist genau dann m�ogli
h, wenn der linksseitige und der re
htsseitige Grenz-wert f�ur x → 0 �ubereinstimmen. Links ist f(x) = f1(x), und diese Funktion ist im Punkt
x = 0 ni
ht de�niert. Da dort sowohl sin 2x als au
h x vers
hwinden, k�onnen wir aberversu
hen, mit der Regel von de l'Hôpital einen Grenzwert zu bestimmen:lim

x→0

sin 2x

x
= lim

x→0

2 
os 2x

1
= 2 , also ist lim

x→0
f1(x) = 2 − 2 = 0 .Da au
h f2(0) vers
hwindet, l�a�t si
h die Funktion dur
h die De�nition f(0) = 0 stetigfortsetzen.
) L�a�t si
h f fortsetzen zu einer im Punkt x = 0 di�erenzierbaren Funktion R → R ?

Lösung: Dazu m�ussen wir die Ableitungen betra
hten:
f′1(x) =

2x 
os 2x − sin 2x

x2wird im Nullpunkt wieder ein Ausdru
k der Form "0
0
\; wir k�onnen also wieder die Regelvon de l'Hôpital anwenden und erhaltenlim

x→0
f′1(x) = lim

x→0

2 
os 2x − 4x sin 2x − 2 
os 2x

2x
= lim

x→0
(−2 sin 2x) = 0 ;da au
h f′2(x) = 3x2 − 2x im Nullpunkt vers
hwindet, ist die in b) stetig fortgesetzteFunktion also im Nullpunkt di�erenzierbar.d) Was sind

1∫

0

f(x)dx,

2∫

1

f(x)dx und 2∫

0

f(x)dx ?
Lösung: Da es bei der Integration auf isolierte Punkte ni
ht ankommt, ist

1∫

0

f(x)dx =

1∫

0

f2(x)dx =

1∫

0

(x3 − x2)dx =
x4

4
−

x3

3

∣

∣

∣

∣

1

0

=
1

4
−

1

3
= −

1

12
.

ex−1 = e−1ex hat si
h selbst als Stammfunktion; also ist
2∫

1

f(x)dx =

2∫

1

ex−1 dx = ex−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

1

= e − 1 .Damit ist 2∫

0

f(x)dx =

1∫

0

f(x)dx +

2∫

1

f(x)dx = −
1

12
+ e − 1 = e −

13

12
.e) Wo ist die Funktion

g:


R → R

x 7→
{

x sin 1

x
f�ur x 6= 0

0 f�ur x = 0stetig, wo di�erenzierbar?



Lösung: F�ur x 6= 0 auf jeden Fall, denn sie ist nur aus Grundre
henarten und der Sinus-funktion zusammengesetzt, und die Division dur
h x ist f�ur x 6= 0 problemlos.Im Punkt x = 0 ist der Ausdru
k sin 1
x
ni
ht de�niert; da aber f�ur jedes x 6= 0 der Betragvon sin 1

x
h�o
hstens glei
h eins ist, ist ∣

∣x sin 1
x

∣

∣ ≤ |x|, und damit ist lim
x→0

x sin 1
x

= 0. DieFunktion ist somit im Nullpunkt stetig.Die Ableitung von x sin 1
x
ist na
h Produkt- und Kettenregelsin 1

x
+ x 
os 1

x
·
(

−1

x2

)

= sin 1

x
−

1

x

os 1

x
.Diese Funktion kann keinen Grenzwert f�ur x → 0 haben, denn 
os 1

x
nimmt au
h beliebignahe der Null immer wieder den Wert eins an, so da� si
h der Gesamtausdru
k beliebigweit von der Null entfernen kann; andererseits aber ist er au
h in jeder beliebig kleinenUmgebung der Null immer wieder glei
h null. Somit ist g im Nullpunkt ni
ht di�erenzier-bar.

Aufgabe 4: (10 Punkte)a) Wo hat die Funktion f:R → R mit f(x) = x3 + 3x2 − 3 ihre lokalen Maxima, wo dieMinima? Wel
he Funktionswerte werden dort angenommen?
Lösung: Da f di�erenzierbar ist, mu� in einem lokalen Extremum die Ableitung

f′(x) = 3x2 + 6x = 3x(x + 2)vers
hwinden; die einzigen Kandidaten f�ur lokale Extrema sind daher x = −2 und x = 0.F�ur x < −2 und f�ur x > 0 ist f′(x) > 0, die Funktion f also monoton steigend; f�ur
−2 < x < 0 ist f′(x) < 0, die Funktion f also monoton fallend. Somit liegt bei x = −2 einlokales Maximum mit f(−2) = 1, bei x = 0 ein lokales Minimum mit f(0) = −3.b) Zeigen Sie, da� f im Intervall [−3, 1] genau drei reelle Nullstellen hat!
Lösung: Da f(−2) = 1 und f(0) = −3 vers
hiedene Vorzei
hen haben, gibt es auf jedenFall eine Nullstelle im Intervall (−2, 0). Au�erdem ist f(−3) = −3 und f(1) = 1, also gibt esau
h im Intervall (−3, −2) und im Intervall (0, 1) no
h jeweils mindestens eine Nullstelle.Da ein ni
htvers
hwindendes kubis
hes Polynom h�o
hstens drei reelle Nullstellen hat, liegtin jedem der drei Teilintervalle genau eine.
) Wo ist die Funktion konvex, wo konkav?
Lösung: f′′(x) = 6x + 6 ist f�ur x < −1 negativ, also ist die Funktion dort konkav; f�ur
x > −1 ist sie konvex.e) Ri
htig oder fals
h: Die Funktion g:R → R sei stetig di�erenzierbar, und f�ur zwei Zahlen
a < b ∈ R sei g(a) = g(b). Dann hat g′(x) im Intervall [a, b] ein positives Maximum, einnegatives Minimum sowie mindestens eine Nullstelle.
Lösung: Fals
h, denn f�ur eine konstante Funktion g vers
hwindet die Ableitung identis
h.(F�ur ni
htkonstante Funktionen ist die Behauptung ri
htig, denn die Funktion h(x) =

g(x) − g(a) vers
hwindet bei x = a und bei x = b, also hat h′(x) = g′(x) na
h demSatz von Rolle mindestens eine Nullstelle vom Intervall [a, b]. Au�erdem nimmt g′ alsstetige Funktion auf dem abges
hlossenen Intervall [a, b] sowohl sein Maximum als au
hsein Minimum an. Da g′ eine Nullstelle hat, ist das Maximum gr�o�er oder glei
h null, das



Minimum kleiner oder glei
h null. W�aren beide glei
h null, w�are die Funktion konstant.W�are eines glei
h null, das andere aber ni
ht, so w�are die Funktion monoton, aber ni
htkonstant, also k�onnte unm�ogli
h g(a) = g(b) sein. Somit ist das Maximum positiv unddas Minimum negativ.)f) Die stetige Funktion h:R → R sei injektiv und f(0) > f(1). Auf wel
he Menge bildet f daso�ene Intervall (0, 1) ab?
Lösung: Als injektive Funktion mu� f auf [0, 1] monoton sein; da f(0) > f(1), ist f mono-ton fallend. Also wird [0, 1] auf [f(1), f(0)] abgebildet und damit, wegen der Injektivit�at,
(0, 1) auf (

f(1), f(0)
).

Aufgabe 5: (6 Punkte)Bestimmen Sie das Taylor-Polynom dritten Grades der Funktion f(x) = esin 2x um denNullpunkt!
Lösung: Wir brau
hen zun�a
hst die Ableitungen von f an der Stelle x = 0; na
h derKettenregel ist

f′(x) = 2 
os 2x esin 2x , also f′(0) = 2 .F�ur die weiteren Ableitungen m�ussen wir dieses Resultat sowie die Produktregel anwen-den: Wenn wir jeweils esin2x als einen der beiden Faktoren nehmen, erhalten wir
f(x) = esin2x f(0) = 1

f′(x) = esin2x(2 
os 2x) f′(0) = 2

f′′(x) = esin2x(−4 sin 2x + 4 
os2 2x) f′′(0) = 4

f′′′(x) = esin2x
(

−8 
os 2x − 16 
os 2x sin 2x + 2 
os 2x · (−4 sin 2x + 4 
os2 2x)
)

= esin2x(−8 
os 2x − 24 
os 2x sin 2x + 8 
os3 2x) f′′′(0) = 0 .Das Taylor-Polynom dritten Grades um den Nullpunkt ist somit Tf,0(h) = 1 + 2h + 2h2 .
Aufgabe 6: (6 Punkte)a) Dr�u
ken Sie 
os4 x − sin4 x aus als Linearkombination von Funktionen der Form 
osaxmit a ∈ R !
Lösung: Na
h den Eulers
hen Formeln ist
os4 x =

(

eix + e−ix

2

)4

=
e4ix + 4e2ix + 6 + 4e−2ix + e−4ix

16und sin4 x =

(

eix − e−ix

2i

)4

=
e4ix − 4e2ix + 6 − 4e−2ix + e−4ix

16
.Somit ist 
os4 x − sin4 x =

8e2ix + 8e−2ix

16
= 
os 2x .b) Finden Sie alle Funktionen f:R → R mit f′(x) = 
os4 x − sin4 x !

Lösung: Na
h a) ist 
os4 x− sin4 x = 
os 2x, und diese Funktion hat nat�urli
h 1
2
sin 2x alsStammfunktion. Da si
h zwei Stammfunktionen na
h dem Mittelwertsatz der Di�erential-re
hnung um eine additive Konstante unters
heiden, l�a�t si
h daher jede sol
he Funktion fs
hreiben als f(x) = 1

2
sin 2x + C mit einer reellen Zahl C.


