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Modulklausur Analysis I

• • • Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! • • •
• • • Die Aufgaben müssen nicht in der angegebenen Reihenfolge • • •
• • • bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunächst • • •
• • • auf das, womit sie schnell Punkte holen können! • • •

Fragen: (je zwei Punkte)Die Antworten auf die na
hfolgenden Fragen sollten ni
ht l�anger als etwa zwei Zeilensein und ledigli
h eine kurze Begr�undung enthalten. Antworten ohne Begr�undungwerden ni
ht gewertet.1) Ri
htig oder fals
h: Jede monoton fallende Folge positiver Zahlen konvergiert.
Lösung: Ri
htig: Eine Folge positiver Zahlen ist dur
h die Null na
h unten bes
hr�ankt,und jede monoton fallende na
h unten bes
hr�ankte Folge konvergiert.2) Ri
htig oder fals
h: Jede strikt monoton wa
hsende Funktion f:R → R ist injektiv.
Lösung: Ri
htig: Ist x 6= y, so k�onnen wir o.B.d.A. annehmen, da� x < y ist; wegen derstrikten Monotonie ist dann f(x) < f(y), insbesondere also f(x) 6= f(y).3) Ri
htig oder fals
h: Jede strikt monoton fallende Funktion f:R → R ist surjektiv.
Lösung: Fals
h; ein Gegenbeispiel ist etwa die Funktion f(x) = −ex, die nur negativeWerte annimmt, oder f(x) = e−x mit nur positiven Werten oder f(x) = − ar
tan x mitWerten nur aus (−π

2
, π

2
) oder . . .4) Ri
htig oder fals
h: Die Reihe ∞∑

k=1

1

k3 + 1
konvergiert.

Lösung: Ri
htig, denn f�ur alle k ∈ N ist k3 + 1 ≥ k3 ≥ k2, also 1/(k3 + 1) ≤ 1/k2.Wie wir aus der Vorlesung wissen, konvergiert die Reihe ∑∞

k=1
1

k2 ; da beide betra
hte-ten Reihen nur positive Terme haben, konvergiert die betra
htete Reihe also na
h demMajorantenkriterium.
NB: Es rei
ht ni
ht, da� die Folge der Summanden 1/(k3+1) eine Nullfolge ist; s
hlie�li
hdivergiert die harmonis
he Reihe. Au
h ein Verglei
h mit geometris
hen Reihen f�uhrt hierni
ht zum Ziel, denn der Quotient zweier aufeinanderfolgender Summanden konvergierthier gegen eins.5) F�ur die di�erenzierbare Funktion f:R → R sei f′(x) = f(x) f�ur alle x ∈ R und f(0) = 2.Was ist f(x) ?
Lösung: Wenn f′(x) = f(x) ist, mu� f(x) laut Voprlesung ein Vielfa
hes der Exponential-funktion sein. Da e0 = 1 aber f(0) = 2 ist, ist f(x) = 2ex.6) Was ist π∫

0

(x3 + 2 
os 2x)dx ?



Lösung:

π∫

0

(x3 + 2 
os 2x)dx =
x4

4
+ sin 2x

∣

∣

∣

∣

π

0

=
π4

4
, da sin 2x als Ableitung 2 
os 2x hatund der Sinus bei allen ganzzahligen Vielfa
hen von π vers
hwindet.

Aufgabe 1: (7 Punkte)Stellen Sie die Zahlena) 3 +
√

5

3 −
√

5
b) (i −

√
3)3 und 
) ( i −

√
3

2

)2013 m�ogli
hst einfa
h dar!
Lösung: Bei a) erweitern wir so, da� wir im Nenner die dritte binomis
he Formel anwen-den k�onnen, also mit 3 +

√
5:

3 +
√

5

3 −
√

5
=

(3 +
√

5)2

(3 −
√

5)(3 +
√

5)
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9 + 6
√
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2
+

3

2

√
5 .F�ur b) bere
hnen wir zun�a
hst

(i −
√

3)2 = i2 − 2i
√

3 + 3 = 2 − 2i
√

3und multiplizieren dies no
hmals mit (i −
√

3):
(2 − 2i

√
3)(i −

√
3) = 2i − 2

√
3 + 2

√
3 + 2i · 3 = 8i .Also ist (I −

√
3)3 = 8i.F�ur 
) folgt daraus, da� ( i −

√
3

2

)3

=
(i −

√
3)3

23
=

8i

8
= i ist; au�erdem ist 2013 = 3·671,also ( i −

√
3

2

)2013

= i671 = i3 = −i, denn 671 : 4 = 167 Rest 3.d) Finden Sie alle komplexen L�osungen der quadratis
hen Glei
hung z2 + 6iz − 13 = 0 !
Lösung: Wir s
hreiben die Glei
hung als

(z + 3i)2 + 9 − 13 = (z + 3i)2 − 4 = 0 oder (z + 3i)2 = 4 .Dies gilt genau dann, wenn z + 3i = ±2 ist, die L�osungen sind also 2 − 3i und −2 − 3i.
Aufgabe 2: (5 Punkte)Zeigen Sie, da� n∑

k=1

k(k + 1) = 2 + 6 + · · · + n(n + 1) =
n(n + 1)(n + 2)

3
f�ur alle n ∈ N !

Lösung: Das kann beispielsweise dur
h vollst�andige Induktion bewiesen werden: F�ur denInduktionsanfang mu� gezeigt werden, da�
1∑

k=1

k(k + 1) = 1 · 2 =
1 · 2 · 3

3



ist; das ist o�ensi
htli
h der Fall.Ist die Behauptung f�ur ein festes n ∈ N bewiesen, ist
n+1∑

k=1

k(k + 1) =

n∑

k=1

k(k + 1) + (n + 1)(n + 2) =IA n(n + 1)(n + 2)

3
+ (n + 1)(n + 2)

=
n(n + 1)(n + 2) + 3(n + 1)(n + 2)

3
.Die elegante L�osung besteht darin, hier (n + 1)(n + 2) auszuklammern, was sofort auf dasgew�uns
hte Ergebnis (n + 1)(n + 2)(n + 3)

3
f�uhrt; man kann aber au
h mit Bra
hialgewaltausmultiplizieren und erh�alt dann

(n3 + 3n2 + 2n) + 3(n + 1)(n + 2)

3
=

n3 + 6n2 + 11n + 6

3
.In diesem Fall mu� no
h gezeigt werden, da� dies glei
h

(n + 1)(n + 2)(n + 3)

3
=

(n + 1)(n2 + 5n + 6)

3
=

n3 + 6n2 + 11n + 6

3ist; au
h das ist o�ensi
htli
h erf�ullt. Na
h dem Prinzip der vollst�andigen Induktion giltdie behauptete Formel somit f�ur alle n ∈ N.
Aufgabe 3: (14 Punkte)a) In wel
hen Punkten x ∈ R ist die Funktion f:R r {1} → R mit

f(x) =





x3 f�ur x ≤ 0sinπx f�ur 0 < x < 1
ex − e

x − 1
f�ur x > 1stetig, in wel
hen di�erenzierbar?

Lösung: f1(x) = x3 ist stetig und di�erenzierbar auf ganz R, genauso au
h f2(x) = sinπx.Die Funktion f3(x) = ex
−e

x−1
ist im Punkt x = 1 ni
ht de�niert; in allen anderen x ∈ Rist au
h f3 stetig und di�erenzierbar, da Z�ahler und Nenner stetig und di�erenzierbarsind und der Nenner nur bei x = 1 vers
hwindet. Somit mu� f�ur die Stetigkeit undDi�erenzierbarkeit von f nur no
h der Punkt x = 0 untersu
ht werden. Da f1(0) = 03 = 0und f2(0) = sin(π ·0) = 0 �ubereinstimmen, ist f au
h dort stetig; da aber f′1(0) = 3 ·02 = 0und f′2(0) = π · 
os(π · 0) = π ist, kann f im Nullpunkt ni
ht di�erenzierbar sein. f istsomit stetig auf ganz R r {1}, aber nur di�erenzierbar auf R r {0, 1}.b) L�a�t si
h f fortsetzen zu einer im Punkt x = 1 stetigen Funktion R → R ?

Lösung: Das ist genau dann m�ogli
h, wenn der linksseitige und der re
htsseitige Grenz-wert f�ur x → 1 �ubereinstimmen. Links ist f(x) = f2(x) = sinπx; der Grenzwert f�ur x ր 1ist wegen der Stetigkeit von f2 auf ganz R glei
h f2(1) = sinπ = 0. Re
hts ist f(x) = f3(x),und diese Funktion ist bei x = 1 ni
ht de�niert. Wir k�onnen jedo
h na
h der Regel vonde l'Hôpital einen Grenzwert bestimmen:lim
xց1

f(x) = lim
x→1

ex − e

x − 1
= lim

x→1

ex

1
= e1 = e .



Da der linksseitige und der re
htsseitige Grenzwert ni
ht �ubereinstimmen, l�a�t si
h dieFunktion ni
ht stetig fortsetzen in den Punkt x = 1.
) L�a�t si
h f fortsetzen zu einer im Punkt x = 1 di�erenzierbaren Funktion R → R ?
Lösung: Nat�urli
h ni
ht, denn eine sol
he Funktion w�are erst re
ht stetig bei x = 1.d) Was sind

0∫

−1

f(x)dx,

1∫

0

f(x)dx und 1∫

−1

f(x)dx ?
Lösung:

0∫

−1

f(x)dx =

0∫

−1

x3 dx =
x4

4

∣

∣

∣

∣

0

−1

= −
1

4und, da es auf die Werte in isolierten Punkten ni
ht ankommt, ist au
h
1∫

0

f(x)dx =

1∫

0

sinπx dx =
− 
osπx

π

∣

∣

∣

∣

1

0

=
1 − (−1)

π
=

2

π
.Damit ist 1∫

−1

f(x)dx =

0∫

−1

f(x)dx +

1∫

0

f(x)dx =
2

π
−

1

4
.e) Ri
htig oder fals
h: Sind g, h:R → R di�erenzierbare Funktionen und stimmen f�ur ein

a ∈ R die Ableitungen g′(a) und h′(a) �uberein, so ist au
h die Funktion
p: R → R

x 7→
{

g(x) f�ur x ≤ a

h(x) f�ur x > adi�erenzierbar.
Lösung: Fals
h, denn p mu� im Punkt a ni
ht stetig sein. Ein einfa
hes Gegenbeispielsind die Funktionen g(x) = x und h(x) = x + 1: Hier ist g′(a) = h′(a) sogar f�ur alle
a ∈ R, aber nat�urli
h kann man die beiden Geraden nirgends zu einer stetigen Funktionzusammensetzen.
Aufgabe 4: (10 Punkte)a) Wo hat die Funktion f:R → R mit f(x) = x3 − 12x + 4 ihre lokalen Maxima, wo dieMinima? Wel
he Funktionswerte werden dort angenommen?
Lösung: Da f di�erenzierbar ist, mu� in einem lokalen Extremum die Ableitung

f′(x) = 3x2 − 12 = 3(x2 − 4) = 3(x + 2)(x − 2)vers
hwinden; die einzigen Kandidaten f�ur lokale Extrema sind daher x = −2 und x = +2.F�ur x < −2 und f�ur x > 2 ist f′(x) > 0, die Funktion f also monoton steigend; f�ur
−2 < x < 2 ist f′(x) < 0, die Funktion f also monoton fallend. Somit liegt bei x = −2 einlokales Maximum mit f(−2) = 20, bei x = 2 ein lokales Minimum mit f(2) = −12.



b) Zeigen Sie, da� f im Intervall [−4, 4] genau drei relle Nullstellen hat!
Lösung: Da f(−2) = 20 und f(2) = −12 vers
hiedene Vorzei
hen haben, gibt es auf jedenFall eine Nullstelle im Intervall (−2, 2). Au�erdem ist f(−4) = −12 und f(4) = 20, also gibtes au
h im Intervall (−4, −2) und im Intervall (2, 4) no
h jeweils mindestens eine Null-stelle. Da ein ni
htvers
hwindendes kubis
hes Polynom h�o
hstens drei reelle Nullstellenhat, liegt in jedem der drei Teilintervalle genau eine.
) Wo ist die Funktion konvex, wo konkav?
Lösung: f′′(x) = 6x ist f�ur x < 0 negativ, also ist die Funktion dort konkav; f�ur x > 0 istsie konvex.e) Ri
htig oder fals
h: Die Funktion g:R → R sei stetig und f�ur zwei Zahlen a < b ∈ R sei
g(a) = g(b) = 0. Dann gibt es im Intervall (a, b) mindestens ein lokales Maximum oderMinimum.
Lösung: Ri
htig, denn die stetige Funktion g nimmt auf dem abges
hlossenen Intervall
[a, b] sowohl ihr Maximum als au
h ihr Minimum an. Sind beide glei
h Null, ist dieFunktion konstant und jeder Punkt in (a, b) ist lokales Maximum und Minimum; ist einerder beiden Werte von Null vers
hieden, so ist er als globales Maximum bzw. Minimuminsbesondere au
h ein lokales.f) Ri
htig oder fals
h: Die stetige Funktion h: [a, b] → [c, d] sei surjektiv. Dann ist hmonoton wa
hsend oder monoton fallend.
Lösung: Fals
h; die Funktion h: [0, 2π] → [−1, 1] mit h(x) = sin x ist surjektiv, aberni
ht monoton.
Aufgabe 5: (6 Punkte)Bestimmen Sie das Taylor-Polynom dritten Grades der Funktion f(x) = ex sin 2x umden Nullpunkt!
Lösung: Wir brau
hen zun�a
hst die Ableitungen von f an der Stelle x = 0; indem wirjeweils die Exponentialfunktion als einen der Faktoren betra
hten und die Produktregelanwenden, erhalten wir

f(x) = ex sin 2x f(0) = 0

f′(x) = ex(sin 2x + 2 
os 2x) f′(0) = 2

f′′(x) = ex(sin 2x + 2 
os 2x + 2 
os 2x − 4 sin 2x)

= ex(4 
os 2x − 3 sin 2x) f′′(0) = 2

f′′′(x) = ex(4 
os 2x − 3 sin 2x − 8 sin 2x − 6 
os 2x)

= −ex(2 
os 2x + 11 sin 2x) f′′′(0) = −2 .DasTaylor-Polynom dritten Grades um den Nullpunkt ist somit Tf,0(h) = 2h + 2h2 −
h3

3
.

Aufgabe 6: (6 Punkte)a) Dr�u
ken Sie 
os2 x − sin2 x aus als Linearkombination von Funktionen der Form 
osaxmit a ∈ R !



Lösung: Na
h den Eulers
hen Formeln ist
os2 x =

(

eix + e−ix

2

)2
e2ix + 2 + e−2ix

4
=

1

2
+


os 2x

2und sin2 x =

(

eix − e−ix

2i

)2

=
e2ix − 2 + e−2ix

−4
=

1

2
−


os 2x

2
.Somit ist 
os2 x − sin2 x = 
os 2xb) Finden Sie alle Funktionen f:R → R mit f′(x) = 
os2 x − sin2 x !

Lösung: Na
h a) ist 
os2 x− sin2 x = 
os 2x, und diese Funktion hat nat�urli
h 1
2
sin 2x alsStammfunktion. Da si
h zwei Stammfunktionen na
h dem Mittelwertsatz der Di�erential-re
hnung um eine additive Konstante unters
heiden, l�a�t si
h daher jede sol
he Funktion fs
hreiben als f(x) = 1

2
sin 2x + C mit einer reellen Zahl C.


