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Themenvorschlige zur Klausurvorbereitung

Die folgenden Themenvorschldge sind im gleichen Stil wie Fragen und Teilaufgaben
der Modulklausur; sie sollen Ihnen helfen, noch vorhandene Schwachpunkte zu finden
und so Ihre Klausurvorbereitung zu optimieren. Dies funktioniert aber natirlich nur,
wenn Sie zundchst versuchen, die Aufgaben ohne Konsultation der Musterlosungen
zu bearbeiten.

Richtig oder falsch: V3 € Q

Lésung: Falsch: Wire v/3 € Q, konnten wir es als gekiirzten Bruch p/q mit p € Z und
q € N schreiben. Da die dritte Potenz dieses Bruchs drei wire, miiite p> = 3q° sein, p3
also eine Dreierzahl. Damit miifite auch p durch drei teilbar sein, etwa p = 3k. Also wére
p3 = (3k)3 =33k3 = 3¢>, und auch q3 = 32k> miifite durch drei teilbar sein. Damit wre
aber g selbst eine Dreierzahl, der Bruch p/q also nicht gekiirzt. Die Annahme, V3 sei
eine rationale Zahl, fiihrt also zum Widerspruch. Somit liegt +/3 nicht in Q.

n
Zeigen Sie: Z (3k—1)
k=1

,_6n+3n° —n
2 !
Losung: Beweis durch vollstandige Induktion: Fiir n = 1 haben wir die offensichtlich
richtige Formel
6+3—1
—
Falls wir die Behauptung fiir ein festes n € N als korrekt annehmen, kénnen wir die linke
Seite der Formel fiir n + 1 umformen zu
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n+1 n
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k=1 k=1
_en®43n? —n+2(9n? +12n+4)  6nd +2In? +23n+8
N 2 N 2 '

Fiir die rechte Seite erhalten wir entsprechend

6M+1P+3Mm+1)2—m+1) 6M>+3n?+3n+1)+3M>+2n+1)—(n+1)

2 2
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2

Da beides iibereinstimmt, gilt die Formel somit auch fiir n + 1. Aus dem Prinzip der
vollstandigen Induktion folgt daher, daf} sie fiir alle n € N gilt.

Wir betrachten die durch xo = 0,%; =1 und x42 = Xn 1 + 2%y, rekursiv definierte Folge.
Durch vollstdndige Induktion konnen wir leicht zeigen, dafl x,, = 2™ — (—1)™ ist: Fiir
n=0ist 2° - (—1)° =1 -1 =0, und wenn die Behauptung bis zu einem gewissen n € N
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gilt, ist
Xl = Xn 21 =2 = (1) 2 20— (1))
:2“—}—2-2“7] _(_])n_z' (_1)1171
S L L (_])n+1 2. (_”n+1 _ 2n+1 _ (_”n+1 )

Somit ist x, = 2% — 1 = 3. Andererseits ist x, = x; + 2xo = 1. Was ist falsch?

Losung: Die Folge der x,, hangt nicht nur ab von der Rekusionsvorschrift und dem Wert
von xg, sondern auch vom Wert von x;. Deshalb hitten wir zum Induktionsanfang auch
noch zeigen miissen, dafl die Formel fiir n = 1 gilt: Hier kdnnen wir, da es kein x_;
gibt, die Rekursion nicht anwenden. Der Induktionsschritt in der hier dargestellten Form
funktioniert nur fiir n > 1, nicht aber fiir den hier auch benétigten Schritt von n =0 auf
n = 1. (Die angegebene Formel gilt fiir die Folge mit xo = 0 und x; = 3, nicht fiir die mit
X1 = 1)

Zeigen Sie: V7 —4v/3 =2 —+/3!
Lésung: Da /3 < 2 ist, steht rechts eine positive Zahl. Deren Quadrat ist
2—-v3)2=4-2-2/343=7—-4V3.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Vereinfachen Sie den Ausdruck V7] !
V7 -1
Losung: Nach den binomischen Formeln ist
VI VTP 742VTH1 3 VT
V71 (V7-1)(V7+1) 71 4 3

Richtig oder falsch: (1+1)2°12 ¢ R

Losung: (14+1)? =1+2i+12 = 2i, also ist (141)2012 = (2)1006 = 21006§1006 _ _ 1006
denn i* = 1 und 1004 ist durch vier teilbar. Somit ist die Behauptung richtig.

Finden Sie alle z € C mit z2 — 62+ 10=10!

Losung: z> —6z+10 = (z—3)?+1 = 0 genau dann, wenn (z—3)? = —1 ist, also z—3 = =+i.
Somit sind z = 3 £ 1 die beiden (einzigen) Losungen.

Die Abbildung f:{1,2,3,4,5} — {6,7,8,9,10} sei injektiv. Ist sie auch surjektiv?

Lésung: Ja, denn falls irgendeine der Zahlen zwischen sechs und zehn nicht im Bild lage,
miifite f eine fiinfelementige Menge auf hochstens vier Elemente abbilden. Dann miifiten
aber mindestens zwei der Zahlen von eins bis fiinf dasselbe Bild haben, im Widerspruch
zur Injektivitat.

Welche der hier definierten Folgen ist konvergent, und wohin konvergiert sie gegebenen-
falls? Welche der Folgen ist monoton?
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Loésung:

_n2—1 B (Mm2+41) -2 ., 2

S n24+1 0 n24+1 nZ 41

konvergiert gegen 1, denn da n? + 1 unbegrenzt wichst, ist die Folge der Zahlen 2/(n?+1)
eine monoton fallende Nullfolge. Damit ist auch klar, da8 (u )neny monoton wéchst.

Die Folge (Vi )nen mit

Un

V4 /m 1 1
Vn = = + 2
ooV ()
ist als Summe zweier monoton fallender Nullfolgen selbst eine monoton fallende Nullfolge.

Die Folge der w,, = 1™ nimmt periodisch die Werte i, —1, —1 und 1 an, ist also unbestimmt
divergent; von Monotonie konnen wir bei nichtreellen Folgen nicht reden.

xn = 2™ wachst unbegrenzt und monoton, definiert also eine bestimmt gegen +oco diver-
gente monoton wachsende Folge.
(=2~ _ [ 2)'
Yn n 3

definiert eine Nullfolge, denn der Betrag von —2/3 ist echt kleiner als eins. Wegen der
standigen Vorzeichenwechsel ist sie weder monoton wachsend noch monoton fallend.

zn = (—5)™ schliefllich wéchst zwar betragsmifig unbeschrankt, wechselt aber stdndig
sein Vorzeichen. Somit ist die Folge (zn )nen unbestimmt divergent und nicht monoton.

Richtig oder falsch: Die Folge (xn)neny mit x; = —1 und x4 = max(xn,sinx, ) kon-
vergiert.

Lésung: Richtig, denn nach Konstruktion ist sie monoton wachsend, und da sinx < 1 fiir
alle x € R ist sie nach oben beschrinkt; also konvergiert sie nach dem Satz von BoLzANO-
WEIERSTRASS.

Bestimmen Sie, soweit vorhanden, Infimum und Supremum der Mengen

A:{XER|XZ—I—ZX—3§0} und B:{3—|—4n_2‘n€N}!

Lésung: x> +2x—3 = (x+1)?—4 ist genau dann kleiner oder gleich Null, wenn (x+1)? < 4
ist, also —3 < x < 1. Somit ist inf A = —3 und supA =1.
Die Folge der Zahlen 3 +4n~—2 =3+ % ist monoton fallend und konvergiert gegen drei;

somit ist inf B = 3 und supB ist das maximale Folgenglied, also das fiir n = 1, also
3+4=7.

Auf welcher maximaler Teilmenge von R sind die durch die folgenden Ausdriicke gegebenen
Funktionen definiert? Wo sind sie stetig, wo differenzierbar?

2 . er Vx

f(x) =sin|x|, g(x)=x"—=[l, h{x)=x-[x[, jlx)=—F— k(X):ﬁ

Losung: f(x) = sin |x| ist offensichtlich auf ganz R definiert; da sowohl der Sinus als auch
die Betragsfunktion stetig auf ganz R sind, gilt dies auch fiir f. Fiir x = 0 ist die Funktion
allerdings nicht differenzierbar, denn

f(0+h) —1(0) I sinh f(0+h) —f(0) I sin(—h)

lim —————————— = lim =1, aber lim ———— = lim =—1.
R0 h o0 h ' R0 h h 70




Fiir alle anderen x € R stimmt f entweder mit sin x oder sin(—x) {iberein und ist daher,
wie diese Funktionen, differenzierbar.

Auch g(x) ist offensichtlich fiir alle x € R definiert, macht aber an allen ganzzahligen
Stellen einen Sprung um —1 und ist daher nur auf R \ Z stetig. Dort ist die Funktion
auch differenzierbar mit Ableitung g’(x) = 2x.

2
h(x) =x-|x| = { _zz Eﬂ: : i 8 ist auf ganz R definiert; in der Umgebung eines Punktes

x # 0 stimmt es mit einer der beiden stetigen und differenzierbaren Funktionen x — x?
oder x — —x? iiberein und ist daher auch selbst stetig und differenzierbar. Fiir x = 0
nehmen sowohl x? als auch —x? den Wert Null an, genauso ihre Ableitungen 2x und —2x.
Somit ist h auf ganz R stetig und differenzierbar.

j(x) ist fiir x = O nicht definiert, da der Nenner dort verschwindet. Fiir alle anderen x € R
ist j(x) nicht nur definiert, sondern als Hintereinanderausfithrung von differenzierbaren
Funktionen und Grundrechenarten auch stetig und differenzierbar.

Bei k(x) ist der Zadhler v/x nur fiir x > 0 definiert; der Nenner verschwindet fiir x = +1.
Somit ist die Funktion definiert fiir alle x > 0 mit x # 1. Fiir x > 0 und x # 1 ist sie als
Hintereinanderausfilhrung von differenzierbaren Funktionen und Grundrechenarten auch
stetig und differenzierbar.

m) Zeigen Sie, daf3 das Polynom f(x) = x> — 3x + 1 zwischen x = —2 und x = +2 mindestens

p)

q)

eine Nullstelle hat!

Losung: f(—2) = —23 +3.241 = —1 ist negativ und f(2) =23 —3 -2+ 1 = 3 positiv;
nach dem Zwischenwertsatz mufl es daher im Intervall (—2, 2) mindestens eine Nullstelle
geben,

Tatsichlich hat f(x) = x> — 3x + 1 zwischen x = —2 und x = +2 sogar drei Nullstellen.
Finden Sie Intervalle, in denen jeweils genau eine dieser Nullstellen liegt!

Losung: f(—2) = —1,f(—1) = 3,f(0) = 1,f(1) = —1 und f(2) = 3. Somit liegen die drei
Nullstellen in den Intervallen (—2, —1), (0, 1) und (1, 2).
Wo hat diese Funktion ihre lokalen Maxima, wo die Minima?

Lésung: f/(x) = 3x? — 3 verschwindet fiir x = +1, etwaige lokale Extrema kdnnen also
nur dort sein. Da die Funktion von —oco kommt und nach +oco geht, liegt bei f(—1) = 3
das lokale Maximum und bei f(1) = —1 das lokale Minimum.

Wo ist die Funktion monoton wachsend, wo monoton fallend?

Losung: f/(x) = 3x? — 3 ist fiir |[x| > 1 positiv; in diesem Bereich ist die Funktion also
monoton wachsend. Fiir |x| < 1 ist f'(x) < 0, die Funktion also monoton fallend.

Wo ist die Funktion konvex, wo konkav?

Losung: f”(x) = 6x ist fiir x < 0 negativ, die Funktion also konkav; fiir x > 0 ist sie
konvex.

Richtig oder falsch: Konvergiert die Folge (xn )nen gegen x € R, so konvergiert die Folge
(COSXn )nen gegen cosx.

Loésung: Richtig, denn der Kosinus ist eine stetige Funktion.



s) Richtig oder falsch: Konvergiert die Folge (sinx,)nen gegen y € R, so konvergiert die
Folge (xn)nen gegen ein x € R mit sinx = y.

Lésung: Falsch, beispielsweise ist fiir x,, = 2nmt die Folge der sin x,, eine Folge aus lauter
Nullen und konvergiert daher gegen Null, wohingegen die Folge der x,, divergiert.

3

t) Driicken Sie sin” x aus als Linearkombination von Funktionen der Form sin ax mit a € R!

eix o efix 3 e3ix o 3eix + 3efix o ef3ix 3
Losung: sin®x=( ——— ) = - = ——sin3x + —sinx
21 —8i 4 4

u) Was ist Z e k7
k=0

Losung: Hier handelt es sich um eine geometrische Reihe mit Quotioen q = e~ '; die

Summe ist also
1 1 e

T-q T1—e1 e—1°

o0
cosk 0
K

v) Konvergiert die Reihe
k=0

Losung: Ja, sie konvergiert sogar absolut, denn die geometrische Reihe
oo
1 1
S y-1-2
Ik
k=0

ist eine konvergente Majorante fiir die Summe der Betrage.

Nl=|

w) Entscheiden Sie fiir die folgenden Reihen, ob sie konvergieren, und berechnen Sie gegebe-
nenfalls den Grenzwert!

= 1 = 1 = k
i w2 !
k=1 k=2 k=3

Losung: Die erste Reihe ist eine geometrische Reihe mit q = 1/10; die Summe ist also

1—q 1- 11—0 10-1 9
Bei der zweiten Reihe konnen wir den Summanden zerlegen:

1 1 (k+1)—(k—1) 2

Kk—1 k+1  (k+D(k—=1) k2—1'

damit ist
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Dies konvergiert fiir m — co gegen 1+ %
Bei der dritten Reihe schliellich ist

3 ko1

da die harmonische Reihe Z?:z% divergiert, divergiert also erst recht die vorgegebene

Reihe.

z) Bestimmen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:

2

f(x) = xe®®x, g(x) = X—] und h(x) = x? logx — cos?

x!
X2 _

Loésung: Nach der Produkt- und der Kettenregel ist
f'(x) = xe®®* . (—sinx) + e%* = e°**(1 — xsinx).
Die Ableitung von g l&8t sich nach der Quotientenregel berechnen:

(x2—1)-2x —x? - 2x —2x

g'(x) = (x2_1)2 = (x2 —1)2

Aus der Produkt- und der Kettenregel folgt schliefllich

2
h(x) = % + 2xlogx —2cosx - (—sinx) = x(1 + 2logx) + 2sin x cos x .

y) Bestimmen Sie die TAYLOR-Reihe von f(x) = sin(x?) um den Nullpunkt!

0 (_])kXZkJﬂ
Lésung: Die TAYLOR-Reihe des Sinus ist sinx = ];) RFTESI also ist
i Py dk+2
sinx? =
= Zk +1)!
z) Bestimmen Sie die Grenzwerte
cosx — 1 x3 —1
lim ——— d 1l !
= sinx e o2 +2x—1
Losung: Nach der Regel von DE L’HOPITAL ist
cosx — 1 —sinx x3 —1 3x?
lim —— =1 =0 d 1l =lim —————
O sinx O Cosx und x3 —2x2 +2x —1 b 3x2 —4x +2

@) Finden Sie Stammfunktionen fiir

1 1
f(x) =x* +3x* + <3 und g(x) = cos(3x + 2)!

=3.



n+1

Lésung: Die Ableitung von x™ ist nx™~'; fiir n # —1 ist daher eine Stammfunktion

von x". Die Stammfunktion von x~' ist log x. Daher ist

X5

+x3+1o x—l—l
5 & x

Jf(x) dx

Da sin(3x + 2) nach der Kettenregel die Ableitung 3 cos(3x + 2) hat, ist

sin(3x + 5)
X=—

C.
3 +

Jcos(?)x +2)d



