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Themenvorschläge zur KlausurvorbereitungDie folgenden Themenvorshl�age sind im gleihen Stil wie Fragen und Teilaufgabender Modulklausur; sie sollen Ihnen helfen, noh vorhandene Shwahpunkte zu �ndenund so Ihre Klausurvorbereitung zu optimieren. Dies funktioniert aber nat�urlih nur,wenn Sie zun�ahst versuhen, die Aufgaben ohne Konsultation der Musterl�osungenzu bearbeiten.a) Rihtig oder falsh: 3
√

3 ∈ Q

Lösung: Falsh: W�are 3
√

3 ∈ Q, k�onnten wir es als gek�urzten Bruh p/q mit p ∈ Z und
q ∈ N shreiben. Da die dritte Potenz dieses Bruhs drei w�are, m�u�te p3 = 3q3 sein, p3also eine Dreierzahl. Damit m�u�te auh p durh drei teilbar sein, etwa p = 3k. Also w�are
p3 = (3k)3 = 33k3 = 3q3, und auh q3 = 32k3 m�u�te durh drei teilbar sein. Damit w�areaber q selbst eine Dreierzahl, der Bruh p/q also niht gek�urzt. Die Annahme, 3

√
3 seieine rationale Zahl, f�uhrt also zum Widerspruh. Somit liegt 3

√
3 niht in Q.b) Zeigen Sie: n∑

k=1

(3k − 1)2 =
6n3 + 3n2 − n

2
!

Lösung: Beweis durh vollst�andige Induktion: F�ur n = 1 haben wir die o�ensihtlihrihtige Formel
(3 − 1)2 = 4 =

6 + 3 − 1

2
.Falls wir die Behauptung f�ur ein festes n ∈ N als korrekt annehmen, k�onnen wir die linkeSeite der Formel f�ur n + 1 umformen zu

n+1∑

k=1

(3k − 1)2 =

n∑

k=1

(3k − 1)2 +
(

3(n + 1) − 1
)2

=
6n3 + 3n2 − n

2
+ (3n + 2)2

=
6n3 + 3n2 − n + 2(9n2 + 12n + 4)

2
=

6n3 + 21n2 + 23n + 8

2
.F�ur die rehte Seite erhalten wir entsprehend

6(n + 1)3 + 3(n + 1)2 − (n + 1)

2
=

6(n3 + 3n2 + 3n + 1) + 3(n2 + 2n + 1) − (n + 1)

2

=
6n3 + 21n2 + 23n + 8

2
.Da beides �ubereinstimmt, gilt die Formel somit auh f�ur n + 1. Aus dem Prinzip dervollst�andigen Induktion folgt daher, da� sie f�ur alle n ∈ N gilt.) Wir betrahten die durh x0 = 0, x1 = 1 und xn+2 = xn+1 +2xn rekursiv de�nierte Folge.Durh vollst�andige Induktion k�onnen wir leiht zeigen, da� xn = 2n − (−1)n ist: F�ur

n = 0 ist 20 − (−1)0 = 1 − 1 = 0, und wenn die Behauptung bis zu einem gewissen n ∈ N



gilt, ist
xn+1 = xn + 2xn−1 = 2n − (−1)n + 2 · (2n−1 − (−1)n−1)

= 2n + 2 · 2n−1 − (−1)n − 2 · (−1)n−1

= 2n + 2n + (−1)n+1 − 2 · (−1)n+1 = 2n+1 − (−1)n+1 .Somit ist x2 = 22 − 1 = 3. Andererseits ist x2 = x1 + 2x0 = 1. Was ist falsh?
Lösung: Die Folge der xn h�angt niht nur ab von der Rekusionsvorshrift und dem Wertvon x0, sondern auh vom Wert von x1. Deshalb h�atten wir zum Induktionsanfang auhnoh zeigen m�ussen, da� die Formel f�ur n = 1 gilt: Hier k�onnen wir, da es kein x−1gibt, die Rekursion niht anwenden. Der Induktionsshritt in der hier dargestellten Formfunktioniert nur f�ur n ≥ 1, niht aber f�ur den hier auh ben�otigten Shritt von n = 0 auf
n = 1. (Die angegebene Formel gilt f�ur die Folge mit x0 = 0 und x1 = 3, niht f�ur die mit
x1 = 1.)d) Zeigen Sie: √

7 − 4
√

3 = 2 −
√

3 !
Lösung: Da √

3 < 2 ist, steht rehts eine positive Zahl. Deren Quadrat ist
(2 −

√
3)2 = 4 − 2 · 2

√
3 + 3 = 7 − 4

√
3 .Damit ist die Behauptung bewiesen.e) Vereinfahen Sie den Ausdruk √

7 + 1√
7 − 1

!
Lösung: Nah den binomishen Formeln ist

√
7 + 1√
7 − 1

=
(
√

7 + 1)2

(
√

7 − 1)(
√

7 + 1)
=

7 + 2
√

7 + 1

7 − 1
=

3

4
+

√
7

3
.f) Rihtig oder falsh: (1 + i)2012 ∈ R

Lösung: (1 + i)2 = 1 + 2i + i2 = 2i, also ist (1 + i)2012 = (2i)1006 = 21006i1006 = −21006,denn i4 = 1 und 1004 ist durh vier teilbar. Somit ist die Behauptung rihtig.g) Finden Sie alle z ∈ C mit z2 − 6z + 10 = 0 !
Lösung: z2−6z+10 = (z−3)2+1 = 0 genau dann, wenn (z−3)2 = −1 ist, also z−3 = ±i.Somit sind z = 3 ± i die beiden (einzigen) L�osungen.h) Die Abbildung f: {1, 2, 3, 4, 5} → {6, 7, 8, 9, 10} sei injektiv. Ist sie auh surjektiv?
Lösung: Ja, denn falls irgendeine der Zahlen zwishen sehs und zehn niht im Bild l�age,m�u�te f eine f�unfelementige Menge auf h�ohstens vier Elemente abbilden. Dann m�u�tenaber mindestens zwei der Zahlen von eins bis f�unf dasselbe Bild haben, im Widerspruhzur Injektivit�at.i) Welhe der hier de�nierten Folgen ist konvergent, und wohin konvergiert sie gegebenen-falls? Welhe der Folgen ist monoton?

un =
n2 − 1

n2 + 1
, vn =

√
n + 3

√
n

n
, wn = in, xn = 2n, yn =

(−2)n

3n
, zn = (−5)n



Lösung:

un =
n2 − 1

n2 + 1
=

(n2 + 1) − 2

n2 + 1
= 1 −

2

n2 + 1konvergiert gegen 1, denn da n2 +1 unbegrenzt w�ahst, ist die Folge der Zahlen 2/(n2 +1)eine monoton fallende Nullfolge. Damit ist auh klar, da� (un)n∈N monoton w�ahst.Die Folge (vn)n∈N mit
vn =

√
n + 3

√
n

n
=

1√
n

+
1

(

3
√

n
)2ist als Summe zweier monoton fallender Nullfolgen selbst eine monoton fallende Nullfolge.Die Folge der wn = in nimmt periodish die Werte i,−1,−i und 1 an, ist also unbestimmtdivergent; von Monotonie k�onnen wir bei nihtreellen Folgen niht reden.

xn = 2n w�ahst unbegrenzt und monoton, de�niert also eine bestimmt gegen +∞ diver-gente monoton wahsende Folge.
yn

(−2)n

3n
=

(

−
2

3

)nde�niert eine Nullfolge, denn der Betrag von −2/3 ist eht kleiner als eins. Wegen derst�andigen Vorzeihenwehsel ist sie weder monoton wahsend noh monoton fallend.
zn = (−5)n shlie�lih w�ahst zwar betragsm�a�ig unbeshr�ankt, wehselt aber st�andigsein Vorzeihen. Somit ist die Folge (zn)n∈N unbestimmt divergent und niht monoton.j) Rihtig oder falsh: Die Folge (xn)n∈N mit x1 = −1 und xn+1 = max(xn, sin xn) kon-vergiert.
Lösung: Rihtig, denn nah Konstruktion ist sie monoton wahsend, und da sin x ≤ 1 f�uralle x ∈ R ist sie nah oben beshr�ankt; also konvergiert sie nah dem Satz von Bolzano-Weierstra�.k) Bestimmen Sie, soweit vorhanden, In�mum und Supremum der Mengen

A =
{
x ∈ R

∣

∣ x2 + 2x − 3 ≤ 0
} und B =

{
3 + 4n−2

∣

∣ n ∈ N
} !

Lösung: x2+2x−3 = (x+1)2−4 ist genau dann kleiner oder gleih Null, wenn (x+1)2 ≤ 4ist, also −3 ≤ x ≤ 1. Somit ist inf A = −3 und supA = 1.Die Folge der Zahlen 3 + 4n−2 = 3 + 4

n2 ist monoton fallend und konvergiert gegen drei;somit ist inf B = 3 und supB ist das maximale Folgenglied, also das f�ur n = 1, also
3 + 4 = 7.l) Auf welher maximaler Teilmenge von R sind die durh die folgenden Ausdr�uke gegebenenFunktionen de�niert? Wo sind sie stetig, wo di�erenzierbar?

f(x) = sin |x| , g(x) = x2 − [x], h(x) = x · |x| , j(x) =
ex

ex − 1
, k(x) =

√
x

x2 − 1

Lösung: f(x) = sin |x| ist o�ensihtlih auf ganz R de�niert; da sowohl der Sinus als auhdie Betragsfunktion stetig auf ganz R sind, gilt dies auh f�ur f. F�ur x = 0 ist die Funktionallerdings niht di�erenzierbar, dennlim
hց0

f(0 + h) − f(0)

h
= lim

hց0

sinh

h
= 1, aber lim

hր0

f(0 + h) − f(0)

h
= lim

hր0

sin(−h)

h
= −1 .



F�ur alle anderen x ∈ R stimmt f entweder mit sin x oder sin(−x) �uberein und ist daher,wie diese Funktionen, di�erenzierbar.Auh g(x) ist o�ensihtlih f�ur alle x ∈ R de�niert, maht aber an allen ganzzahligenStellen einen Sprung um −1 und ist daher nur auf R r Z stetig. Dort ist die Funktionauh di�erenzierbar mit Ableitung g′(x) = 2x.
h(x) = x·|x| =

{
x2 falls x ≥ 0

−x2 falls x ≤ 0
ist auf ganz R de�niert; in der Umgebung eines Punktes

x 6= 0 stimmt es mit einer der beiden stetigen und di�erenzierbaren Funktionen x 7→ x2oder x 7→ −x2 �uberein und ist daher auh selbst stetig und di�erenzierbar. F�ur x = 0nehmen sowohl x2 als auh −x2 den Wert Null an, genauso ihre Ableitungen 2x und −2x.Somit ist h auf ganz R stetig und di�erenzierbar.
j(x) ist f�ur x = 0 niht de�niert, da der Nenner dort vershwindet. F�ur alle anderen x ∈ Rist j(x) niht nur de�niert, sondern als Hintereinanderausf�uhrung von di�erenzierbarenFunktionen und Grundrehenarten auh stetig und di�erenzierbar.Bei k(x) ist der Z�ahler √

x nur f�ur x ≥ 0 de�niert; der Nenner vershwindet f�ur x = ±1.Somit ist die Funktion de�niert f�ur alle x ≥ 0 mit x 6= 1. F�ur x > 0 und x 6= 1 ist sie alsHintereinanderausf�uhrung von di�erenzierbaren Funktionen und Grundrehenarten auhstetig und di�erenzierbar.m)Zeigen Sie, da� das Polynom f(x) = x3 − 3x + 1 zwishen x = −2 und x = +2 mindestenseine Nullstelle hat!
Lösung: f(−2) = −23 + 3 · 2 + 1 = −1 ist negativ und f(2) = 23 − 3 · 2 + 1 = 3 positiv;nah dem Zwishenwertsatz mu� es daher im Intervall (−2, 2) mindestens eine Nullstellegeben,n) Tats�ahlih hat f(x) = x3 − 3x + 1 zwishen x = −2 und x = +2 sogar drei Nullstellen.Finden Sie Intervalle, in denen jeweils genau eine dieser Nullstellen liegt!
Lösung: f(−2) = −1, f(−1) = 3, f(0) = 1, f(1) = −1 und f(2) = 3. Somit liegen die dreiNullstellen in den Intervallen (−2, −1), (0, 1) und (1, 2).o) Wo hat diese Funktion ihre lokalen Maxima, wo die Minima?
Lösung: f′(x) = 3x2 − 3 vershwindet f�ur x = ±1, etwaige lokale Extrema k�onnen alsonur dort sein. Da die Funktion von −∞ kommt und nah +∞ geht, liegt bei f(−1) = 3das lokale Maximum und bei f(1) = −1 das lokale Minimum.p) Wo ist die Funktion monoton wahsend, wo monoton fallend?
Lösung: f′(x) = 3x2 − 3 ist f�ur |x| > 1 positiv; in diesem Bereih ist die Funktion alsomonoton wahsend. F�ur |x| < 1 ist f′(x) < 0, die Funktion also monoton fallend.q) Wo ist die Funktion konvex, wo konkav?
Lösung: f′′(x) = 6x ist f�ur x < 0 negativ, die Funktion also konkav; f�ur x > 0 ist siekonvex.r) Rihtig oder falsh: Konvergiert die Folge (xn)n∈N gegen x ∈ R, so konvergiert die Folge
(os xn)n∈N gegen os x.
Lösung: Rihtig, denn der Kosinus ist eine stetige Funktion.



s) Rihtig oder falsh: Konvergiert die Folge (sin xn)n∈N gegen y ∈ R, so konvergiert dieFolge (xn)n∈N gegen ein x ∈ R mit sin x = y.
Lösung: Falsh, beispielsweise ist f�ur xn = 2nπ die Folge der sin xn eine Folge aus lauterNullen und konvergiert daher gegen Null, wohingegen die Folge der xn divergiert.t) Dr�uken Sie sin3 x aus als Linearkombination von Funktionen der Form sinax mit a ∈ R !
Lösung: sin3 x =

(

eix − e−ix

2i

)3

=
e3ix − 3eix + 3e−ix − e−3ix

−8i
= −

1

4
sin 3x +

3

4
sin xu) Was ist ∞∑

k=0

e−k ?
Lösung: Hier handelt es sih um eine geometrishe Reihe mit Quotioen q = e−1; dieSumme ist also

1

1 − q
=

1

1 − e−1
=

e

e − 1
.v) Konvergiert die Reihe ∞∑

k=0

os k

2k
?

Lösung: Ja, sie konvergiert sogar absolut, denn die geometrishe Reihe
∞∑

k=0

1

2k
=

1
1

2

= 2ist eine konvergente Majorante f�ur die Summe der Betr�age.w) Entsheiden Sie f�ur die folgenden Reihen, ob sie konvergieren, und berehnen Sie gegebe-nenfalls den Grenzwert!
∞∑

k=1

1

10k
,

∞∑

k=2

1

k2 − 1
,

∞∑

k=3

k

k2 − 2
!

Lösung: Die erste Reihe ist eine geometrishe Reihe mit q = 1/10; die Summe ist also
q

1 − q
=

1

10

1 − 1

10

=
1

10 − 1
=

1

9
.Bei der zweiten Reihe k�onnen wir den Summanden zerlegen:

1

k − 1
−

1

k + 1
=

(k + 1) − (k − 1)

(k + 1)(k − 1)
=

2

k2 − 1
;damit ist

m∑

k=2

1

k2 − 1
=

1

2

m∑

k=2

(

1

k − 1
−

1

k + 1

)

=
1

2

m∑

k=2

1

k − 1
−

1

2

m∑

k=2

1

k + 1

=
1

2

m−1∑

k=1

1

k
−

1

2

m+1∑

k=3

1

k
=

1

2

(

1 +
1

2
−

1

m
−

1

m + 1

) .



Dies konvergiert f�ur m → ∞ gegen 1 + 1

2
= 3

2
.Bei der dritten Reihe shlie�lih ist

k

k2 − 2
>

k

k2
=

1

k
;da die harmonishe Reihe ∑∞

k=2

1

k
divergiert, divergiert also erst reht die vorgegebeneReihe.x) Bestimmen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:

f(x) = xeos x, g(x) =
x2

x2 − 1
und h(x) = x2 log x − os2 x !

Lösung: Nah der Produkt- und der Kettenregel ist
f′(x) = xeos x · (− sin x) + eos x = eos x(1 − x sin x) .Die Ableitung von g l�a�t sih nah der Quotientenregel berehnen:

g′(x) =
(x2 − 1) · 2x − x2 · 2x

(x2 − 1)2
=

−2x

(x2 − 1)2
.Aus der Produkt- und der Kettenregel folgt shlie�lih

h′(x) =
x2

x
+ 2x log x − 2 os x · (− sin x) = x(1 + 2 log x) + 2 sin x os x .y) Bestimmen Sie die Taylor-Reihe von f(x) = sin(x2) um den Nullpunkt!

Lösung: Die Taylor-Reihe des Sinus ist sin x =

∞∑

k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
, also istsin x2 =

∞∑

k=0

(−1)kx4k+2

(2k + 1)!
.z) Bestimmen Sie die Grenzwertelim

x→0

os x − 1sin x
und lim

x→1

x3 − 1

x3 − 2x2 + 2x − 1
!

Lösung: Nah der Regel von de l'Hôpital istlim
x→0

os x − 1sin x
= lim

x→0

− sin xos x
= 0 und lim

x→1

x3 − 1

x3 − 2x2 + 2x − 1
= lim

x→1

3x2

3x2 − 4x + 2
= 3 .�a) Finden Sie Stammfunktionen f�ur

f(x) = x4 + 3x2 +
1

x
−

1

x2
und g(x) = os(3x + 2) !



Lösung: Die Ableitung von xn ist nxn−1; f�ur n 6= −1 ist daher xn+1

n + 1
eine Stammfunktionvon xn. Die Stammfunktion von x−1 ist log x. Daher ist

∫

f(x)dx =
x5

5
+ x3 + log x +

1

x
.Da sin(3x + 2) nah der Kettenregel die Ableitung 3 os(3x + 2) hat, ist

∫ os(3x + 2)dx =
sin(3x + 5)

3
+ C .


