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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 26-28. November 2012

a) Berechnen Sie die TAYLOR-Reihe der Funktion f(x) = x> um x = 1!

Losung: f'(x) = 3x?, f/(x) = 6x und f"”/(x) = 6; alle hoheren Ableitungen verschwinden
identisch. Somit hat die TAYLOR-Reihe nur vier Summanden:
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f(1+h)=f(1)+ f](,”h+ fz(,”h2+ f 3('”h3 =143h+3h2+h3=(1+h)3.

b) Bestimmen Sie die TAYLOR-Reihe von f(x) = e " um den Nullpunkt!
x© ok

Lésung: Fiir alle u € R ist e = Z v also ist
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c) Bestimmen Sie das TAYLOR-Polynom fiinften Grades von f(x) = /x um x = 1!

Losung: Zunédchst miissen wir die Ableitungen von f berechnen; dazu arbeiten wir am
besten mit der Darstellung f(x) = x'/2:

~1/2 ~3/2 3x—5/2
f/(x) = = 2 f"(x)7/:2_x 4 (%) :9:8 ,
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An der Stelle x = 1 sind alle x-Potenzen gleich eins; auflerdem miissen die Ableitungen
noch dividiert werden durch die Fakultdten
"N=1 21=2 3l=6, 4 =24 und 5! =120,
also ist
h h? h® 5h*  7hS
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d) Ab welchem n € N konnen Sie sicher sein, daf} gilt
n
1
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k=0

Loésung: Nach dem Satz iiber die TavyLOR-Entwicklung ist
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e=e = —+te
k=Ok! (n+1)!
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mit einer reellen Zahl n € (0, 1). Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion ist hier
e" < e < 3. Wir miissen daher ein n finden mit 3/(n+ 1)! < 1/100 oder (n + 1)! > 300.
Da 5! =120 und 6! = 720 ist, geniigt n = 5.
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Zeigen Sie durch Abschdtzung mit einer geometrischen Reihe, daf fiir alle n € N gilt:

i 1' < l |
kI "n’
k=n+1
Liisung- Nach der Summenformel fiir geometrische Reihen ist
oo
1 1 1

n'Z Z n~|—k 1;(“+1) (n+k) Z1 n~|—1 T T N

k= “+1 n+1

Liefert das bei d) ein besseres Ergebnis?

Loésung: Nach der gerade bewiesenen Ungleichung ist
= 1 1
<

Firn=4ist 4-4! =4.24 = 96, was leider nicht ganz ausreicht. Tatsdchlich approximiert
1 1 1 163 =
14+ —-4+—-4+-=—=2708
TatataT e — 20
e sogar deutlich besser, aber das konnen wir mit unseren a priori-Abschdtzungen nicht
zeigen.

Schreiben Sie Z — = = als Bruch mit Nenner n!, und zeigen Sie mit Hilfe der vorigen
il n!

Zn +1
n!

Aufgabe, daB fiir alle n € N gilt % <e<

Losung: Fiir jede natiirliche Zahl n ist
n o
1 B 1
k=0 k=0
Die linke Seite lat sich als Bruch z,, /n! schreiben. Nach der vorigen Aufgabe ist
Zn 1 Zn Zn + 1

e—— < —, dh —<e<
n! n! n! n!

Folgern Sie, dafl e eine irrationale Zahl ist!

Lésung: Wie wir gerade gesehen haben, ist fiir jedes n € N
et ] :
n! n!

Wére e = p/q eine rationale Zahl, so gdbe es eine natiirliche Zahl n, fiir die q Teiler
von n! ist, z.B. g selbst. Damit liefle sich e als Bruch mit Nenner n! schreiben, was nach
obiger Ungleichung unmdglich ist.

Die Folge (ax)ken, sei rekursiv definiert durch die Bedingungen
ap =0, a;=2 und ax=2ax_7+ ax_>z.

Finden Sie eine geschlossene Formel fiir ay !



Loésung: Wir betrachten, zundchst noch ohne jede Beriicksichtigung von Konvergenzprob-

lemen, die Potenzreihe
R(x) = Z apx® .
k=0

Da ap verschwindet, ist

o0 o0 oo
xR(x) = E QX = E ar_1x* = E ax_1x*
k=0 k=1 k=2

oo o0
x?R(x) = Z apx*t? = Z ax_oxc.
k=0 k=2

2xR(x) + x*R(x) = Z(Zak,1 + a2 )Xk = Z apx®
k=2 k=2
und damit R(x) = ap + arx + 2xR(x) + x?R(x) = 2x + (2x + x*)R(x) .

Dies konnen wir nach R(x) auflésen und erhalten die Gleichung
B 2x
1 =2x—x2

und

Somit ist

R(x)

Da die héheren Ableitung dieser Funktion sicherlich nicht angenehm zu berechnen sind,
wollen wir die TAYLOR-Reihe besser iiber die Summenformel der geometrischen Reihe
berechnen. Die Nullstellen des Nenners sind die des Polynoms x? +2x — 1 = (x + 1) — 2,
also x7,, = —1 +v2und 1 —2x—x2 = —(x—x1)(x —x2) = —(x + 1+ V2)(x + 1 —V/2).
Fiir die Anwendung der Summenformel der geometrischen Reihe sind die Faktoren in
dieser Form noch nicht ganz geeignet, denn dort haben wir einen Nenner der Form 1 —q.
Faktoren dieser Form konnen wir erreichen, indem den ersten Faktor durch x; und den

zweiten durch x, dividieren: x> +2x — 1 = (x — x7)(x — x2) = x1%2 <1 — %) <1 — %)
1 2

Multipliziert man (x — x7)(x — x2) aus und vergleicht mit x? + 2x — 1, sieht man, da8

x1x2 = —1 ist (was man natiirlich auch direkt nachrechnen kann); daher ist 1/x; = —x;

und 1/x; = —x1, d.h.
X1X2 (1 — i) (1 — 1) = —(T+x2%)(1 +x7%)

X1

d
- T—2x—x* = (1+xx)(1 +x3%x) = (14 (-1 — \/i)x)(1 + (—1 +\/§)x)
=(1=(1+V2)x)(1—-(1-V2)x) .

Wir versuchen daher, R(x) darzustellen in der Form

R(x) = 2x B c n d
1 =2x—x2  1—(14+v2)x 1—(1—-v2)x
c(1-0-v2)+d(1 = (1+V2)x) _ (e+d)—(c(1 =v2) +d(1 +v2))x

1—2x —x2 1 —2x —x2

Damit der Zéhler zu 2x wird, mufl ¢ + d verschwinden und der Koeffizient vor x mufl —2
sein, d.h. d = —c und

c(1=vV2)+d1+vV2) =c(1—V2)—c(1 +V2) = —2cV2 = 2.

Also ist ¢ = 1/v/2 und d = —1/+/2. Nach der Summenformel fiir die geometrische Reihe
ist damit fiir alle x mit |x| < 1/(1+/2)

2% _Loo kk_ioo - kk_oo(]_l_ﬁ)k_(]_ﬁ)kk
7]_2)(_)(2—\/21;)(1—1—\/2)7( \/21;)(] V2)*x —];) 7 x<.
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Somit sollte
VAR VAE V204 vay - Y0 - Vi)
sein, und in der Tat ist dies fiir k = 0 die Null. Fiir k =1 ist
1+vD)'—(1-v2)' _2V2
V2 Y
wie gewiinscht. Um zu zeigen, daf3 obige Formel die Losung ist, miissen wir nur noch
iiberpriifen, ob fiir k > 2 gilt ax = 2ax_1 + ax_2. Dazu reicht es, wenn wir die entspre-

chende Formel fiir (1 4+ v/2)% und fiir (1 — v/2)* nachrechnen, denn wenn sie fiir diese
beiden Terme gilt, dann auch fiir jede Linearkombination davon. Fiir k > 2 ist

TV =1V 21 £V2)2=(1+£vV2)*2(1 £2V2+2)
=(1EV2)F2(142(1£V2)) = (1£V2)* 2+ 2(1 £V2)<!

wie gewiinscht. Damit ist auch ay = 2ax_1 + ax_2

ax =

=2,

Tatsichlich kann man den Ausdruck noch etwas vereinfachen, denn ‘1 — \/Z‘ =V2-1< 3,
so da8 ay einfach die nichste ganze Zahl zu (1 + v/2)¥/v/2 ist.

Die Folge (ax)ken, sei rekursiv definiert durch die Bedingungen
ap=3, a;=5 und ax=0ax_1—ax_2.

Was ist al 000000 ?

Loésung: Wir betrachten, zundchst noch ohne jede Beriicksichtigung von Konvergenzprob-
lemen, die Potenzreihe
oo
= Z Clka .
k=0

Zunachst ist

Zakx Zak 1% _3X~I—Zak 1xk

und 0o k=1

E ClkX E Ax— 2X

xR(x) — x*R(x) = 3x + Z(ak_1 — a2 )X =3x+ Z apx®
k=2 k=2
und damit R(x) =3+ 5x+ Y oo, axx® =3+ 2x + (x — x*)R(x) .
Dies konnen wir nach R(x) auflésen und erhalten die Gleichung
2x +3
T—x+x2°
Der Nenner x> —x + 1 = (x — 3)? + 3, hat die Nullstellen x7,, = + £ 1v/=3. Da der
konstante Term 1 das Produkt der beiden Nullstellen ist, folgt x;x, = 1. (Studenten mit
gutem Gedichtnis erinnern sich vielleicht daran, dafl x; und x, die beiden komplexen
Losungen der Gleichung x> = —1 sind.) Damit 148t sich der Nenner von R(x) schreiben
als

Somit ist

R(x) =

1T—2x—x" = (x—x1)(x —x2) = XX (X ) (X4
X1 X2 X1 X2

@;)@;Mmﬁ%) (=)
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Wir versuchen daher, R(x) darzustellen in der Form
2x+3 d

X2 —x+1 1T— 200 +v= 1——1—\/—3)x'

Nach der Summenformel fiir die geometrische Reihe ist dann

25 (), +dz(“ =)

R(x) =

Somit sollte

<1 + \/—_3>" (1 - \/—_3>k
ax=¢c|—— | +d| —

2 2
sein.
Der Inhalt der Klammern, die potenziert werden, ist in beiden Féllen eine Zahl, deren
dritte Potenz -1 ist; falls diese Formel stimmt, ist also ax,3 = —ay und ayx.¢ = ay fiir alle
k € Np. Dies konnen wir leicht nachpriifen, wenn wir ay fiir kleiner Werte von k nach der
Rekursionsformel berechnen: ay = a;—ap=5—-3=2,a3=a;—a; =2—-5=-3=—qp
und a4 = a3 —a; = —3—2=—-5= —a;. Wegen der Linearitdt der Rekursion ist damit
ax.3 = —ay fiir alle k € Np.

Da 1000000 : 6 = 166666 Rest 4 iSt, folgt al 000000 = a4 = —Qa1 = —5.

Die Funktion f erfiille die Gleichung f”(x) = —100f(x) fiir alle x € R; auBlerdem sei
7(0) = 1000 und "”(0) = 0. Was wissen Sie iiber f(x) ?

Losung: Wegen der Beziehung f”(x) = —100f(x) muf es nach dem Satz aus der Vorlesung
reelle Zahlen a,b geben, so da3 f(x) = asin 10x + b cos 10x ist. Dann ist

f'(x) = 10acos 10x — 10bsin 10x, ’(x) = —100asin 10x — 100b cos 10x

und "”’(x) = —1000a cos 10x + 1000b sin 10x .

Die Bedingungen f”(0) = 1000 und ”/(0) = 0 bedeuten also, dal —100b = 1000 und
—1000a = 0 sein mufl. Somit ist f(x) = —10cos 10x.



