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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 19–21. November 2012a) Zeigen Sie, da� die Reihe ∞∑

k=1

xk

k!
f�ur alle x ∈ R absolut konvergiert!

Lösung: F�ur x = 0 konvergiert die Summe gegen Null; f�ur x 6= 0 k�onnen wir beispiels-weise versu
hen, das Quotientenkriterium anzuwenden: Der Betrag des Quotienten zweieraufeinanderfolgender Summanden ist
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.Die ist f�ur jedes x eine Nullfolge; also konvergiert die Reihe na
h dem Quotientenkriteriumabsolut.b) Zeigen Sie, da� die Reihe ∞∑

k=1

(

1

2 − 1
k

)k konvergiert!
Lösung: Hier k�onnte das Wurzelkriterium n�utzli
h sein: Die k-te Wurzel des k-ten Sum-manden ist 1

2 − 1
k

, und da dies f�ur k → ∞ gegen 1
2
konvergiert, folgt aus dem Wurzelkri-terium die (absolute) Konvergenz der Reihe.
) Zeigen Sie, da� die Funktion f(x) = x5 + x + 1 auf ganz R streng monoton wa
hsend ist!

Lösung: f′(x) = 5x4 + 1 ≥ 1 f�ur alle x ∈ R, und eine Funktion mit positiver ersterAbleitung ist streng monoton wa
hsend.d) Wel
he Ableitung hat die Umkehrfunktion g von f im Punkt f(2) = 35 ?
Lösung: g(35) = 2 und g′(35) =

1

f′(2)
=

1

5 · 24 + 1
=

1

81
.e) Wo hat g lokale Maxima und Minima?

Lösung: Nirgends, denn g′(y) =
1

f′(x)
kann nirgends vers
hwinden.f) Wo ist f konvex, wo konkav?

Lösung: f′′(x) = 20x3 ist negativ f�ur x < 0 und positiv f�ur x > 0; somit ist x konkav auf
(−∞, 0) und konvex auf (0,∞).g) Ist die Logarithmusfunktion konvex oder konkav auf (0, ∞) ?
Lösung: Die Ableitung von log x ist 1/x, die Ableitung davon −1/x2, was �uberall negativist. Somit ist die Logarithmusfunktion konkav.h) Wie sieht es aus mit der Exponentialfunktion?
Lösung: Da diese au
h glei
h ihrer zweiten Ableitung ist und au�erdem nur positiveWerte annimmt, ist sie konvex �uber ganz R.



i) Was ist lim
x→1

x4 − x3 + x2 − 1

x5 − x4 + x3 − x2 + x − 1
?

Lösung: F�ur x = 1 vers
hwinden sowohl der Z�ahler als au
h der Nenner des Bru
hs; na
hder Regel von de l'Hôpital ist daherlim
x→1

x4 − x3 + x2 − 1

x5 − x4 + x3 − x2 + x − 1
= lim

x→1

4x3 − 3x2 + 2x

5x4 − 4x3 + 3x2 − 2x + 1
=

3

3
= 1 .j) Zeigen Sie: F�ur alle n ∈ N ist lim

x→∞
xne−x = 0 !

Lösung: Beweis dur
h vollst�andige Induktion: F�ur n = 1 ist na
h der Regel von del'Hôpital lim
x→∞

xe−x = lim
x→∞

x

ex
= lim

x→∞

1

ex
= 0 ,denn ex w�a
hst unbes
hr�ankt f�ur x → ∞.Ist die Behauptung f�ur ein festes n bewiesen, so k�onnen wir den Grenzwert f�ur n+1 na
hde l'Hôpital bere
hnen alslim

x→∞
xn+1e−x = lim

x→∞

xn+1

ex
= lim

x→∞

(n + 1)xn

ex
= (n + 1) lim

x→∞

xn

ex
= 0na
h Induktionsannahme. Somit gilt die Behauptung f�ur alle n ∈ N.k) Was ist lim

n→∞
xne−x?

Lösung: Ist |x| < 1, so ist die Folge (xn)n∈N eine Nullfolge; da ex eine von n unabh�angigereelle Zahl ist, gilt dasselbe f�ur die Folge der xnex; der gesu
hte Grenzwert vers
hwindetalso. F�ur x = 1 ist xne−x = e−1 f�ur alle n, und damit konvergiert die Folge au
h gegen e−1.F�ur x = −1 alterniert die Folge zwis
hen e und −e, ist also unbestimmt divergent. F�ur
x > 1 divergiert die Folge bestimmt gegen +∞, f�ur x < −1 divergiert sie unbestimmt: DieFolgenglieder werden betragsm�a�ig immer gr�o�er, alternieren aber beim Vorzei
hen.l) Zeigen Sie: Zu jedem n ∈ N gibt es ein Mn ∈ R, so da� ex > xn f�ur alle x > Mn, und f�urjedes x > 1 aus R gibt es ein Nx ∈ N, so da� ex < xn f�ur alle n ≥ Nx.
Lösung: Da lim

x→∞
xne−x = 0 ist, gibt es insbesondere f�ur ε = 1 ein N ∈ R, so da�

xne−x < ε = 1 ist f�ur alle x > N, also au
h xn < ex. Mit Mn = N gilt also die ersteBehauptung.In der zweiten behaupteten Unglei
hung ex < xn steht re
hts eine von n unabh�angigereelle Zahl. Da die Logarithmusfunktion auf den positiven reellen Zahlen streng monotonw�a
hst, gilt die Unglei
hung die Unglei
hung genau dann, wenn log ex = x kleiner istlog xn = n log x. Da wir x > 1 vorausgesetzt haben, ist log x > 0; daher ist n log x < xgenau dann, wenn n > x/ log x ist. Somit gilt die Behauptung mit jeder nat�urli
he Zahl
Nx > x/ log x.m)Was ist lim

xց0

√
x log x ?

Lösung: Na
h der Regel von de l'Hôpital istlim
xց0

√
x log x = lim

xց0

log x

x−1/2
= lim

xց0

1/x

−(1/2)x−3/2
= lim

xց0
−2

√
x = 0 .n) Zeigen Sie: Die n-te Ableitung von xn ist n!.

Lösung: Beweis dur
h vollst�andige Induktion: F�ur n = 1 ist zu zeigen, da� die Ableitungvon f(x) = x glei
h eins ist; das stimmt o�ensi
htli
h.



Wenn wir f�ur ein festes n wissen, da� die n-te Ableitung von xn glei
h n! ist, k�onnenwir die (n + 1)-te Ableitung von f(x) = xn+1 bere
hnen als die n-te Ableitung von
f′(x) = (n + 1)xn, und das ist na
h Induktionsannahme (n + 1) · n! = (n + 1)!.o) Was ist die n-te Ableitung von sinh x ?
Lösung: Die Ableitung des Sinus hyperboli
us oder der Cosinus hyperboli
us, derwiederum den Sinus hyperboli
us als Ableitung hat, und so weiter. f�ur gerade n erhaltenwir somit sinh x als n-te Ableitung, f�ur ungerade n dagegen 
osh x.


