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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 12–14. November 2012a) Ri
htig oder fals
h: Die Funktion f:R → R mit f(x) =

{
x2 falls x ≥ 0

−x2 falls x ≤ 0
ist di�eren-zierbar in allen Punkten x0 ∈ R.

Lösung: Ri
htig: In der Umgebung eines Punkts x0 > 0 stimmt f(x) mit der Polynom-funktion x2 �uberein, in der Umgebung eines Punkte x0 < 0 mit der Polynomfunktion −x2.Bleibt also h�o
hstens der Punkt x0 = 0 als potentielles Problem. In dessen Umgebung ist
f(x0 + h) =

{
h2 falls h ≥ 0

−h2 falls h ≤ 0
= f(0) + 0 · h + h · |h| .Da die Betragsfunktion stetig ist und f�ur h = 0 den Wert null annimmt, ist f au
h imNullpunkt di�erenzierbar mit Ableitung f′(0) = 0.b) Wel
he Ableitung hat diese Funktion f?

Lösung: F�ur x > 0 ist f′(x) = 2x, f�ur x < 0 ist f′(x) = −2x und f�ur x = 0 ist f′(0) = 0.Kompakt ausgedr�u
kt ist also f′(x) = 2 |x|.
) Finden Sie f�ur die folgenden Funktionen die gr�o�te Teilmenge D ⊆ R, auf denen siede�niert sind, und bere
hnen Sie dort die Ableitung!
f(x) =

x2 + 1

x2 − 1
, g(x) = e−x2

, h(x) = 22x

, k(x) = log(4 − x2), ℓ(x) = log10 x !
Lösung: Die Funktion f ist eine rationale Funktion, also �uberall dort de�niert, wo derNenner ni
ht vers
hwindet. Somit ist D = R r {±1}. Die Ableitung dort kann na
h derQuotientenregel bere
hnet werden:

f′(x) =
(x2 − 1) · 2x − (x2 + 1) · 2x

(x2 − 1)2
= −

4x

(x2 − 1)2
.

g ist als Hintereinanderausf�uhrung einer Exponentialfunktion und eines Polynoms aufganz R de�niert und di�erenzierbar; die Ableitung erre
hnet si
h na
h der Kettenregel zu
g′(x) = −2x e−x2 .
h ist die Hintereinanderausf�uhrung der Funktion x 7→ 2x mit si
h selbst; untersu
henwir also zun�a
hst diese Funktion. 2x = ex log 2 ist auf ganz R de�niert und hat na
h derKettenregel (oder laut Vorlesung) die Ableitung log 2 · 2x. Damit ist au
h h auf ganz Rde�niert und hat na
h der Kettenregel die Ableitung

h′(x) = log 2 · 22x · log 2 · 2x = (log 2)2 22x · 2x .
k entsteht dur
h Einsetzen eines Polynoms in die Logarithmusfunktion; da letztere nurf�ur positive Werte von x de�niert ist, mu� x so gew�ahlt werden, da� 2 − x2 > 0 ist, d.h.
D = (−2, 2). F�ur x aus diesem o�enen Intervall erre
hnet si
h die Ableitung na
h derKettenregel zu

k′(x) =
1

2 − x2
· (−2x) =

2x

x2 − 2
.Der Logarithmus zur Basis 10, s
hlie�li
h, unters
heidet si
h vom nat�urli
hen Logarithmusnur um eine Konstante, ist also wie dieser auf der Menge D aller positiver reeller Zahlende�niert. Da

ℓ(x) = log10 x =
log xlog 10

ist, folgt ℓ′(x) =
1

x log 10
.



d) Bere
hnen Sie �uber die Formel f(x + h) ≈ f(x) + hf′(x) N�aherungswerte f�ur die Zahlen
x1 =

√
10 =

√
9 + 1, x2 = 10

√
e = e0,1 und x3 =

1

101
=

1

100 + 1
!

Lösung:

x1 =
√

9 + 1 ≈
√

9 +
1

2
√

9
= 3

1

6
= 3, 16

x2 = e0+0,1 ≈ e0 + 0,1e0 = 1,1

x3 =
1

100 + 1
≈ 1

100
−

1

1002
= 0,0099Korrekte bzw. auf f�unf Na
hkommastellen gerundete Werte sind

x1 ≈ 3,16228, x2 ≈ 1,10517 und x3 = 0,0099 .e) Ein Student habe zum Zeitpunkt t = 0 der Modulklausur seinen maximalen Wissens-stand in Analysis I errei
ht. Wenn man davon ausgeht, da� er einen gewissen Bru
hteil βdavon nie wieder vergi�t, erf�ullt der Anteil w(t), den er zur Zeit t na
h der Pr�ufungno
h beherrs
ht, na
h dem deuts
hen Psy
hologen Hermann Ebbinghaus (1850{1909)die Glei
hung w′(t) = −γ ·
(

w(t) − β
) mit einem γ ∈ R. Bestimmen Sie w(t) !

Lösung: Wie wir wissen, mu� eine Funktion y(t), f�ur die y′(t) = ay(t) ist, ein Vielfa
hesder Exponentialfunktion eat sein. Hier haben wir eine �ahnli
he Glei
hung; was st�ort, istallerdings der Summand −β. Nun hat aber eine Konstante die Ableitung null; wenn wirdie neue Funktion y(t) = w(t) − β betra
hten, ist daher
y′(t) = w′(t) = −γy(t), also y(t) = Ce−γt .Somit ist w(t) = β + Ce−γt. Dabei mu� die Konstante C so bestimmt werden, da�

w(0) = β + C = 100% ist, d.h. C = 1 − β.f) F�ur einen speziellen Studenten sei β = 10% und w(1 Jahr) = 60%. Wel
hen Teil seinerKenntnisse hat er (ohne zus�atzli
hes Lernen) bis zum Wiederholungstermin na
h dreiMonaten vergessen?
Lösung: In diesem Fall ist C glei
h 90% und w(t) = 0,1 + 0,9e−γt. Au�erdem ist, wennwir die Zeit in Jahren messen,

w(1) = 0,1 + 0,9e−γ = 0,6 =⇒ e−γ =
5

9
=⇒ γ = − ln 5

9
≈ 0,5877866648 .Mithin ist w(1

2
) = 0,1 + 0,9e

1

4
ln 5

9 = 0,1 + 0,9 4

√

5
9
≈ 0,86334 ungefe�ahr 86%. Er hat alsobis zum Wiederholungstermin knapp 14% des gelernten Sto�s vergessen.g) Ein Erwa
hsener atmet etwa 16 Mal pro Minute je einen halben Liter Luft ein; die aus-geatmete Luft enth�alt 20% weniger Sauersto� als die eingeatmete. Angenommen, 30 Stu-denten sitzen in einem ni
ht gel�ufteten Seminarraum von 40m3, dessen Luft anf�angli
h20% Sauersto� enth�alt. Wieviel enth�alt sie no
h na
h 90 Minuten?

Lösung: Da die Zahlen ohnehin nur ungef�ahr stimmen, m�ussen wir ni
ht unbedingt mitder hier kleinstm�ogli
hen Zeiteinheit von 1/16 Minute re
hnen, sondern k�onnen, ohnegro�en Ein
u� auf das Ergebnis, mit vollen Minuten re
hnen, wodur
h si
h angenehmereZahlen ergeben.Der Seminarraum enth�alt V = 40m3 Luft, dessen Sauersto�anteil zur (in Minuten gemes-senen) Zeit t glei
h y(t) sei. Jede Minute werden 30×16× 1
2

= 240 Liter Luft eingeatmet;



da Tausend Liter glei
h einem Kubikmeter sind, ist das in Bezug auf das Gesamtvolumenein Anteil von 240
40000

= 6
1000

. Vorher war das Sauersto�volumen y(t)V ; na
hher ist es
6

1000
· 8

10
y(t)V +

994

1000
y(t)V =

48 + 9940

10000
y(t)V =

9988

10000
y(t)V ,da der Sauersto�gehalt der ni
ht eingeatmeten Luft nat�urli
h konstant bleibt. Damit sinktder Sauersto�gehalt pro Minute um 12

10000
y(t), d.h.

y′(t) = −
12

10000
y(t) und y(t) = Ce−

12

10000 y(t) .Der Vorfaktor ist C = y(0) = 20% und
y(90) =

1

5
e−

12·90
10000 =

1

5
e−

108
1000 ≈ 0,1795255193 .Der Sauersto�gehalt ist also auf knapp 18% gesunken.h) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema der Funktion f(x) = x2e−x2 ! Um wel
he Art vonExtrema handelt es si
h jeweils?

Lösung: Die Ableitung von e−x2 ist na
h der Kettenregel −2xe−x2 , die von f(x) also na
hder Leibnizs
hen Produktregel f′(x) = 2xe−x2

+x2(−2xe−x2

) = 2(x−x3)e−x2 . Da die Ex-ponentialfumktion nur positive Werte annimmt, kann dieser Ausdru
k nur vers
hwinden,wenn (x − x3) = x(1 + x)(1 − x) vers
hwindet, also f�ur x = 0 und x = ±1. F�ur x = 0 ist
f(x) = 0; da f(x) ≥ 0 f�ur alle x ∈ R, kann bei x = 0 nur ein Minimum vorliegen; da f′(x)f�ur 0 < |x| < 1 positiv ist, steigt die Funktion von dort bis zu den Punkten mit x = ±1;dana
h wird f′(x) negativ. Somit m�ussen bei ±1 Maxima liegen.i) Ist c ∈ R eine Nullstelle des Polynoms f, so sagen wir, x sei eine r-fa
he Nullstelle genaudann, wenn es ein Polynom g gibt mit g(c) 6= 0, so da� f(x) = (x − c)r · g(x) ist. ZeigenSie, da� c genau dann eine mindestens zweifa
he Nullstelle ist, wenn f′(c) vers
hwindet.
Lösung: Na
h der Produktregel ist f′(x) = r(x−c)r−1g(x)+ (x−c)rg(x). Ist r = 1, so ist
(x− c)r−1 die Konstante eins, also ist f′(c) = g(c) 6= 0. Ist dagegen r ≥ 2, so vers
hwindetau
h (x − c)r−1 im Punkt c, d.h. f′c) = 0.j) Zeigen Sie, da� die Ableitung des Polynoms f(x) = (x2 − x)(x − 2)(x − 3) in jedem dero�enen Intervalle (0, 1), (1, 2) und (2, 3) genau eine Nullstelle hat!
Lösung: Da x2 − x = x(x − 1) ist, vers
hwindet das Polynom f genau an den vier Stellen
x = 0, x = 1, x = 2 und x = 3. Na
h dem Satz von Rolle liegt daher in jedem derabges
hlossenen Intervalle [0, 1], [1, 2] und [2, 3] mindestens eine Nullstelle von f′. Daalle Nullstellen von f einfa
h sind, vers
hwindet f′(x) dort ni
ht; die Nullstellen liegen alsosogar in den jeweiligen o�enen Intervallen. Da f′ als Polynom vom Grad drei h�o
hstensdrei Nullstellen hat, kann in jedem der drei Intervalle h�o
hstens eine liegen, also genaueine.k) Bestimmen Sie f�ur die Funktion f(x) = x3 − x + 3 alle x ∈ [−2, 2], f�ur die f′(x) glei
h demDi�erenzenquotienten f(2) − f(−2)

2 − (−2)
ist!

Lösung: f′(x) = 3x2 − 1, und der Di�erenzenquotient hat den Wert
f(2) − f(−2)

2 − (−2)
=

(8 − 2 + 3) − (−8 + 2 + 3)

4
=

9 + 3

4
= 3 ;gesu
ht sind also alle x ∈ [−2, 2], f�ur die 3x2 − 1 = 3 oder x2 = 4

3
ist. Das sind die beidenZahlen ±

√

4

3
= ±2

3

√
3 .


