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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 29-31. Oktober 2012

a) Zeigen Sie: Die Funktion
. RZu;{xeR\xzo}HR
X = /X
ist stetig!

Lésung: Sei zundchst x > 0, und ¢ > 0 sei vorgegeben. Fiir y > 0 ist nach der dritten
binomischen Formel

(VU— VXU +VX)=y—x, alsoist |vy— x| = \/E;)\(/’)_(< ‘U\;_(X\.

Setzen wir daher & = ¢ - /X, s0 ist
y—x _jy—x] 3
y— Vx| = < <—=c¢.
W= AT G R T

Bleibt noch der Fall x = 0; hier miissen wir zeigen, dafl es zu jeden ¢ > 0 ein § > 0 gibt,
so dafl aus y < 6 folgt, dafi /y < ¢ ist. Hier kénnen wir offensichtlich 6 = ¢? setzen.
Alternative Losung: Wir wissen, dafl die Funktion

Rzo — RZO

X — X2

streng monoton wachsend, stetig und surjektiv ist; somit gibt es eine Umkehrfunktion.
Da der Satz aus der Vorlesung nur fiir endliche Intervalle bewiesen wurde, miissen wir
— ahnlich wie beim Beweis der Stetigkeit des Logarithmus — fiir die Stetigkeit in einem
vorgegebenen Punkt x € R, zunéchst ein a > max{1, x} wéhlen und die Quadratfunktion

als Funktion von [0, a] nach [0, a?] betrachten; hier gibt uns der Satz die Stetigkeit im
Punkt x.

b) Zeigen Sie: Konvergiert die Folge (xn)nen positiver reeller Zahlen x,, gegen x € R, so
konvergiert die Folge (\/xn), _ gegen v/x!

Losung: Dies folgt sofort aus der in der vorigen Aufgabe bewiesenen Stetigkeit der Wurzel-
funktion und dem entsprechenden Satz aus der Vorlesung.

c) Fiir die Funktion f: D — R gebe es eine reelle Zahl c, so dafl |f(x) — f(y)| < c-|x —y] fir
alle x,y € D. Zeigen Sie, daf3 f stetig auf D ist.

Losung: Ist ¢ =0, so mufl f konstant sein, ist also stetig. Andernfalls ist, zumindest wenn
D mehr als ein Element enthélt, c > 0. Wir betrachten ein beliebiges Element x € D und
ein beliebiges ¢ > 0. Mit & = ¢/c gilt dann fiir jedes y € D mit [x —y| < &

[fx) = fly)| < clx—y[ <ed=¢;

die Funktion ist also stetig in x. Da x € D beliebig gewdhlt war, ist sie stetig auf ganz D.



d)

f)

g)

h)

Zeigen Sie, daf es fiir die Funktion f: R>, — R mit f(x) = \/x kein solches c € R gibt!

Losung: Fir x = 0 ist [x —y| =y und [f(x) — f(y)| = \/y. Fiir die Zahl ¢ miifite daher
VU < cy sein fiir alle y > 0. Damit miifite insbesondere ¢ > 1/,/y sein fiir alle y > 0, und
diese Ungleichung erfiillt keine reelle Zahl c.

Richtig oder falsch: Ist f: D — R eine stetige Funktion, so ist auch die Funktion g:D — R
mit g(x) = f(x?) dort, wo sie definiert ist, stetig.

Losung: Richtig, denn g ist die Hintereinanderausfiithrung von f mit der auf ganz R
stetigen Funktion x — x?.

Welche Bedingungen mufl D erfiillen, damit aus der Stetigkeit von g die von f folgt?

Lésung: Da x? > 0 ist fiir alle x € R, kann die Stetigkeit von g nichts aussagen iiber

die Stetigkeit von f bei negativen Argumenten. Somit darf D jedenfalls keine negativen
Zahlen enthalten. Das allein geniigt aber noch nicht, denn auch eine positive Zahl muf
nicht notwendigerweise Quadrat eines Elements aus D sein. Wir miissen daher fordern,
daB jedes Element von D sich als Quadrat eines Elements von D darstellen 1a8t, d.h.

Dg{x2|xeD}.

Diese Bedingung erfiillen beispielsweise die nichtnegativen sowie auch die positiven reellen
Zahlen, die Intervalle [0, 1] und (0, 1), aber auch jedes Intervall [1, a] mit a > 1. Wenn
f auf einer solchen Menge D definiert ist, kdnnen wir f schreiben als die Hintereinander-
ausfiihrung von g und der Wurzelfunktion, die in diesem Fall wohldefiniert und stetig ist
und auf D Werte aus D liefert: Fiir x € D ist f(x) = g(y/x) mit v/x € D.

Die Gauss-Klammer [x] einer reellen Zahl x bezeichnet die grofite ganze Zahl z < x. An
welchen Stellen x € R ist die Funktion f(x) = [x] stetig, an welchen nicht?

Losung: Ist x eine ganze Zahl, so ist f(x) = [x] = x. Fiir eine reelle Zahl y mit x—1 <y < x
ist f(y) =x—1, fiir y mit x <y < x+ 1 aber ist f(y) = x. Damit kann die Funktion an
diesen Stellen nicht stetig sein: Sonst miifite es beispielsweise fiir ¢ = % ein > 0 geben, so
daB |f(x) — f(y)| < % wére fiir alle y mit [x —y| < d. Ist aber 1 irgendeine positive reelle
Zahl, die echt kleiner als 8 ist, so erfiillt y = x —n zwar sicherlich die letztere Ungleichung,
aber f(y) < x — 1 hat groBleren Abstand von f(x) = x als % Also ist f fiir jedes x € Z
unstetig. Ist x # Z und 6 = min(x — [x], [x] +1—x) der Abstand zur nachsten ganzen Zahl,
so ist f(y) = f(x) fiir alle y € R mit |y — x| < 9, fiir jedes ¢ > 0 ist also mit diesem & die
Forderung aus der Definition der Stetigkeit erfiillt.

Richtig oder falsch: Ist fiir die Funktion f: R — R die Funktion g: R — R mit g(x) = |f(x)]
stetig, so auch f.

Loésung: Falsch: Definieren wir etwa

41 firxeQ
f(")_{—l firx e R\ Q’

so ist f in jedem Punkt unstetig, aber g(x) = |f(x)| = 1 ist eine konstante Funktion und
somit iiberall stetig.

Finden Sie eine Funktion f:R — R; die fiir jedes positive x € R sowie fiir jedes negative
x € R stetig ist, im Punkt x = 0 aber unstetig.



7)

k)

L6sung: Die Funktion f(x) = {? 1{3; : f 8

gebenes ¢ > 0 konnen wir einfach, unabhéngig von ¢, das gesuchte 6 als |x| /2 definieren.
Fiir ein y mit |y — x| < & ist dann sicherlich y # 0, also f(x) = f(y) = 0; die Funktion ist
also stetig in x.

Fir den Punkt x = 0 kann es offensichtlich zu ¢ = % kein & > 0 geben, so daf}

fly) —f(x)[ = [fly) 1] <e
ist, denn fiir jedes y # 0 ist f(y) = 0 und damit |f(y) — f(x)| = 1.

ist stetig in jedem Punkt x # 0: Fiir vorge-

f,g:R — R seien stetige Funktionen auf R und a € R. Zeigen Sie, dafl die Funktion

R—-R
h: o f(x) fallsx<a
g(x) fallsx>a

genau dann stetig auf R ist, wenn f(a) = g(a) ist.

Losung: Offensichtlich ist h in jedem Punkt x # a stetig; wir miissen das 0, das wegen
der Stetigkeit von f bzw. g existiert, nur gegebenenfalls so verkleinern, daf} jedes y mit
|x —y| < b auf derselben Seite von a liegt wie x.

Bleibt der Punkt x = a. Nach dem Folgenkriterium ist h stetig in a, falls fiir jede Folge
(Xn )nen mit Grenzwert a gilt:
lim h(x,) =h(a).

n—oo

Wir teilen die Folge (xn)nen auf in zwei Teilfolgen (X, Jnen und (X, )newn, wobei die
erste Teilfolge alle x,, < a enthalten soll und die zweite den Rest. Wegen der Stetigkeit
von f konvergiert die erste Teilfolge, so sie unendlich viele Glieder enthalt, gegen f(a); die
zweite entsprechend wegen der Stetigkeit von g gegen g(a). Ist f(a) = g(a), so konvergiert
auch die Gesamtfolge gegen diesen Wert, denn zu jedem ¢ > 0 gibt es ein n; € N, so daf
[f(a) — f(xy,)| < € ist fiir alle n > ny; entsprechend gibt es auch ein n, € N, so da
[fla) —g(xv, )| = |g(a) —g(xy, )| < € ist fir n > n,. Fir n > ny = max{pn,,vn, ) ist
daher |h(a) — h(xn)| < €, denn jedes x,, kommt ja in einer der beiden Teilfolgen vor.

Ist f(a) # g(a), so betrachten wir eine Folge (x,)nen mit Grenzwert a derart, dafl es
unendlich viele n gibt mit x,, < a und auch unendlich viele x;,, mit x,, > a. Dann kann
die Folge der f(x,, ) nicht gegen f(a) konvergieren, denn fiir ein ¢ < % [f(a) — g(a)| gibt es
ein M, so dafl fiir die Teilfolge der x,, > a alle Funktionswerte einen kleineren Abstand
als ¢ von g(a) haben, und damit kann nach der Dreiecksungleichung keines einen Abstand
kleiner ¢ von f(a) haben.

Nach §32a EStG berechnet sich die Einkommensteuer aus dem zu versteuernden Einkom-
men x wie folgt: Bis 7834 Euro, miissen keine Steuern bezahlt werden. Liegt x dariiber,
aber nicht iiber 13139 Euro, betragt die Steuer (939,68 -y + 1400) -y, wobei y (abgesehen
von Rundungsvorschriften) ein Zehntausendstel des 7 834 Euro iibersteigenden Teils des
Einkommens ist. Danach, bis 52551 Euro, ist die Steuer (228,74-z2+2397)-z+1 007, wobei
z ein Zehntausendstel des 13 139 Euro iibersteigenden Teils des Einkommens ist. Danach
gilt bis 250400 Euro die Formel 0,42 - x — 8064, dann schliefllich 0,45 - x — 15576. Ist die
zu zahlende Einkommensteuer eine stetige Funktion von x, wenn wir (im Gegensatz zum
EStG) das Einkommen als kontinuierliche Grofie, d.h. als beliebige reelle Zahl betrachten?
Wenn nicht, wo ist sie unstetig?



Loésung: Da wir die Rundungsvorschriften des EStG ignorieren, sind
x —7834 d x—13139

~ 770000 "% *T 770000
stetige (sogar lineare) Funktionen von x; die beiden quadratischen Polynome, in die y
und z eingesetzt werden, sind (als Polynome) stetige Funktionen von y bzw. z, also auch
von x. Die konstante Funktion null und die beiden linearen Funktionen sind ebenfalls
stetig; jede der fiinf Komponenten ist also als Funktion auf ganz R stetig. Nach der vorigen
Aufgabe sind die einzigen Kandidaten fiir Unstetigkeit die Stellen, an denen die zwischen
zwel Funktionen gewechselt wird; wir miissen also dort die Werte der linksseitigen und
der rechtsseitigen Funktion vergleichen.
Fiir x = 7834 ist y = 0, also verschwindet das quadratische Polynom in y genau wie die
Konstante Null im Intervall davor; hier ist die Funktion also stetig.
Fir x = 13139 ist y = 0,5305 und z = 0. Das Polynom in y hat den Wert 1007,154377,
das in z natiirlich den Wert 1007. Somit ist die Funktion hier nicht stetig. (Fiir Besteue-
rungszwecke ist der Sprung um rund 15 Cent irrelevant, da tatsachlich stets auf volle Euro
abgerundet wird.)
Fiir x =52551 ist z = 3,9412; das Polynom in z nimmt dort den Wert 14 007,087 958 825
an, wahrend 0,42 - x — 8064 = 14007,42 ist. Wieder haben wir mathematisch eine Un-
stetigkeit.
Fiir x = 250 400 schlieBilich ist 0,42 - x — 8 064 = 97104, und diesen Wert nimmt auch das
andere lineare Polynom an. Somit ist die Funktion an dieser Stelle stetig.



