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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 29–31. Oktober 2012a) Zeigen Sie: Die Funktion
f:{ R≥0 =def {

x ∈ R
∣

∣ x ≥ 0
}

→ R

x 7→
√

xist stetig!
Lösung: Sei zun�a
hst x > 0, und ε > 0 sei vorgegeben. F�ur y ≥ 0 ist na
h der drittenbinomis
hen Formel
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.Setzen wir daher δ = ε · √x, so ist
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= ε .Bleibt no
h der Fall x = 0; hier m�ussen wir zeigen, da� es zu jeden ε > 0 ein δ > 0 gibt,so da� aus y < δ folgt, da� √
y < ε ist. Hier k�onnen wir o�ensi
htli
h δ = ε2 setzen.Alternative L�osung: Wir wissen, da� die Funktion

{
R≥0 → R≥0

x 7→ x2streng monoton wa
hsend, stetig und surjektiv ist; somit gibt es eine Umkehrfunktion.Da der Satz aus der Vorlesung nur f�ur endli
he Intervalle bewiesen wurde, m�ussen wir{ �ahnli
h wie beim Beweis der Stetigkeit des Logarithmus { f�ur die Stetigkeit in einemvorgegebenen Punkt x ∈ R≥0 zun�a
hst ein a > max{1, x} w�ahlen und die Quadratfunktionals Funktion von [0, a] na
h [0, a2] betra
hten; hier gibt uns der Satz die Stetigkeit imPunkt x.b) Zeigen Sie: Konvergiert die Folge (xn)n∈N positiver reeller Zahlen xn gegen x ∈ R, sokonvergiert die Folge (√
xn

)

n∈N
gegen √

x !
Lösung: Dies folgt sofort aus der in der vorigen Aufgabe bewiesenen Stetigkeit der Wurzel-funktion und dem entspre
henden Satz aus der Vorlesung.
) F�ur die Funktion f:D → R gebe es eine reelle Zahl c, so da� |f(x) − f(y)| ≤ c · |x − y| f�uralle x, y ∈ D. Zeigen Sie, da� f stetig auf D ist.
Lösung: Ist c = 0, so mu� f konstant sein, ist also stetig. Andernfalls ist, zumindest wenn
D mehr als ein Element enth�alt, c > 0. Wir betra
hten ein beliebiges Element x ∈ D undein beliebiges ε > 0. Mit δ = ε/c gilt dann f�ur jedes y ∈ D mit |x − y| < δ

|f(x) − f(y)| ≤ c |x − y| < cδ = ε ;die Funktion ist also stetig in x. Da x ∈ D beliebig gew�ahlt war, ist sie stetig auf ganz D.



d) Zeigen Sie, da� es f�ur die Funktion f:R≥0 → R mit f(x) =
√

x kein sol
hes c ∈ R gibt!
Lösung: F�ur x = 0 ist |x − y| = y und |f(x) − f(y)| =

√
y. F�ur die Zahl c m�u�te daher√

y ≤ cy sein f�ur alle y ≥ 0. Damit m�u�te insbesondere c ≥ 1/
√

y sein f�ur alle y > 0, unddiese Unglei
hung erf�ullt keine reelle Zahl c.e) Ri
htig oder fals
h: Ist f:D → R eine stetige Funktion, so ist au
h die Funktion g:D → Rmit g(x) = f(x2) dort, wo sie de�niert ist, stetig.
Lösung: Ri
htig, denn g ist die Hintereinanderausf�uhrung von f mit der auf ganz Rstetigen Funktion x 7→ x2.f) Wel
he Bedingungen mu� D erf�ullen, damit aus der Stetigkeit von g die von f folgt?
Lösung: Da x2 ≥ 0 ist f�ur alle x ∈ R, kann die Stetigkeit von g ni
hts aussagen �uberdie Stetigkeit von f bei negativen Argumenten. Somit darf D jedenfalls keine negativenZahlen enthalten. Das allein gen�ugt aber no
h ni
ht, denn au
h eine positive Zahl mu�ni
ht notwendigerweise Quadrat eines Elements aus D sein. Wir m�ussen daher fordern,da� jedes Element von D si
h als Quadrat eines Elements von D darstellen l�a�t, d.h.

D ⊆
{
x2

∣

∣ x ∈ D
} .Diese Bedingung erf�ullen beispielsweise die ni
htnegativen sowie au
h die positiven reellenZahlen, die Intervalle [0, 1] und (0, 1), aber au
h jedes Intervall [1, a] mit a > 1. Wenn

f auf einer sol
hen Menge D de�niert ist, k�onnen wir f s
hreiben als die Hintereinander-ausf�uhrung von g und der Wurzelfunktion, die in diesem Fall wohlde�niert und stetig istund auf D Werte aus D liefert: F�ur x ∈ D ist f(x) = g
(√

x
) mit √x ∈ D.g) Die Gau�-Klammer [x] einer reellen Zahl x bezei
hnet die gr�o�te ganze Zahl z ≤ x. Anwel
hen Stellen x ∈ R ist die Funktion f(x) = [x] stetig, an wel
hen ni
ht?

Lösung: Ist x eine ganze Zahl, so ist f(x) = [x] = x. F�ur eine reelle Zahl y mit x−1 < y < xist f(y) = x − 1, f�ur y mit x ≤ y < x + 1 aber ist f(y) = x. Damit kann die Funktion andiesen Stellen ni
ht stetig sein: Sonst m�u�te es beispielsweise f�ur ε = 1
2
ein δ > 0 geben, soda� |f(x) − f(y)| < 1

2
w�are f�ur alle y mit |x − y| < δ. Ist aber η irgendeine positive reelleZahl, die e
ht kleiner als δ ist, so erf�ullt y = x−η zwar si
herli
h die letztere Unglei
hung,aber f(y) ≤ x − 1 hat gr�o�eren Abstand von f(x) = x als 1

2
. Also ist f f�ur jedes x ∈ Zunstetig. Ist x 6= Z und δ = min(x−[x], [x]+1−x) der Abstand zur n�a
hsten ganzen Zahl,so ist f(y) = f(x) f�ur alle y ∈ R mit |y − x| < δ, f�ur jedes ε > 0 ist also mit diesem δ dieForderung aus der De�nition der Stetigkeit erf�ullt.h) Ri
htig oder fals
h: Ist f�ur die Funktion f:R → R die Funktion g:R → R mit g(x) = |f(x)|stetig, so au
h f.

Lösung: Fals
h: De�nieren wir etwa
f(x) =

{
+1 f�ur x ∈ Q

−1 f�ur x ∈ R r Q
,so ist f in jedem Punkt unstetig, aber g(x) = |f(x)| = 1 ist eine konstante Funktion undsomit �uberall stetig.i) Finden Sie eine Funktion f:R → R; die f�ur jedes positive x ∈ R sowie f�ur jedes negative

x ∈ R stetig ist, im Punkt x = 0 aber unstetig.



Lösung: Die Funktion f(x) =
{

0 f�ur x 6= 0

1 f�ur x = 0
ist stetig in jedem Punkt x 6= 0: F�ur vorge-gebenes ε > 0 k�onnen wir einfa
h, unabh�angig von ε, das gesu
hte δ als |x| /2 de�nieren.F�ur ein y mit |y − x| < δ ist dann si
herli
h y 6= 0, also f(x) = f(y) = 0; die Funktion istalso stetig in x.F�ur den Punkt x = 0 kann es o�ensi
htli
h zu ε = 1

2
kein δ > 0 geben, so da�

|f(y) − f(x)| = |f(y) − 1| < εist, denn f�ur jedes y 6= 0 ist f(y) = 0 und damit |f(y) − f(x)| = 1.j) f, g:R → R seien stetige Funktionen auf R und a ∈ R. Zeigen Sie, da� die Funktion
h:



R → R

x 7→
{

f(x) falls x ≤ a

g(x) falls x > agenau dann stetig auf R ist, wenn f(a) = g(a) ist.
Lösung: O�ensi
htli
h ist h in jedem Punkt x 6= a stetig; wir m�ussen das δ, das wegender Stetigkeit von f bzw. g existiert, nur gegebenenfalls so verkleinern, da� jedes y mit
|x − y| < δ auf derselben Seite von a liegt wie x.Bleibt der Punkt x = a. Na
h dem Folgenkriterium ist h stetig in a, falls f�ur jede Folge
(xn)n∈N mit Grenzwert a gilt: lim

n→∞

h(xn) = h(a) .Wir teilen die Folge (xn)n∈N auf in zwei Teilfolgen (xµn
)n∈N und (xνn

)n∈N, wobei dieerste Teilfolge alle xn ≤ a enthalten soll und die zweite den Rest. Wegen der Stetigkeitvon f konvergiert die erste Teilfolge, so sie unendli
h viele Glieder enth�alt, gegen f(a); diezweite entspre
hend wegen der Stetigkeit von g gegen g(a). Ist f(a) = g(a), so konvergiertau
h die Gesamtfolge gegen diesen Wert, denn zu jedem ε > 0 gibt es ein n1 ∈ N, so da�
|f(a) − f(xµn

)| < ε ist f�ur alle n ≥ n1; entspre
hend gibt es au
h ein n2 ∈ N, so da�
|f(a) − g(xνn

)| = |g(a) − g(xνn
)| < ε ist f�ur n ≥ n2. F�ur n ≥ n0 = max{µn1

, νn2
} istdaher |h(a) − h(xn)| < ε, denn jedes xn kommt ja in einer der beiden Teilfolgen vor.Ist f(a) 6= g(a), so betra
hten wir eine Folge (xn)n∈N mit Grenzwert a derart, da� esunendli
h viele n gibt mit xn ≤ a und au
h unendli
h viele xn mit xn > a. Dann kanndie Folge der f(xn) ni
ht gegen f(a) konvergieren, denn f�ur ein ε < 1

2
|f(a) − g(a)| gibt esein n2, so da� f�ur die Teilfolge der xn > a alle Funktionswerte einen kleineren Abstandals ε von g(a) haben, und damit kann na
h der Dreie
ksunglei
hung keines einen Abstandkleiner ε von f(a) haben.k) Na
h §32a EStG bere
hnet si
h die Einkommensteuer aus dem zu versteuernden Einkom-men x wie folgt: Bis 7 834 Euro, m�ussen keine Steuern bezahlt werden. Liegt x dar�uber,aber ni
ht �uber 13 139 Euro, betr�agt die Steuer (939,68 ·y+ 1 400) ·y, wobei y (abgesehenvon Rundungsvors
hriften) ein Zehntausendstel des 7 834 Euro �ubersteigenden Teils desEinkommens ist. Dana
h, bis 52 551 Euro, ist die Steuer (228,74·z+2 397) ·z+1 007, wobei

z ein Zehntausendstel des 13 139 Euro �ubersteigenden Teils des Einkommens ist. Dana
hgilt bis 250 400 Euro die Formel 0,42 · x − 8 064, dann s
hlie�li
h 0,45 · x − 15 576. Ist diezu zahlende Einkommensteuer eine stetige Funktion von x, wenn wir (im Gegensatz zumEStG) das Einkommen als kontinuierli
he Gr�o�e, d.h. als beliebige reelle Zahl betra
hten?Wenn ni
ht, wo ist sie unstetig?



Lösung: Da wir die Rundungsvors
hriften des EStG ignorieren, sind
y =

x − 7 834

10 000
und z =

x − 13 139

10 000stetige (sogar lineare) Funktionen von x; die beiden quadratis
hen Polynome, in die yund z eingesetzt werden, sind (als Polynome) stetige Funktionen von y bzw. z, also au
hvon x. Die konstante Funktion null und die beiden linearen Funktionen sind ebenfallsstetig; jede der f�unf Komponenten ist also als Funktion auf ganz R stetig. Na
h der vorigenAufgabe sind die einzigen Kandidaten f�ur Unstetigkeit die Stellen, an denen die zwis
henzwei Funktionen gewe
hselt wird; wir m�ussen also dort die Werte der linksseitigen undder re
htsseitigen Funktion verglei
hen.F�ur x = 7 834 ist y = 0, also vers
hwindet das quadratis
he Polynom in y genau wie dieKonstante Null im Intervall davor; hier ist die Funktion also stetig.F�ur x = 13 139 ist y = 0,5305 und z = 0. Das Polynom in y hat den Wert 1007,154377,das in z nat�urli
h den Wert 1007. Somit ist die Funktion hier ni
ht stetig. (F�ur Besteue-rungszwe
ke ist der Sprung um rund 15 Cent irrelevant, da tats�a
hli
h stets auf volle Euroabgerundet wird.)F�ur x = 52 551 ist z = 3,9412; das Polynom in z nimmt dort den Wert 14 007,087 958 825an, w�ahrend 0,42 · x − 8 064 = 14 007,42 ist. Wieder haben wir mathematis
h eine Un-stetigkeit.F�ur x = 250 400 s
hlie�li
h ist 0,42 · x − 8 064 = 97 104, und diesen Wert nimmt au
h dasandere lineare Polynom an. Somit ist die Funktion an dieser Stelle stetig.


