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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 22.–24. Oktober 2012a) Rihtig oder falsh: Konvergiert die reelle Folge (xn)n∈N gegen x ∈ R, so konvergiertauh jede ihrer Teilfolgen gegen x.
Lösung: Rihtig, denn f�ur die Teilfolge (yn)n∈N mit yn = xνn

ist νn ≥ n f�ur alle n,da ν1 als nat�urlihe Zahl mindestens eins sein mu� und die Folge der νn streng monotonw�ahst. F�ur ε > 0 gibt es ein n0, so da� |x − xn| < ε ist f�ur alle n ≥ n0; f�ur n ≥ n0 istauh νn ≥ n ≥ n0, also ist auh |yn − x| = |xνn
− x| < ε.b) Rihtig oder falsh: Die reelle Folge (xn)n∈N ist genau dann konvergent, wenn die dreiTeilfolgen (un)n∈N, (vn)n∈N und (wn)n∈N mit un = x2n, vn = x2n+1 und wn = x3nkonvergent sind.

Lösung: Wie wir gerade gesehen haben, m�ussen auh alle Teilfolgen einer konvergentenFolge konvergieren; wenn (xn)n∈N konvergiert, konvergieren also auh die drei Teilfolgen.Problematisher ist die Umkehrung:Wenn wir nur w�u�ten, da� die Folgen der un und der vn konvergieren, k�onnten wir nihtausshlie�en, da� beide gegen vershiedene Grenzwerte konvergieren und (xn)n∈N somitunbestimmt divergiert; shlie�lih haben die beiden Teilfolgen nihts miteinander zu tun.Bei der dritten Folge allerdings sind die Indizes die Dreierzahlen, und die sind abwehselndgerade und ungerade. Das sollte einen Zusammenhang zwishen den drei Folgen herstellen.Seien u, v,w die Grenwerte der drei Folgen. Dann gibt es f�ur jedes ε > 0 nat�urlihe Zahlen
n1, n2 und n3, so da�

|u − un| < ε/2 f�ur alle n ≥ n1 ,
|v − vn| < ε/2 f�ur alle n ≥ n2 und

|w − wn| < ε/2 f�ur alle n ≥ n3 .F�ur n0 = max(2n1, 2n2, 3n3) ist daher
|u − xn| < ε/2 f�ur alle geraden n ≥ n0 ,
|v − xn| < ε/2 f�ur alle ungeraden n ≥ n0 und
|w − xn| < ε/2 f�ur alle durh drei teilbaren n ≥ n0 .F�ur eine durh sehs teilbare nat�urlihe Zahl n ≥ n0 ist somit

|u − w| ≤ |u − xn| + |xn − w| <
ε

2
+

ε

2
= ε ,und f�ur eine ungerade Dreierzahl n ≥ n0 haben wir die Absh�atzung

|v − w| ≤ |v − xn| + |xn − w| <
ε

2
+

ε

2
= ε .Da wir diese Absh�atzungen f�ur jedes ε > 0 beweisen k�onnen, mu� u = w und v = wsein, also u = v = w. Bezeihnen wir diesen gemeinsamen Wert als x, so ist |x − xn| < εf�ur jedes n ≥ n0, denn n mu� entweder gerade oder ungerade sein (und ist eventuellzus�atzlih auh noh durh drei teilbar).) Rihtig oder falsh: Jede konvergente Folge ist beshr�ankt.



Lösung: Rihtig: Die minimalistishe L�osung best�unde darin zu sagen, da� wir aus derVorlesung wissen, da� jede konvergente Folge eine Cauhy-Folge ist und beim Beweis desCauhyshen Konvergenzkriteriums gezeigt haben, da� jede Cauhy-Folge beshr�anktist.Ein direkter Beweis ist allerdings auh niht viel aufwendiger: Konvergiert die Folge
(xn)n∈N gegen x, so gibt es insbesondere f�ur ε = 1 ein n0 ∈ N, so da� |x − xn| < 1f�ur alle n ≥ n0. F�ur n ≥ n0 ist daher

|xn| = |x + (xn − x)| ≤ |x| + |x − xn| < |x| + 1 .Bezeihnet M das Maximum der n0 Zahlen |x1| , . . . , |xn0−1| und |x|+1, ist daher |xn| ≤ Mf�ur alle n ∈ N.d) Finden Sie in der Folge (xn)n∈N mit xn = (−2)n + (−1)n+1/2n eine monoton wahsendeund eine monoton fallende Teilfolge!
Lösung: Der erste Term (−2)n ist positiv und monoton wahsend, wenn wir uns aufgerade n beshr�anken, aber negativ und monoton fallend, wenn wir uns auf ungerade nbeshr�anken. Der zweite Term ist negativ und monoton wahsend f�ur gerade n, aberpositiv und monoton fallend f�ur ungerade n. Damit ist die Teilfolge der geraden Termemonoton wahsend, die der ungeraden monoton fallend.e) Finden Sie in der Folge (xn)n∈N mit xn = (−2)n + (−1)n/2n eine monoton wahsendeund eine monoton fallende Teilfolge!
Lösung: Wenn wir uns wieder zun�ahst auf die geraden Indizes beshr�anken, ist nun dererste Term monoton wahsend und positiv, der zweite positiv und monoton fallend. Dadie Folge der (−2)2n = 4n aber eine streng monoton wahsende Folge nat�urliher Zahlenist, w�ahrend der zweite Term stets einen Betrag von h�ohstens 1/2 hat, bleibt die Folgetrotzdem monoton wahsend. Aus dem gleihen Grund bleibt die Folge der ungeradenTerme monoton fallend.f) Rihtig oder falsh: Jede nah oben beshr�ankte Folge reeller Zahlen hat eine konvergenteTeilfolge.
Lösung: Falsh; die Folge (xn)n∈N mit xn = −n ist o�ensihtlih nah oben beshr�ankt,hat aber keine konvergente Teilfolge.g) Rihtig oder falsh: Ist (xn)n∈N eine Cauhy-Folge, so auh (

|xn|
)

n∈N
.

Lösung: Rihtig, denn ist |xn − xm| < ε f�ur alle n,m ≥ n0, so ist auh ||xn| − |xm|| < ε:Wenn wir in der versh�arften Dreieksungleihung
∣

∣|x − y| − |y − z|
∣

∣ ≤ |x − z| ≤ |x − y| + |y − z|

x = xn, y = 0 und z = xm setzen, erhalten wir die Ungleihung ∣

∣|xn|− |xm|
∣

∣ ≤ |xn − xm|.h) Rihtig oder falsh: Ist (

|xn|
)

n∈N
eine Cauhy-Folge, so auh (xn)n∈N .

Lösung: Das ist nat�urlih falsh: Beispielsweise ist die Folge (xn)n∈N mit xn = (−1)nsiherlih keine Cauhy-Folge (sonst w�are sie shlie�lih konvergent), aber die Folge derBetr�age ist die konstante Folge aus lauter Einsen, und die ist nat�urlih eine Cauhy-Folge.i) Die Folge (xn)n∈N sei rekursiv de�niert durh x1 = 1
2
und xn = xn−1 +

1

n(n + 1)
. ZeigenSie: Das ist eine Cauhy-Folge!



Lösung: Wir m�ussen zeigen, da� es zu jedem ε > 0 ein n0 ∈ N gibt, so da� |xn − xm| < εf�ur alle n,m ≥ n0. F�ur n > m ist
xn − xm =
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.Ist n0 gr�o�er als 1/ε, ist dies f�ur alle n,m ≥ n0 kleiner als ε.j) Die Folge (xn)n∈N sei rekursiv de�niert durh x1 = 1

2
und xn = xn−1 +

(−1)n

n(n + 1)
. ZeigenSie: Das ist eine Cauhy-Folge!

Lösung: Wieder m�ussen wir zeigen, da� es zu jedem ε > 0 ein n0 ∈ N gibt, so da�
|xn − xm| < ε f�ur alle n,m ≥ n0. F�ur n > m ist

xn − xm =

n∑

i=m+1

(−1)i

i(i + 1)
,aber wenn wir das wie oben aufl�osen, erhalten wir nihts n�utzlihes. Nah der Dreiek-sungleihung ist aber

|xn − xm| ≤
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,und wie wir oben nahgerehnet haben, wird das kleiner ε, sobald n,m �uber einer Shranke

n0 ≥ 1/ε liegen.k) Zeigen Sie: Zu jeder irrationalen Zahl x ∈ (0, 1) gibt es eine streng mononoton wahsendeFolge (νn)n∈N nat�urliher Zahlen, so da� x Grenzwert der rekursiv durh x1 = 2−ν1 und
xn = xn−1 + 2−νn de�nierten Folge ist!
Lösung: F�ur jedes x > 0 gibt es eine kleinste nat�urlihe Zahl ν1, so da� x > 2−ν1 ist.Diese nehmen wir, setzen x1 = 2−ν1 und y1 = x − x1. Da ν1 kleinstm�oglih gew�ahltwurde, ist y1 < 2−ν1 ; sonst w�are shlie�lih x > 2−ν1 + 2−ν1 = 2−(ν1−1. Au�erdem ist
y1 > 0, da x sonst rational w�are.Zur rekursiven Konstruktion der weiteren νn nehmen wir an, νn sei bereits konstruiertund damit auh reelle Zahlen xn = 2−νn und yn mit x = xn + yn und 0 < yn < 2−νn .Dann sei νn+1 die kleineste nat�urlihe Zahl mit x > 2−νn+1 . Wir setzen xn+1 = xn +

2−νn+1 ; wie oben folgt, da� yn+1 = x − xn positiv und kleiner als 2−νn+1 ist. Die Folgeder xn konvergiert gegen x, da yn = x−xn stets kleiner ist als 2−νn und die Folge der νnmonoton w�ahst.l) Am ersten Januar 2012 werden 1000 Euro angelegt zu einem Zinssatz von 2%. WelhesKapital ist am Jahresende vorhanden, wenn nur einmal j�ahrlih, einmal monatlih bzw.kontinuierlih verzinst wird?
Lösung: Bei einmal j�ahrliher Verzinsung kommen 2% dazu, am Jahresende sind also1020 Euro vorhanden. Bei monatliher Verzinsung wird das Kapital mit (1+0.02/12)12 ≈
1,020184360 multipliziert und damit zu 1020 Euro und 18 Cent. Bei kontinuierliherVerzinsung ist der Multiplikator e0.02 ≈ 1,020201340, am Jahresende gibt es also 1020Euro und 20 Cent.m)Konvergieren die Folgen (en)n∈N und (e−n)n∈N? Wenn ja, wohin?



Lösung: Da e > 1 ist, divergiert die Folge der Zahlen en bestimmt gegen ∞. Da e−n =

1/en ist, folgt daraus, da� die Folge der e−n eine Nullfolge ist.n) Zeigen Sie, da� die Exponentialfunktion eine injektive Abbildung von R nah R de�niert!
Lösung: Angenommen, ex = ey, aber x 6= y. Dann ist entweder x < y oder y < x. Imersten Fall ist ex < ey, im zweiten ey < ex, beides im Widerspruh zur vorausgesetztenGleihheit. Also mu� x = y sein, womit die Injektivit�at bewiesen w�are.o) Zeigen Sie, da� f�ur alle x ∈ R gilt: log ex = x !
Lösung: u = log ex ist die eindeutig bestimmt reelle Zahl u, f�ur die eu = ex ist, also x.p) Zeigen Sie, da� der Logarithmus eine bijektive Abbildung von der Menge aller positiverreeller Zahlen auf die Menge aller reeller Zahlen de�niert!
Lösung: Ist y irgendeine reelle Zahl, so ist x = ey positiv, da die Exponentialfunktionnur positive Werte annimmt. Au�erdem ist log x = log ey = y; die Zahl x = ey. Damit istdie Surjektivit�at gezeigt. Zum Nahweis der Injektivit�at betrahten wir irgendeine reelleZahl z mit y = log z. Dann ist x = ey = elog z = z; das Urbild ist also eindeutig bestimmt.q) Der bin�are Logarithmus y = lb x einer positiven reellen Zahl x ist jene reelle Zahl, f�ur die
2y = x ist. Er spielt in der Informationstheorie eine gro�e Rolle. Zeigen Sie: Die Anzahlder Bits (= binary digits) zur Darstellung einer nat�urlihen Zahl n im Zweiersystem istdie kleinste nat�urlihe Zahl r, die gr�o�er ist als lbn.
Lösung: Ist r ∈ N so gew�ahlt, da� r − 1 ≤ lbn = lognlog 2

≤ r, so ist auh (r − 1) log 2 <logn ≤ r log 2. Nah unseren Rehenregeln f�ur die Exponentialfunktion ist dann auh
e(r−1) log 2 < elogn ≤ er log 2, d.h. 2r−1 < n ≤ 2r. Diese beiden Ungleihungen werdengenau von den nat�urlihen Zahlen n erf�ullt, die r Bin�arzi�ern haben.r) a, b > 1 seien zwei reelle Zahlen. Zeigen Sie: Es gibt eine reelle Zahl c, so da�logb x = c loga xf�ur alle x > 0 !
Lösung: Wie wir in der Vorlesung gesehen haben, ist f�ur eine positive reelle Zahl xloga x =

log xlog a
und logb x =

log xlog b
,also ist logb x = logalogb

loga x.s) Zeigen Sie mit Hilfe des Prinzips der vollst�andigen Induktion, da� f�ur jede ganze Zahl nund jede positive reelle Zahl x gilt: log(xn) = n log x.
Lösung: F�ur n = 1 ist nat�urlih log x1 = 1 · logn. Angenommen, die Behauptung istbereits bewiesen f�ur eine feste nat�urlihe Zahl n. Dann istlog xn+1 = log(xn · x) = log xn + log x .Nah Induktionsannahme ist log xn = n log x, alsolog xn+1 = n log x + log x = (n + 1) log x ,wie im Induktionsshlu� zu zeigen ist. Somit ist nah dem Prinzip der vollst�andigenInduktion log xn = n log x f�ur alle n ∈ N. Zu zeigen war das aber f�ur alle n ∈ Z.F�ur n = 0 ist log x0 = log 1 = 0. F�ur negative ganze Zahlen −n mit n ∈ N ist
x−n · xn = 1, also log x−n + log xn = log 1 = 0. Wie bereits gezeigt, ist log xn = n log x,also log x−n = −n log x, wie behauptet.



t) Zeigen Sie: F�ur jede reelle Zahl x > 1 ist log x ≤ x − 1 !
Lösung: Nah einer der beiden de�nierenden Eigenshaften der Exponentialfunktion ist
ey ≥ 1 + y f�ur alle y ∈ R. Damit ist auh ex−1 ≥ x f�ur alle x ∈ R: Man setze einfah
y = x − 1. Wenn die in der Aufgabe aufgestellte Behauptung falsh w�are, k�onnten wir ausder Ungleihung log x > x − 1 folgern, da� x = elog x > ex−1 w�are, im Widerspruh zurgerade gezeigten Ungleihung. Somit ist die Behauptung rihtig.


