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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 22.-24. Oktober 2012

a) Richtig oder falsch: Konvergiert die reelle Folge (xn)nen gegen x € R, so konvergiert
auch jede ihrer Teilfolgen gegen x.

Losung: Richtig, denn fiir die Teilfolge (Un)nen mit yn = x,,, ist vy, > n fiir alle n,
da ~v; als natiirliche Zahl mindestens eins sein mufl und die Folge der v,, streng monoton
wachst. Fiir ¢ > 0 gibt es ein np, so dal |x — x,,| < ¢ ist fiir alle n > ng; fir n > ny ist
auch vy, > n > ny, also ist auch |y, — x| =[xy, — x| < €.

b) Richtig oder falsch: Die reelle Folge (xn)nen ist genau dann konvergent, wenn die drei
Teilfolgen (Un)nen, (Vn)neny und (Wp)nen mit Un = Xon, Vn = X2n41 und wy = X3n
konvergent sind.

Losung: Wie wir gerade gesehen haben, miissen auch alle Teilfolgen einer konvergenten
Folge konvergieren; wenn (X, )ncn konvergiert, konvergieren also auch die drei Teilfolgen.
Problematischer ist die Umkehrung:

Wenn wir nur wiifiten, daf3 die Folgen der u,, und der v,, konvergieren, kénnten wir nicht
ausschliefen, dafl beide gegen verschiedene Grenzwerte konvergieren und (x,)nen somit
unbestimmt divergiert; schliellich haben die beiden Teilfolgen nichts miteinander zu tun.
Bei der dritten Folge allerdings sind die Indizes die Dreierzahlen, und die sind abwechselnd
gerade und ungerade. Das sollte einen Zusammenhang zwischen den drei Folgen herstellen.
Seien u, v, w die Grenwerte der drei Folgen. Dann gibt es fiir jedes ¢ > 0 natiirliche Zahlen
ng,ny und ns, so dafl

lu—un| <e/2 firalen>ng,
[v—vn|<e/2 flirallen>n, und
lw—wy|<e/2 fiirallen >ns.

Fiir ng = max(2nq,2n,,3n3) ist daher

lu—xn| <e/2 fiir alle geraden n > no,
|[v—xn| <e€/2 fiir alle ungeraden n > ny und
W —xn| < e/2 fiir alle durch drei teilbaren n > ny .

Fir eine durch sechs teilbare natiirliche Zahl n > n, ist somit

e €
lu—w| < |[u—xn|+ [xn —W| < 31T 5=¢

und fiir eine ungerade Dreierzahl n > ny haben wir die Abschitzung

V—w| < [v—xn|+|xn —W| < Siie.
2 2
Da wir diese Abschitzungen fiir jedes ¢ > O beweisen konnen, mufl wu = w und v =w
sein, also u = v = w. Bezeichnen wir diesen gemeinsamen Wert als x, so ist |[x — x| < €
fiir jedes n > ny, denn n mufl entweder gerade oder ungerade sein (und ist eventuell
zusdtzlich auch noch durch drei teilbar).

c) Richtig oder falsch: Jede konvergente Folge ist beschrankt.



d)

f)

g9)

h)

Loésung: Richtig: Die minimalistische Losung bestiinde darin zu sagen, dafl wir aus der
Vorlesung wissen, daf} jede konvergente Folge eine CAUCHY-Folge ist und beim Beweis des
CaucHyschen Konvergenzkriteriums gezeigt haben, dafl jede CaucHY-Folge beschrankt
ist.

Ein direkter Beweis ist allerdings auch nicht viel aufwendiger: Konvergiert die Folge
(xn)nen gegen x, so gibt es insbesondere fiir ¢ = 1 ein ny € N, so dafl |[x —xn| < 1
fiir alle n > ng. Fiir n > ng ist daher

Xn| =[x+ (xn =%)] < x|+ |[x —xn| < x|+ 1.

Bezeichnet M das Maximum der ng Zahlen |x1],..., |[xn,—1| und |x|+1, ist daher |x,| <M
fiir alle n € N.

Finden Sie in der Folge (Xn )ney mit X, = (—2)™ + (—1)™*'/2n eine monoton wachsende
und eine monoton fallende Teilfolge!

Losung: Der erste Term (—2)™ ist positiv und monoton wachsend, wenn wir uns auf

gerade n beschranken, aber negativ und monoton fallend, wenn wir uns auf ungerade n
beschranken. Der zweite Term ist negativ und monoton wachsend fiir gerade n, aber
positiv und monoton fallend fiir ungerade n. Damit ist die Teilfolge der geraden Terme
monoton wachsend, die der ungeraden monoton fallend.

Finden Sie in der Folge (xn)neny mit Xy = (—2)™ + (—1)™/2n eine monoton wachsende
und eine monoton fallende Teilfolge!

Lésung: Wenn wir uns wieder zundchst auf die geraden Indizes beschranken, ist nun der
erste Term monoton wachsend und positiv, der zweite positiv und monoton fallend. Da
die Folge der (—2)?™ = 4™ aber eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen
ist, wahrend der zweite Term stets einen Betrag von hochstens 1/2 hat, bleibt die Folge
trotzdem monoton wachsend. Aus dem gleichen Grund bleibt die Folge der ungeraden
Terme monoton fallend.

Richtig oder falsch: Jede nach oben beschrankte Folge reeller Zahlen hat eine konvergente
Teilfolge.

Losung: Falsch; die Folge (xn)nen mit x, = —n ist offensichtlich nach oben beschriankt,
hat aber keine konvergente Teilfolge.

Richtig oder falsch: Ist (xn)nen eine CAUCHY-Folge, so auch (|xn|)neN )

Losung: Richtig, denn ist [x, — xm | < € fiir alle n,m > ny, so ist auch ||xn| — [xm|| < e:
Wenn wir in der verscharften Dreiecksungleichung

Ix—yl—ly—z|| < [x—z| < |x —y[+ [y — 2]

X = Xn,Yy = 0 und z = x,,, setzen, erhalten wir die Ungleichung Hxn\ — \me < Ixn — Xm|-

Richtig oder falsch: Ist (|xnl), . eine CAUCHY-Folge, so auch (xn)nen -

Losung: Das ist natiirlich falsch: Beispielsweise ist die Folge (xn)neny mit x, = (—1)"
sicherlich keine CAUCHY-Folge (sonst wire sie schliefflich konvergent), aber die Folge der
Betrdge ist die konstante Folge aus lauter Einsen, und die ist natiirlich eine CAucHY-
Folge.

1
Die Folge (xn)nen sei rekursiv definiert durch x; = % und X, = X1 + —————. Zeigen

Sie: Das ist eine CAucHY-Folge! nn+1)



7)

k)

Y

Losung: Wir miissen zeigen, dafl es zu jedem ¢ > 0 ein ny € N gibt, so daB |x, —xm| < ¢
fiir alle n,m > ng. Fir n > m ist

b 1 s 1 1 LI s 1
wom= ) gy s <€_i+1>: 2 17 2 i

i=m-+1 i=m-+1 i=m-+1 i=m-+1
L 1 1 1

) i i m+1 n+1 m+ 1

i=m+1 i=m-+2

Ist no groBer als 1/¢, ist dies fiir alle n, m > ng kleiner als e.

n
Die Folge (xn)nen sei rekursiv definiert durch x; = % und X, = Xpn—1 + (7)] Zeigen
Sie: Das ist eine CAucHY-Folge! nn+1)

Losung: Wieder miissen wir zeigen, dafl es zu jedem ¢ > 0 ein ng € N gibt, so daf3
[xn —xm| < € fiir alle n,m > ngy. Fiir n > m ist

v (=1
W= ) gy

i=m+1

aber wenn wir das wie oben auflosen, erhalten wir nichts niitzliches. Nach der Dreieck-
sungleichung ist aber

n (_])i n 1
J— < =
xn Xm|—,Z ifi+1) Z i+’
i=m+1 i=m+1

und wie wir oben nachgerechnet haben, wird das kleiner ¢, sobald n, m iiber einer Schranke
no > 1/¢ liegen.

Zeigen Sie: Zu jeder irrationalen Zahl x € (0, 1) gibt es eine streng mononoton wachsende
Folge (vn)nen natiirlicher Zahlen, so dal x Grenzwert der rekursiv durch x; =27 und
Xn =Xn_1 + 27" definierten Folge ist!

Losung: Fiir jedes x > O gibt es eine kleinste natiirliche Zahl v, so dal x > 27" ist.
Diese nehmen wir, setzen x; = 27V'" und y; = x — x1. Da v; kleinstmoéglich gewahlt
wurde, ist y; < 27V'; sonst wiare schlieflich x > 2~V 42Vt =2-(V1=1 AuBerdem ist
yp > 0, da x sonst rational ware.

Zur rekursiven Konstruktion der weiteren v,, nehmen wir an, v, sei bereits konstruiert
und damit auch reelle Zahlen x,, = 27" und y, mit x = x, + yn, und 0 < y,, < 27 Vn.
Dann sei v, die kleineste natiirliche Zahl mit x > 27Vn»+'. Wir setzen xn11 = Xn +
27 Vn+1. wie oben folgt, dafl yn1 = x — x4, positiv und kleiner als 27 V~+1 ist. Die Folge
der x,, konvergiert gegen x, da y, = x —x,, stets kleiner ist als 27V~ und die Folge der v,
monoton wachst.

Am ersten Januar 2012 werden 1000 Euro angelegt zu einem Zinssatz von 2%. Welches
Kapital ist am Jahresende vorhanden, wenn nur einmal jahrlich, einmal monatlich bzw.
kontinuierlich verzinst wird?

Losung: Bei einmal jdhrlicher Verzinsung kommen 2% dazu, am Jahresende sind also
1020 Euro vorhanden. Bei monatlicher Verzinsung wird das Kapital mit (1+0.02/12)'? ~
1,020184360 multipliziert und damit zu 1020 Euro und 18 Cent. Bei kontinuierlicher
Verzinsung ist der Multiplikator €2 ~ 1,020201340, am Jahresende gibt es also 1020
Euro und 20 Cent.

m ) Konvergieren die Folgen (e™),cy und (e ™)nen? Wenn ja, wohin?



p)

q)

Losung: Da e > 1 ist, divergiert die Folge der Zahlen e™ bestimmt gegen co. Da e ™™ =

1/e™ ist, folgt daraus, dafl die Folge der e~ ™ eine Nullfolge ist.

Zeigen Sie, dafl die Exponentialfunktion eine injektive Abbildung von R nach R definiert!

Losung: Angenommen, e* = eY, aber x # y. Dann ist entweder x < y oder y < x. Im
ersten Fall ist e¥ < eY, im zweiten e¥Y < e*, beides im Widerspruch zur vorausgesetzten
Gleichheit. Also mufl x =y sein, womit die Injektivitdt bewiesen wére.

Zeigen Sie, daf fiir alle x € R gilt: loge* = x!

Loésung: u = log e* ist die eindeutig bestimmt reelle Zahl u, fiir die e* = e* ist, also x.

Zeigen Sie, daBl der Logarithmus eine bijektive Abbildung von der Menge aller positiver
reeller Zahlen auf die Menge aller reeller Zahlen definiert!

Loésung: Ist y irgendeine reelle Zahl, so ist x = eY positiv, da die Exponentialfunktion
nur positive Werte annimmt. Auflerdem ist logx =logeY = y; die Zahl x = e¥. Damit ist
die Surjektivitdt gezeigt. Zum Nachweis der Injektivitdt betrachten wir irgendeine reelle
Zahl z mit y = log z. Dann ist x = e¥ = e!°8? = z; das Urbild ist also eindeutig bestimmt.

Der bindre Logarithmus y = 1b x einer positiven reellen Zahl x ist jene reelle Zahl, fiir die
2Y = x ist. Er spielt in der Informationstheorie eine grofie Rolle. Zeigen Sie: Die Anzahl
der Bits (= binary digits) zur Darstellung einer natiirlichen Zahl n im Zweiersystem ist
die kleinste natiirliche Zahl r, die grofer ist als lbn.

logn

Losung: Ist r € N so gewdhlt, daB r— 1 < lbn = g2 =T 50 ist auch (r—1)log2 <
logn < rlog2. Nach unseren Rechenregeln fiir die Exponentialfunktion ist dann auch
e(r=1)log2 - elogn < erlog2 gph 271 < n < 2", Diese beiden Ungleichungen werden
genau von den natiirlichen Zahlen n erfiillt, die r Binarziffern haben.

a,b > 1 seien zwei reelle Zahlen. Zeigen Sie: Es gibt eine reelle Zahl c, so dafl
log, x = clog, x
fiir alle x > 0!
Loésung: Wie wir in der Vorlesung gesehen haben, ist fiir eine positive reelle Zahl x

log x
log,x = @ und logy x =

log x
logb’

loga
logb

also ist logy, x = log, x.
Zeigen Sie mit Hilfe des Prinzips der vollstdndigen Induktion, daf fiir jede ganze Zahl n
und jede positive reelle Zahl x gilt: log(x™) = nlog x.

Losung: Fiir n = 1 ist natiirlich logx' = 1-logn. Angenommen, die Behauptung ist
bereits bewiesen fiir eine feste natiirliche Zahl n. Dann ist

log x™*! =log(x™ - x) = logx™ + log x .
Nach Induktionsannahme ist log x™ = nlog x, also
logx™™ ! =nlogx +logx = (n+1)logx,

wie im Induktionsschlufl zu zeigen ist. Somit ist nach dem Prinzip der vollstdndigen
Induktion logx™ = nlogx fiir alle n € N. Zu zeigen war das aber fiir alle n € Z.
Fiir n = 0 ist logx® = log1 = 0. Fiir negative ganze Zahlen —m mit n € N ist
x " -x™ =1, also logx™™ + logx™ = log 1 = 0. Wie bereits gezeigt, ist log x™ = nlogx,

also log x™™ = —n log x, wie behauptet.



t) Zeigen Sie: Fiir jede reelle Zahl x > 1 ist logx <x —1!

Loésung: Nach einer der beiden definierenden Eigenschaften der Exponentialfunktion ist
eY > 14y fiir alle y € R. Damit ist auch e*~' > x fiir alle x € R: Man setze einfach
y = x— 1. Wenn die in der Aufgabe aufgestellte Behauptung falsch ware, konnten wir aus
der Ungleichung logx > x — 1 folgern, dafl x = e!°¢* > e*~! wire, im Widerspruch zur
gerade gezeigten Ungleichung. Somit ist die Behauptung richtig.



