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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 1. und 2. Oktober 2012a) Welhe der folgenden Vorshriften de�niert eine Nullfolge?
an =

n

√
2, bn =

1

2n
, cn =

n

n2 +
√

2
, dn =

n

n2 − 222

Lösung: (an)n∈N ist keine Nullfolge: G�abe es n�amlih f�ur ε = 1

2
ein n, so da� |an| < 1

2w�are
2 = an

n <
1

2n
≤ 1 ,was o�ensihtlih niht der Fall ist.

(bn)n∈N dagegen ist eine Nullfolge, denn wie wir vom zweiten �Ubungsblatt wissen, ist
n < 2n f�ur alle n ∈ N, also ist

|bn| =
1

2n
<

1

n
< εf�ur alle n 6= n0, wenn wir f�ur n0 irgendeine nat�urlihe Zahl gr�oser 1/ε w�ahlen.Genauso k�onnen wir auh bei (cn)n∈N vorgehen, denn auh

|cn| =
n

n2 +
√

2
<

n

n2
=

1

n
.F�ur (dn)n∈N m�ussen wir etwas mehr arbeiten: F�ur n ≥ 25 (tats�ahlih shon etwas fr�uher)ist n2 > 2 · 222 = 444, also n2/2 > 222 und somit n2 − 222 > n2/2. F�ur n ≥ 25 ist daher

|dn| =
n

n2 − 222
<

n

n2/2
=

2

n
.W�ahlen wir zu vorgegebenem ε > 0 daher ein n0 ≥ 25 aus N, das gr�o�er ist als 2/ε, so istf�ur n ≥ n0

|dn| <
2

2/ε
= ε ;wir haben also eine Nullfolge.b) (an)n∈N, sei eine Nullfolge, M eine reelle Zahl und (cn)n∈N sei irgendeine Folge reellerZahlen mit |cn| ≤ M f�ur alle n ∈ N, Zeigen Sie, da� dann auh (ancn)n∈N eine Nullfolgeist!

Lösung: Falls M = 0 ist, sind alle cn = 0, und die Behauptung ist trivial. Sei also M > 0.(Warum kann der Fall M < 0 niht eintreten?)Da (an)n∈N eine Nullfolge ist, gibt es f�ur jedes ε > 0 ein n0 ∈ N, so da�
|an| <

ε

M
f�ur alle n ≥ n0 .F�ur n ≥ n0 ist dann auh

|ancn| = |an| · |cn| <
ε

M
· M = ε ,was die Behauptung beweist.) Finden Sie eine Nullfolge (an)n∈N und eine Folge (cn)n∈N von reellen Zahlen derart, da�

(ancn)n∈N keine Nullfolge ist!
Lösung: Wenn wir an = 1/n und cn = n setzen, ist ancn = 1 f�ur alle n, und das istnat�urlih keine Nullfolge: F�ur ε = 1

2
gibt es kein n mit |ancn| < ε.



d) Zeigen Sie: Ist (an)n∈N eine Nullfolge, so auh (bn)n∈N mit bn = 2a2n.
Lösung: Sei ε > 0. Da (an)n∈N eine Nullfolge ist, gibt es ein n0 ∈ N, so da� f�ur alle
n ≥ n0 gilt: |an| < 1

2
ε. Da 2n > n ist, ist dann auh

|bn| = |2a2n| = 2 |a2n| < 2 · ε

2
= ε .e) Berehnen Sie die folgenden komplexen Zahlen:

z1 = i(1 − i), z2 = (3 + i)(3 − i), z3 = (i + 1)(i − 1),

z4 = i2009, z5 =
5 + 2i

2 + 3i
, z6 =

4 + i

2 − i

Lösung:

z1 = i(1 − i) = i · 1 − i · i = i − (−1) = 1 + i

z2 = (3 + i)(3 − i) = 32 − i2 = 9 − (−1) = 10

z3 = (i + 1)(i − 1) = i2 − 12 = −1 − 1 = −2

z4 = i2009 = i · i2008 = i · (i2)1004 = i · (−1)1004 = i

z5 =
5 + 2i

2 + 3i
=

(5 + 2i)(2 − 3i)

(2 + 3i)(2 − 3i)
=

10 − 2 · (−3) − 15i + 4i

22 + 32
=

16

13
−

11

13
i

z6 =
4 + i

2 − i
=

(4 + i)(2 + i)

(2 − i)(2 + i)
=

8 − 1 + 4i + 2i

22 + 12
=

7

5
+

6

5
if) Zeigen Sie: F�ur zwei komplexe Zahlen z,w ist zw = z · w !

Lösung: Wir shreiben z = x+ iy und w = u+ iv. Dann ist zw = (ux− vy)+ (vx+uy)i,also zw = (ux − vy) − (vx + uy)i. F'ur die rehte Seite der zu beweisenden Gleihungerhalten wir z · w = (x − iy)(u − iv) = (ux − vy) − (vx + uy)i, also dasselbe Ergebnis.Damit ist die Formel bewiesen.g) Zeigen Sie: F�ur zwei komplexe Zahlen z,w ∈ C ist |zw| = |z| |w| !
Lösung: Wir k�onnen den Betrag einer komplexen Zahl shreiben als Wurzel aus demProdukt der Zahl mit ihrer konjugiert komplexen Zahl. Somit ist

|zw| =
√

zw · zw =
√

z · w · z · w =
√

z · z · w · w =
√

z · z ·
√

w · w = |z| · |w| ,wobei wir das Ergebnis der vorigen Aufgabe sowie das Kommutativgesetz der Multiplika-tion benutzt haben.Alternativ l�a�t sih das auh direkt nahrehen: Da Betr�age immer gr�o�er oder gleih Nullsind, gen�ugt es zu zeigen, da� die Quadrate der beiden Seiten gleih sind. F�ur z = x + iyund w = u + iv ist zw = (xu − yv) + (xv + yu)i, also
|zw|2 = (xu − yv)2 + (xv + yu)2 = x2u2 − 2xyuv + y2v2 + x2v2 + 2xyuv + y2u2

= x2u2 +y2v2 +x2v2 +y2u2 = x2(y2 +v2)+y2(v2 +u2) = (x2 +y2)(u2 +v2) = |z|2 |w|2 .



h) Bestimmen Sie alle komplexen Zahlen z ∈ C mit z3 = −1 !
Lösung: Wir wissen, da� z = −1 eine L�osung ist, also k�onnen wir durh z + 1 dividieren:

(z3 + 1) : (z +1) = z2 − z + 1

z3 + z2

− z2 + 1

− z2 − z

z +1Somit ist (z3 + 1) = (z + 1)(z2 − z + 1), und wir m�ussen noh die Nullstellen des zweitenFaktors bestimmen. Das ist eine quadratishe Gleihung, die sih in der �ublihen Weisel�osen l�a�t:
z2 − z + 1 =

(

z −
1

2

)2

+
3

4
= 0gilt genau dann, wenn

z =
1

2
±

√
3 i

2
.Zusammen mit z = −1 sind das die s�amtlihen L�osungen.Alternative: Wir k�onnen auh genauso vorgehen wie im Skriptum bei der L�osung derGleihung z3 = 1: Wir mahen den Ansatz z = x + yi; dann ist

z3(x + yi)3 = x3 + 3x2 · yi + 3x · (yi)2 + (yi)3 = x3 − 3xy2 + (3x2y − y3)igenau dann gleih minus eins, wenn
x3 − 3xy2 = −1 und 3x2y − y3 = y(3x2 − y2) = 0ist. Die zweite Gleihung ist genau dann erf�ullt, wenn y = 0 oder y2 = 3x2 ist.

y = 0 in die erste Gleihung eingesetzt f�uhrt auf x3 = −1, also (da x eine reelle Zahl ist)
x = −1. Die Wurzel x + iy = 1 ist in diesem Fall also einfah die wohlbekannte reelleKubikwurzel.Setzen wir y2 = 3x3 in die erste Gleihung ein, erhalten wir die Gleihung −8x3 = −1 mitder L�osung x = 1

2
. Wegen y2 = 3x2 gibt es f�ur y somit die beiden M�oglihkeiten ±1

2

√
3,die dritten Wurzeln von -1 sind also

−1,
1

2
+

1

2

√
3 i und 1

2
−

1

2

√
3 i .weitere Alternative: Wir h�atten uns die ganze Rehnung sparen k�onnen, indem wir dasErgebnis aus dem Skriptum benutzen: Die Gleihung z3 = 1 ist �aquivalent zu (−z)3 = −1.Sie hat die drei L�osungen

z = 1, z = ρ = −
1

2
+

1

2

√
3 i und z = �ρ = −

1

2
−

1

2

√
3 i .Daher hat die Gleihung z3 = −1 die drei L�osungen

z = −1, z = −ρ =
1

2
−

1

2

√
3 i und z = −�ρ =

1

2
+

1

2

√
3 i .i) Finden Sie alle komplexen Zahlen z mit z2 = 3 + 4i !

Lösung: Wir shreiben z = x+iy mit x, y ∈ R; laut Vorlesung ist dann im Falle z2 = a+ib

x = ±
√

2

2

√

√

a2 + b2 + a und y = ±
√

2

2

√

√

a2 + b2 − a ,



wobei die beiden Vorzeihen so gew�ahlt werden m�ussen, da� xy dasselbe Vorzeihen wie bhat.Hier ist a = 3 und b = 4, also m�ussen x und y dasselbe Vorzeihen haben. Weiter ist
x = ±

√
2

2

√

√

32 + 42 + 3 = ±
√

2

2

√√
25 + 3

= ±
√

2

2

√
8 = ±

√
2

2
· 2
√

2 = ±
√

2 ·
√

2 = ±2 .Da 2xy = b = 4 sein mu�, also xy = 2, ist somit y = ±1. Die beiden L�osungen sind also
z = 2 + i und z = −2 − i.j) L�osen Sie die quadratishe Gleihung x2 − 6x + 25 = 0 !
Lösung: Durh quadratishe Erg�anzung wird die Gleihung zu (x−3)2 = −16, die L�osun-gen sind also x = 3 ± 4i.(Wer die L�osungsformel f�ur quadratishe Gleihungen auswendig kennt, kann nat�urlihauh da einsetzen.)k) L�osen Sie die quadratishe Gleihung x2 + x + 1 = 0 !
Lösung: Quadratishe Erg�anzung f�uhrt auf die Gleihung

(

x +
1

2

)2

= −
3

4
,also ist

x = −
1

2
±

√

−
3

4
= −

1

2
±

√
3 i

2
.l) L�osen Sie die quadratishe Gleihung x2 + 3ix + 4 = 0 !

Lösung: Verwenden wir hier zur Abwehslung einmal die L�osungsformel: Mit p = 3i und
q = 4 ist
x = −

p

2
±

√

p2

4
− q = −

3i

2
±

√

(3i)2

4
− 4 = −

3i

2
±

√

−9

4
− 4 = −

3i

2
±

√

−
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4
= −

3i

2
± 5i

2
.Somit ist x = i oder x = −4i.m)n ∈ N sei eine nat�urlihe Zahl und A,B seien zwei Mengen mit jeweils n Elementen.Zeigen Sie: Jede injektive Abbildung f:A → B ist bijektiv!

Lösung: Wir m�ussen zeigen, da� f auh surjektiv ist, da� es also zu jedem b ∈ B ein
a ∈ A gibt mit f(a) = b. Das ist gleihbedeutend damit, da� die Menge

C =
{
b ∈ M

∣

∣ Es gibt ein a ∈ A mit f(a) = b
}

=
{
f(a)

∣

∣ a ∈ A
}bereits ganz B ist. Sie ist o�ensihtlih eine Teilmenge von B; wir m�ussen zeigen, da� siegleih B ist.Wegen der Injektivit�at von f sind die Elemente f(a) allesamt vershieden, die Menge Chat also n Elemente. Da sie Teilmenge der n-elementigen Menge B ist, mu� sie dahergleih B sein, und wir sind fertig.Alternativ l�a�t sih die Behauptung auh durh Widerspruh beweisen: Angenommen, dieAbbildung w�are niht bijektiv. Da sie als injektiv vorausgesetzt ist, kann das nur bedeuten,



da� sie niht surjektiv ist; es gibt also mindestens ein Element b ∈ B, das kein Urbild hat.Damit k�onnen wir aus f auh eine Abbildung A → Br{b} von der n-elementigen Menge Anah der (n−1)-elementigen Menge Br {b} mahen. An der Injektivit�at von f �andert sihnat�urlih nihts, wenn wir aus B ein Element herausnehmen.Nun ist es aber unm�oglih, eine Menge A von n Elementen injektiv abzubilden auf eineMenge von n−1 Elementen, denn da alle Elemente von A vershiedene Bilder haben, sindallein das shon n Elemente. Daher kann die Annahme, f sei niht bijektiv, niht rihtigsein.(Diese Art von Shlu� bezeihnet man als das Dirihletshe Shubfahprinzip: Verteiltman n Gegenst�ande auf n−1 Shubf�aher, so mu� mindestens eines davon mehr als einender Gegenst�ande enthalten.)n) n ∈ N sei eine nat�urlihe Zahl und A,B seien zwei Mengen mit jeweils n Elementen.Zeigen Sie durh vollst�andige Induktion, da� es n! bijektive Abbildungen f:A → B gibt!Dabei steht n! (gesprohen n Fakult�at) f�ur das Produkt der ersten n nat�urlihen Zahlen.
Lösung: Der Induktionsanfang n = 1 ist klar: Da das Produkt der ersten eins nat�urlihenZahlen einfah gleih eins ist, m�ussen wir zeigen, da� es f�ur zwei einelementige Mengen
A = {a} und B = {b} genau eine bijektive Abbildung f:A → B gibt. O�ensihtlih gibt es�uberhaupt nur eine Abbildung f:A → B, denn f�ur f(a) gibt es nur die eine M�oglihkeit
f(a) = b, und damit ist die Abbildung festgelegt. Sie ist surjektiv, da a ein Urbild von b ist,und auh injektiv, denn damit zwei vershiedene Elemente auf dasselbe Element abgebildetwerden k�onnen, m�u�te es erst einmal zwei vershiedene Elemente geben.Zum Induktionsshlu� nehmen wir an, die Behauptung sei rihtig f�ur ein n ∈ N undbetrahten zwei Mengen A,B mit jeweils n + 1 Elementen. Da sih unsere Induktionsvo-raussetzung nur auf n-elementige Mengen bezieht, w�ahlen wir ein Element a ∈ A aus;dann ist A∗ = A r {a} eine Menge mit n Elementen. Eine Abbildung f:A → B bildet
a ab auf eines der n + 1 Elemente von B. Wenn f bijektiv sein soll, kann wegen derInjektivit�at keines des Elemente von A∗ auf f(a) abgebildet werden, f bildet also die nElemente von A∗ bijektiv ab auf die n Elemente der Menge B r {f(a)}. Daf�ur gibt es nahInduktionsvoraussetzung n! M�oglihkeiten. Diese n! M�oglihkeiten haben wir f�ur jede der
n+1 m�oglihen Wahlen von f(a), also gibt es n! · (n+1) = (n+1)! bijektive Abbildungenvon A nah B, wie gew�unsht.Nah dem Prinzip der vollst�andigen Induktion gibt es somit f�ur jede nat�urlihe Zahl ngenau n! bijektive Abbildungen zwishen zwei n-elementigen Mengen A,B.o) Zeigen Sie: Die Menge U ⊂ N aller ungerader nat�urliher Zahlen ist gleihm�ahtig zurMenge G ⊂ N aller gerader nat�urliher Zahlen!
Lösung: F�ur jede ungerade Zahl u ∈ U ist u + 1 eine gerade Zahl aus G. Die Abbildung

f:{ U → G

u 7→ u + 1ist injektiv, denn aus u+1 = v+1 folgt u = v; sie ist auh surjektiv, denn f�ur jede geradeZahl g ∈ G ist g − 1 ungerade und wegen g ≥ 2 auh ein Element von U. Somit sind Uund G gleihm�ahtig.


