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a) Zeigen Sie: Ist (an)nen eine Nullfolge, so auch (by )neny mit by, = an + an1!

b)

Lésung: Sei € > 0 vorgegeben. Wir miissen zeigen, dafl es dazu ein ng € N gibt, so dafl
|bn| < € ist fiir alle n > ny.

Da (an)nen eine Nullfolge ist, gibt es auf jeden Fall eine natiirliche Zahl ngy, so daf
lan| < /2 ist fiir alle n > ny. Insbesondere ist also fiir n > ng auch |an41| < ¢/2, denn
natiirlich ist auch n + 1 > ngy. Somit ist fiir n > ny auch

€ €
|bn|:|an+an+1|§|an|—l—|an+1|<§+§:5_

Dies zeigt, dafl (b )nen eine Nullfolge ist.

Zeigen Sie: Ist (an)nen eine Nullfolge, so auch (cn)neny mit ¢, = 2an +3an41!

Losung: Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wir miissen zeigen, dafl es dazu ein ny € N gibt, so daf
lcn| < € ist fiir alle n > ny.
Ist |an| < e und |an41| < €, so ist

lcn] = [2an + 3ant1]| < 2an| + B3ans1] =2 |an| + 3 |ani1] < 2e + 3¢ = 5¢.
Daher nutzen wir die Nullfolgeneigenschaft von (a,)nen S0 aus, dal wir folgern: Es gibt

ein no € N, so dafl |an| < ¢/5 fiir alle n > ny. Fiir diese n ist dann auch |an 41| < €/5,

also ist , X
€ €
|CT1| = |2aTl +3an+1| S 2|an| +3|an+]| < F + F = €.
Dies zeigt, daf (cn )nen eine Nullfolge ist.

Zeigen Sie: Ist ([an, bnl)nen eine Intervallschachtelung iiber R mit a; > 0, so ist auch
([Van, ‘/b“])n <y €ine Intervallschachtelung.

Losung: Wir miissen zwei Dinge zeigen: Als erstes muf fiir jedes n € N das Intervall

[/@nt1, Vbni1| im Intervall [\/ay,, v/by| liegen, d.h. die Ungleichung
Vv an < vV an41 < V bn+1 < V bn

muf erfiillt sein. Da ([a,, bnl)nen €ine Intervallschachtelung ist, wissen wir jedenfalls,
daBl an < ansi1 < bniy < by ist; auBerdem ist a; > 0, also erst recht a,, > 0. Daher
reicht es zu zeigen, daf fiir zwei reelle Zahlen x,y mit 0 < x <y auch /x < /y ist. Wire

Vx> /Y, so ware auch
X=VX Vx> VXU >V VU =Y,
im Widerspruch zur Annahme.

Als zweites miissen wir zeigen, daf} die Folge der /b,, —,/a,, eine Nullfolge ist. Wir wissen,
daf die Folge der b,, — a,, eine Nullfolge ist, und nach der dritten binomischen Formel ist

bn = an = (Vbn + Van) (vVbn = Van),

also ist

bn_an bn_an bn_an
Vbn —vVan) = < < ,
( " n) vVbn+van T Jan T /g
denn /a7 < /an < /a, ++vbn.



d)

f)

g)

Zu jedem vorgegebenen ¢ > 0 gibt es ein ng, so dafl |b, — an| < \/aje ist fiir alle n > ny.
Fiir diese n ist daher auch

(Voo —van) < 2t < e

die Folge (vbn —/Gn), . ist also eine Nullfolge.

Berechnen Sie die Intervalle [1, 2] + [-2, —1], [1, 2] — [-2, —1] und [1, 2] - [-2, —1]!
Lésung: Bei der Addition von Intervallen kénnen wir einfach die Schranken addieren;
daher ist [1, 2] + [-2, —1] = [-1, 1].

Die Subtraktion kénnen wir auf eine Addition zuriickfithren, denn fiir alle x € [-2, —1]
ist —x € [1, 2] und umgekehrt. Somit ist

1,2 —[-2,-11=0,2]+01,2]=1[2,4].
Fiir die Multiplikation schliefilich miissen wie die vier Produkte aus Schranken verschieden-
er Intervalle betrachten:
1-(=2)=-2, 1-(-1)=-1, 2-(-2)=—4 und 2 -(-1)=-2.
Das kleinste dieser Produkte ist —4, das grofite —1, also ist
1, 2]- -2, —1] =[-4, —1].

Geben Sie eine Intervallschachtelung an fiir die reelle Zahl v/2 ++/3 !

Loésung: Mit dem Algorithmus von HERON k6nnen wir uns leicht Intervallschachtelungen
([an, bal)nen zu V2 und ([cn, dnl)nen zu V3 verschaffen. Konkret kénnen wir nach
HERON etwa von zwei Zahlen by = dp = 1 ausgehen und fiir n > 1 definieren

1 2 2 1 3 3
bn—z<bn+a>) an—a) dn—z<dn+d_n>) Cn—d_n-

Dann ist ([an + cn, bn + dnl)nen eine Intervallschachtelung fiir v/2 4 /3.

Finden Sie eine Intervallschachtelung mit endlichen Dezimalbriichen als Grenzen fiir die

1
Zahl — !
AT

Losung: Die Dezimaldarstellung von 1/11 ist periodisch und gleich 0,09. Eine Intervall-
schachtelung erhalten wir dadurch, dafl wir fiir die untere Schranke einfach nach einer
gewissen Anzahl von Ziffern abbrechen und fiir die obere eine Einheit der letzten Dezi-
malstelle addieren. Konkret kdnnten wir zum Beispiel die Intervalle

[0,09, 0,11, [0,0909, 0,091], [0,090909, 0,09091], [0,09090909, 0,0909091],

betrachten. Formal 148t sich dies definieren als die Folge von Intervallen [a,, b,.] mit

=9
L= _ und b, = ,
a ; Toot 1oon Z 1001 102n 1

Wie kénnen Sie eine Intervallschachtelung finden fiir die beiden Losungen

P Vp?—4q

X1/2=73 2

der quadratischen Gleichung x> +px+q=0mit p,qe Q?

Lésung: Falls p? — 4q negativ ist, gibt es keine Losungen und wir konnen daher auch
keine Intervallschachtelung dafiir finden.



h)

7)

k)

D)

Falls p2 — 4q verschwindet, gibt es nur die eine Ldsung —p/2; eine Intervallschachtelung
dafiir ware etwa die Folge der Intervalle

[—%, —%] fir allen € N.
Falls p? —4q positiv ist, kénnen wir uns zunéchst nach HERON eine Intervallschachtelung
([an, bnl)nen fiir die Wurzel aus dieser Zahl verschaffen. Die Intervallschachtelung fiir
die negative Wurzel ist dann ([—b,, —an])ney und fiir die beiden Losungen haben wir
entsprechend die Folge der Intervalle

{—E%—& —B~I—b—n] bzw. {—g— b

-n
2’ 2 2
Zeigen Sie: V2 + v3 = V5+2V6!
Lésung: Nach der ersten binomischen Formel ist (v24++/3)2 = 2+2v2v3+3 =5+2V6.
Da v/2 + /3 positiv ist, folgt die Behauptung.
Richtig oder falsch: V2 —v/3 =15—-2V6

Losung: Hier ist (vV2 —v3)? = 2 —2v2V3+3 = 5—2V6. Da v2 — /3 negativ ist,
5 — 21/6 aber positiv, ist die Gleichung trotzdem falsch; tatsichlich ist

V2—V3=—y5-2v6 und V3-—VvV2=1/5-2V6.

P an

Zeigen Sie: V/5 + 2v6+ /5 — 2v/6 = 2V/3!
Lésung: Mit den Formeln aus den letzten beiden Aufgaben folgt das natiirlich sofort:

V5+2v6+/5-2V6 = (VI +V3) + (V3 - VI) = 2V3.

Will man die Formel direkt beweisen, mufl man zunéchst die linke Seite quadrieren:

<\/5+2x@+\/5—2\f6>2:5+2\f6+2-\/5+2\f6-\/5—2\f6+5—2f6

—10+2y/(5+2V6)(5-2v6) =10+ 225 —4 6 =12.
Da \/54—2\/@4— \/5 — 26 positiv ist, folgt

\/5+2\/€+ \/5—2\f6:\/1_:\/4-3:z\/§.
1+V5  V5+V2,
1+v2  V5-v2
Lésung: Im ersten Fall erweitern wir den Bruch mit v/2 — 1 und erhalten
2— 2— —
1+V5  (VS+1WV2—1)  VIO+V2-V5-1 o0 5 e
1+v2 (V24 1)(V2-1) 21
Beim zweiten Ausdruck erweitern wir entsprechend mit /5 + v/2:

VE+v2 (VB +V2)? _5+2\/ﬁ+2_7+§m.

Vereinfachen Sie die Ausdriicke

VsV (VAW +VD | 5-2 3
Zeigen Sie mit Hilfe der zweiten binomischen Formel, dafl fiir zwei positive Zahlen a,b
das geometrische Mittel v/ab nicht groBer als das arithmetische Mittel‘j(a +b) sein kann
und daf} die beiden nur im Fall a = b gleich sind!

Losung: Die zweite binomische Formel fiir a und b bringt offensichtlich nichts; irgendwie
miissen auch Wurzeln ins Spiel kommen. Probieren wir es mit

(Va—vb)*=a-2yavb+b.



Als Quadrat muf} dies grofier oder gleich Null sein, also ist
a—2vab+b>0 oder a+b>2vVab.

Dividieren wir diese Ungleichung noch durch zwei, haben wir die gewiinschte Relation

b
a—; >+Vab.

Falls hier ein Gleichheitszeichen steht, mu auch (y/a — \/E)2 = 0 sein, also y/a = vb
und damit a = b. Umgekehrt ist im Falle a =b

b
vab=vVa*=a= a—; ,
das geometrische Mittel ist also gleich dem arithmetischen.

bv3
m) Zeigen Sie: ﬂ
a—by3

genau dann rational, wenn ab verschwindet.

ist fiir zwei nicht gleichzeitig verschwindende rationale Zahlen a,b

Losung:
a+bv3 (a+bv3)? a’® +3b? 20

a—bv3 (a—bVv3)(a+byv3) a?—3b? + a? —3b2
Falls ab verschwindet, ist dies gleich dem offensichtlich rationalen ersten Summanden.
Wiére die Zahl auch fiir irgendwelche Werte ab # 0 rational, etwa gleich dem Bruch %, SO
konnten wir die Gleichung

a’ + 3b? 2ab P
3_-F
Z 302 @2 —3b2\[

nach /3 auflésen und hitten /3 als rationale Zahl dargestellt, was nicht geht.
(Das Argument ist wie bei PLAaTON: Wire v/3 = % eine Darstellung als gekiirzter Bruch,

so wire p? = 3q?, also p? durch drei teilbar. Wire p selbst nicht durch drei teilbar, so
kénnten wir p = 3t + a schreiben mit a € {1,2}. Dann hitte p? = 912 + 6ra + a? bei
der Divison durch drei den gleichen Rest wie a’ € {1,4}, also eins, wire also nicht durch
3 teilbar. Somit 148t sich p darstellen als p = 3r und 3q? = p? = 9r%. Dies zeigt, dad
q? = 312 durch drei teilbar ist, also auch q. Dann ist % aber kein gekiirzter Bruch.)




