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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 17-19. September 2012

a) Zeigen Sie, daB es keine rationale Zahl x gibt mit x> = 10!

b)

Losung: Angenommen, es gidbe so eine rationale Zahl x. Wir schreiben sie als x = % mit

zueinander teilerfremden Zahlen p, q. Da p?/q? = 10 ist, ist p? = 10q? eine Zehnerzahl.
Das Quadrat einer ganzen Zahl, die nicht durch zehn teilbar ist, kann unmdglich eine
Zehnerzahl sein, da ihre letzte Ziffer 1,4,5,6 oder 9 sein mufl. Daher muf} p selbst durch
zehn teilbar sein; es gibt also ein r € Z mit p = 10r. Dann ist

p?2 = (10r)? = 100r? = 10q%, also q% =10r%.

Also ist auch q? eine Zehnerzahl, und damit, wie wir uns gerade iiberlegt haben, q selbst.
Die beiden teilerfremden Zahlebn p und q konnen aber unmoglich beide durch zehn teilbar
sein; daher fiihrt die Annahme, es gebe eine rationale Zahl x mit x> = 10, zu einem
Widerspruch.

Zeigen Sie, dafl es keine rationale Zahl x gibt mit x> =5

Losung: x = p/q sei die gekiirzte Darstellung einer rationalen Zahl mit x> = 5. Dann ist
also p3/q3 =5, d.h. p3 = 5q3. Somit ist p3 durch fiinf teilbar, also auch p. Wir kénnen
daher eine natiirliche Zahl r finden mit p = 5r und p> = 53r3. Also ist 533 = 5q3 und
damit g3 = 5212 durch 25. Das ist nur mdglich, wenn q mindestens durch fiinf teilbar
ist, im Widerspruch zur Annahme, dafl p/q ein gekiirzter Bruch war. Also gibt es keine
rationale Zahl x mit x3 = 5.

Beweisen Sie durch vollstdndige Induktion, dafl die Summe der ersten n Quadratzahlen
nach der Formel
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berechnet werden kann!

Losung: Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Summe der ersten n Quadratzahlen 12 = 1
und
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die Behauptung ist also richtig.
Induktionsschritt: Angenommen, wir wissen dafl fiir eine gewisse natiirliche Zahl n gilt
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Wir miissen zeigen, daf dies mit
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iibereinstimmt, was offensichtlich der Fall ist.

(Wir hatten die Zahler natiirlich auch vollstdndig ausmultiplizieren kénnen; wer das tut
wird aber schnell feststellen, dafl die Rechnung durch das Ausklammern des gemeinsamen
Faktors (n + 1) deutlich einfacher wurde.)

Beweisen Sie durch vollstandige Induktion die folgende Abschwachung der BERNOUL-
Lischen Ungleichung:

(1+x)™ >1+nx firallen € N und alle x > —1.

Losung: Induktionsanfang: Fiir n = 1 miissen wir die Ungleichung (1 +x)' > 1+1-x
beweisen; sie ist trivialerweise richtig, denn auf beiden Seiten steht einfach 1+ x.

Induktionsschritt: Wir nehmen an, die Behauptung sei fiir ein festes n € N bewiesen.
Wir miissen zeigen, da8 dann auch gilt (1 +x)™*" > 1+ (n + 1)x fiir alle x > —1.

Wir schreiben (14 x)™*! = (1 +x)™ - (1 + x). Nach der Induktionsannahme ist der erste
Faktor (1 +x)™ > (1 + nx). Der zweite Faktor 1+ x ist fiir x > —1 positiv; daher kénnen
wir in diesem Fall die Ungleichung damit multiplizieren und erhalten

T+x)" T =1 4+x)"-(1T4%x) > (14+nx)-(1+x).

Diese Ungleichung gilt auch fiir x = —1, denn dann steht auf beiden Seiten die Null.
Weiter ist

T4+mx)(T4+x) =T+ m+Dx+nx? >1+ (n+1x,
denn x? > 0 fiir alle x. Somit ist (14 x)"*" > 14 (n 4 1)x fiir alle x > —1.

Dieser Schluf} funktioniert fiir alle n € N; nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion
ist daher (1 +x)™ > 1+ nx fiir alle x > —1 und alle n € N.

Zeigen Sie: Fiir alle n € N gilt
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Losung: Wir konnen die Behauptung zum Beispiel durch vollstdndige Induktion be-
weisen: Als Induktionsanfang haben wir fiir n = 1 die Behauptung
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Zum Induktionsschritt nehmen wir an, die Behauptung sei fiir ein festes n € N richtig
und versuchen, sie auch fiir n 4+ 1 zu beweisen:
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wobei das Gleichheitszeichen mit IA darunter bedeuten soll, da8 wir hier die Induktion-
sannahme benutzt haben.

Somit haben wir aus der Richtigkeit der Behauptung fiir ein festes n auf die Richtigkeit
auch fiir n + 1 geschlossen, und damit ist die Behauptung bewiesen fiir alle n € N.
Alternativ liefle sich diese Behauptung auch direkt beweisen: Wir betrachten i(i+ 1) als
Hauptnenner eines Bruchs mit Nenner i und eines Bruchs mit Nenner i+ 1; nach kurzem
Probieren kommt man auf die Formel

Somit ist

da sich alle anderen Summanden gegenseitig wegheben.

Zeigen Sie: Fiir alle n # 3 gilt: n? < 2™!

Losung: Fiir n = 3 ist 32 > 23, die Behauptung also definitiv falsch. Ein Induktionsbeweis
kann daher hochstens ab n = 4 funktionieren; die Fédlle n = 1 und n = 2 miissen separat
iiberpriift werden.

Fiir n = 1 haben wir die offensichtlich korrekte Behauptung 12 < 2'; mit n = 2 und der
Behauptung 2% < 22 gibt es auch keine Probleme.

Zum Beweis der Formel fiir n > 4 starten wir mit dem Induktionsanfang n = 4. Hier
haben wir die Ungleichung 4% < 2%, bei der auf beiden Seiten 16 steht; die Behauptung
ist also richtig.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, sie sei bewiesen fiir irgendein n > 4; wir miissen
zeigen, daf} sie auch fiir n 4 1 gilt. Nach Induktionsannahme ist

Mm+1)2=n?4+2n+1<2"+2n+1.

Wenn wir wiiiten, dafl 2n + 1 < 2™ ist, konnten wir rechts weiter abschdtzen durch
2™ 4 2m =2.2" =2+ Leider sagt uns unsere Induktionsannahme aber nur etwas iiber
die GroBenverhiltnisse zwischen n? und 2". Wir kénnen aber n mit n? in Verbindung
bringen: Fiir jede natiirliche Zahl n ist n < n?. Das reicht nicht; miissen also etwas schirfer
abschitzen. Dan > 4 vorausgesetzt war, ist sogar 4n < n?, also n < ;n?. Somit ist, wenn
wir noch einmal die Induktionsannahme ausnutzen,
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Genau das wollten wir zeigen; also gilt die Behauptung auch fir n+ 1.

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion haben wir sie daher fiir alle n > 4 bewiesen;
da sie fiir n = 1 und n = 2 richtig ist, gilt sie fiir alle n # 3.

Zeigen Sie: Ist beim Algorithmus von HERON x2 = a fiir irgendein n > 1, so war bereits

2 _
X5 = a.
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Losung: Falls
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verschwindet, mufl auch der Inhalt der letzten Klammer verschwinden, d.h. x,_1 =

a

Xn—1
Durch Multiplikation dieser Gleichung mit x,, 1 folgt, dafl bereits xfl_1 = a ist.

Nun ist im Prinzip klar, wie es weitergeht: Falls n—1 > 1 ist, kénnen wir nach dem gleichen
Schema zeigen, daB8 auch x2 , = a ist und so weiter, bis wir bei x3 = a angelangt sind.
Um daraus einen exakten Beweis zu machen, konnen wir beispielsweise folgendermafBen
vorgehen: Wir definieren m € Ny als die kleinste Zahl, fiir die x3, = a ist. Da x% = a
vorausgesetzt war, gibt es auf jeden Fall so eine Zahl; wir miissen zeigen, daf} sie gleich
Null ist.

Angenommen, m > 0. Dann konnen wir die obige Rechnung mit m an Stelle von n
durchfiihren und erhalten die Gleichung x2, | = a, im Widerspruch zur vorausgesetzten
Minimalitdt von m. Somit mufl m = 0O sein.

Berechnen Sie nach dem Verfahren von HERON einen N&dherungswert fiir v/10, indem Sie
ausgehend vom Startwert xo = 3 zwei [terationen durchfiihren! Wie genau kennen Sie nun
den Wert von /107

Loésung: Mit xo = 3 ist

1 10 19 -
x1zz<3+§>:€:3,16 und
1719 10-6 1 19241062 721
X2 2<6 + 10 ) 7 ¢ 10 98 3,162280701754

Wir wissen, daf3 V10 zwischen 10/x, und x, liegen mu$, d.h.

2280

2
=7 < Vo<~ L der 3,162274618585 < V10 < 3,162280701755 .
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Wir kennen die Zahl also mit einem Fehler von weniger als 107°.

1
Richtig oder falsch: Die Folge (an)nen mit an = o ist eine Nullfolge.

n+1
Lésung: Richtig, denn fiir alle n ist 0 < a, < %; wenn wir uns ein ¢ > 0 vorgeben,
ist also a,, < ¢ fiir alle n > 1/¢. Ist ny die kleinste natiirliche Zahl grofler 1/¢, ist also
lan| < € fiir alle n > ny.

(Das ist natiirlich eine sehr grobe Abschdtzung; da wir nur zeigen miissen, daf} es zu jedem
¢ irgendein ny gibt, lohnt es sich nicht, mehr Aufwand zu betreiben.)

Richtig oder falsch: Die Folge (b, )neny mit by, = v+ 1 — /n ist eine Nullfolge.

Loésung: Hier 1883t sich direkt nichts sehen; wir miissen b, zunédchst geeignet umformen.
Da sich nichts anderes anbietet, versuchen wir es mit der dritten binomischen Formel:
(Vn+T—yn)(Vn+T1+yn) n+l-n _ 1

bn=vVn+1—vn= NCE T Vnt T4y

und das ist offensichtlich kleiner als eine vorgegebene Schranke ¢ > 0, wenn n > 1/¢?. Ist
no die kleinste natiirliche Zahl, die grofier ist als 1/ 82, ist also |by| < ¢ fiir alle n > ny.




k) Richtig oder falsch: Die Folge (cy)nen mit cn = (n+ 1)? —n? ist eine Nullfolge.

D)

Losung: Das ist offensichtlich falsch, denn ¢, = (n + 1)2 —n? = 2n + 1 ist die Folge
der ungeraden Zahlen. Deren Glieder mit wachsendem n immer grofier; es kann sich also
unmoglich um eine Nullfolge handeln: Schon fiir ¢ = 1 gibt es kein einziges n mit |c,,| < €.

5 ist eine Nullfolge.

1
Richtig oder falsch: Die Folge (dy)ney mit dy = —————
g f ge (dn)nen m+1)

Lésung: Richtig, denn
1 1
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fiir alle n > 1/+/e. Wir kénnen fiir no also irgendeine natiirliche Zahl gréfer 1/1/e wihlen.



