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13. Ubungsblatt Analysis I

Fragen: (je ein Punkt)
1) Bestimmen Sie Real- und Imaginérteil der komplexen Zahl z = 2!

Lésung: 2t = et!°82 = coslog 2 + isinlog2

2) Richtig oder falsch: Falls die stetige Funktion f: [a,b] — R im abgeschlossenen Intervall
[a, b] keine negativen Werte annimmt, ist [ Z f(x)dx > 0.

Lésung: Richtig, denn ist f(x) > O fiir alle x € [a, b], so ist nach der Monotonieregel
Jof(x)dx > [P0odx=0.

1
3) Bestimmen Sie alle Funktion F(x) mit F'(x) = 2 !

Losung: Da 1/x die Ableitung —1/x? hat, ist —1/x eine Funktion mit Ableitung 1/x°.
Zwei solche Funktionen unterscheiden sich nur durch eine Konstante; jede Funktion F(x)
mit F/(x) = 1/x? 148t sich also schreiben als F(x) = —1/x + C mit einem C € R.

2
4) Richtig oder falsch: Fiir jede dieser Funktionen F ist J % =F(2) —F(-1).
—1
Lésung: Falsch, denn weder der Integrand 1/x? noch die Funktion F ist fiir x = 0
definiert; das Integral existiert daher nicht.

Aufgabe 5: (5 Punkte)
a) Bestimmen Sie alle komplexen Nullstellen der Sinus- und der Kosinusfunktion!

Losung: Nach den EuLERschen Formeln ist sinz = %(eiZ — e '2); daher verschwindet

sinx genau dann, wenn e'? = e~ ‘% ist. Wir miissen uns daher zunichst iiberlegen, wann
die Exponentialfunktion fiir zwei komplexe Zahlen denselben Wert annimmt.
Fiir zwei komplexe Zahlen x + iy und u + iv (mit u,v,x,y € R) ist

"W = eX(cosy +isiny) und e“"V =e%(cosv+isinv).
Die komplexen Zahlen in der Klammer haben jeweils Betrag eins; also ist |e"“y| = e
und |e" ™| = e". Falls X'V = e“ "' ist, mufl daher e* = e" sein und damit x = u, da
die Exponentialfunktion im Reellen streng monoton wachsend und damit injektiv ist.
Dann muf} aber auch cosy + isiny = cosv + isinv sein. Da y und v reell sind, gilt dies
genau dann, wenn cosy = cosv und siny = sinv ist. Das wiederum ist genau dann der Fall,
wenn sich y und v hochstens um ein ganzzahliges Vielfaches von 27t unterscheiden. Zwei
komplexe Zahlen fiihren somit genau dann zum gleichen Wert der Exponentialfunktion,
wenn sie sich durch ein ganzzahliges Vielfaches von 27ti unterscheiden.
Ist el = e 2, so muf es also ein k € Z geben, so daf3

iz— (—iz) =2iz=2kmi oder z=km.

Auch im Komplexen hat der Sinus also nur die bekannten Nullstellen bei den ganzzahligen
Vielfachen von .



b)

b)

cosz = J(e'? + e7'%) verschwindet genau dann, wenn e'? = —e~'Z ist. Da ™ = —1 ist,

konnen wir das auch so ausdriicken, daf e'? = —e 2 = e!(™2) ist. Dazu mu8 es, wie wir
oben gesehen haben, ein k € Z geben, so daf
. . . . . 2k +1
iz—i(m—z)=2iz—mi=2kni oder z= TT[
ist. Auch hier gibt es also nur die aus dem Reellen bekannten Nullstellen.

Bestimmen Sie die grofite Teilmenge D1 C C, auf der tanz = % erklart werden kann,
und die grofite Teilmenge D, C C, auf der cotz = % erklart werden kann!
nz

Losung: Da Sinus und Kosinus auf ganz C erkldrt sind, miissen wir nur die Nullstellen
des jeweiligen Nenners ausschlieflen; nach a) ist daher

Dy =C~{&n|keZ} und D;=C~{kn|keZ}=C\Zn.

Bestimmen Sie die Ableitungen von tanx auf D7 N R und cotx auf D, NR!
Loésung: Nach der Quotientenregel hat Tangens die Ableitung
cosx-cosx —sinx- (—sinx)  cos?x + sin’ x 1 5
5 = 5 = —— =1+tan"x,
cos? x cos? x Cos? X
und der Kotangens entsprechend
sinx - (—sinx) —cosx-cosx  —sin® x — cos? x —1 5
5 = — = ——=—1—cot"x.
sin” x sin” x sin” x

Aufgabe 6: (5 Punkte)

Driicken Sie cos? x aus als Linearkombination von Termen der Form cos ax !

Lésung: Ausmultiplizieren nach dem binomischen Lehrsatz fiihrt auf

. .4 . . . .
4 <e'LX 4+ e x e41x + 4621x + 6+ 46—21x + e—41x
cos' X =\ ———-—

2 16
ettx pemdix  p2ix 4 e=2ix 3 cos4x  cos2x 3
16 4 8 8 2 8
Zeigen Sie: Fiir jeden Winkel ¢ geniigt z = cos & der quadratischen Gleichung
14 coso
2 _ _TERNY
z > !

Lésung: Mit der ersten binomischen Formel erhalten wir

2 cos? @ ete/2 4 omiw/2 Z_ei"’—l—Z—i—e*i"’_coscp_l_l_l—I—coscp
a 2 2 a 4 2 2 2 ’

Berechnen Sie sin {5 und cos {5 !

Losung: 7 entspricht 30°; daher ist sin 7 = % und cos 7 = %\/g Nach b) erfiillt z = cos 5
die Gleichung

T+cosZ 1 1 2+43
2 6 _ Yo )
- = 7 =3 + 4\/§ ==
da Sinus und Kosinus von {5 positiv sind, folgt

n 1 /T~ T [ 24+V3 1 [ -~
cosﬁ—z 2++v3 und s1nﬁ_ 1— 7 =5 2—3.




b)

Aufgabe 7: (2 Punkte)

Eine Schablone zum Zeichnen der Parabel y = x? habe eine Linge ( = maximaler y-Wert)
von 12cm. Welche Flache hat sie?

Losung: Wenn wir die Schablone so mit der breiten Seite nach unten auf die x-Achse
stellen, daf} ihre Millellinie auf der y-Achse liegt, ist ihre Flache gerade die unter der

Kurve f(x) = 12 — x? zwischen x = —/12 und x = v/12, also
\/ﬁ \/ﬁ
3 2
J (12—x3)dx = 12x — = _24\/_—£_16\/_ 32V/3.
31_viz
-V12

(Alternativ kann man die Schablone auch wie iiblich anlegen und ihre Fldche berechnen
als Fliche des Rechtecks der Héhe 12 zwischen —/12 und /12 minus | :/\172]—2 x? dx.)

Aufgabe 8: (6 Punkte)

Berechnen Sie anhand einer Approximation durch vier Rechtecke eine obere und eine
untere Schranke fiir die Flache unter der Kurve y = 1/v/9 — x3 zwischen x = 0 und x = 2!
(Taschenrechnergenauigkeit)

Losung: x3 ist iiber [0, 2] monoton wachsend, also sind 9—x> und auch v/9 — x3 monoton
fallend und die Funktion f(x) = 1/v9 — x3 als Kehrwert davon wieder monoton wachsend.
Wir erhalten damit eine untere Schranke, wenn wir als Hohe der vier Rechtecke jeweils den
Funktionswert an der linken Intervallgrenze nehmen. Bei vier Rechtecken gleicher Breite
erhalten wir damit

fO)+ () +FD+F(3) 1 /1 2 —— 1 2

Beweisen Sie die KEPLERsche Fafiregel: Fiir f(x) = ox® + Bx? + yx + & ist die Fliche
zwischen der Kurve y = f(x) und der x-Achse zwischen den Koordinatenwerten x = a
und x = b gleich 222 (yo +4y; +yz) mit yo = f(a), yr =f(242) und y, = f(b).

Loésung: Die Flache ist

b b b
J(oocg—l—[?)xz—l—vx—l—é)d Jx dx—l—[SJ dx—l—nydx—i—éde

: b* — a* b3 — a3 b—aa
=o—y +p 3 +v 7 +8(b—a))

(b—a)(3a(a® + a?b + ab? + b3) + 4B (a? + ab + b?) + 6y(a + b) + 128)

12
Wegen
4f<“;b>:%(a+b)3+5(a+b)2+2y(a+b)+4a
ist
f(a) +4f a;b 1 f(b)
=(a(a®+b*+3(a+b)®) +B(a?+ b2+ (a+b)?) +y(a+b+2(a+b))+52+4)

3
= ZF(@® + a?b+ ab? +b%) +2B(a? + ab + b?) + 3y(a +b) + 65
die rechte Seite der KEPLERschen Fafiregel ist damit
(b—a)(3a(a® + a?b + ab? + b?) + 4B (a? + ab + b?) + 6y(a +b) + 125)

12 '




was wir oben als Fliache unter der Kurve berechnet hatten.

c) Gelegentlich wird diese Regel auch fiir beliebige Funktionen zur ndherungsweisen Berech-
nung des Integrals eingesetzt. Schidtzen Sie nach dieser Formel die in a) betrachtete Fldche!

Loésung: Hier ist

b—a=2, f(0)=
also erhalten wir die Schatzung
1 /1 4 2
== 241)==-+4+—~0/916.
3<3+W+> 5t 3 ~ 0916
(Der tatsachliche Wert des Integrals liegt bei etwa 0,814.)



