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13. Übungsblatt Analysis I

Fragen: (je ein Punkt)1) Bestimmen Sie Real- und Imagin�arteil der komplexen Zahl z = 2i !
Lösung: 2i = ei log 2 = 
os log 2 + i sin log 22) Ri
htig oder fals
h: Falls die stetige Funktion f: [a, b] → R im abges
hlossenen Intervall
[a, b] keine negativen Werte annimmt, ist ∫b

a
f(x)dx ≥ 0.

Lösung: Ri
htig, denn ist f(x) ≥ 0 f�ur alle x ∈ [a, b], so ist na
h der Monotonieregel
∫b

a
f(x)dx ≥

∫b

a
0dx = 0.3) Bestimmen Sie alle Funktion F(x) mit F′(x) =

1

x2
!

Lösung: Da 1/x die Ableitung −1/x2 hat, ist −1/x eine Funktion mit Ableitung 1/x2.Zwei sol
he Funktionen unters
heiden si
h nur dur
h eine Konstante; jede Funktion F(x)mit F′(x) = 1/x2 l�a�t si
h also s
hreiben als F(x) = −1/x + C mit einem C ∈ R.4) Ri
htig oder fals
h: F�ur jede dieser Funktionen F ist ∫2

−1

dx

x2
= F(2) − F(−1).

Lösung: Fals
h, denn weder der Integrand 1/x2 no
h die Funktion F ist f�ur x = 0de�niert; das Integral existiert daher ni
ht.
Aufgabe 5: (5 Punkte)a) Bestimmen Sie alle komplexen Nullstellen der Sinus- und der Kosinusfunktion!
Lösung: Na
h den Eulers
hen Formeln ist sin z = 1

2i
(eiz − e−iz); daher vers
hwindetsin x genau dann, wenn eiz = e−iz ist. Wir m�ussen uns daher zun�a
hst �uberlegen, wanndie Exponentialfunktion f�ur zwei komplexe Zahlen denselben Wert annimmt.F�ur zwei komplexe Zahlen x + iy und u + iv (mit u, v, x, y ∈ R) ist

ex+iy = ex(
osy + i siny) und eu+iv = eu(
os v + i sin v) .Die komplexen Zahlen in der Klammer haben jeweils Betrag eins; also ist ∣

∣ex+iy
∣

∣ = exund ∣

∣eu+iv
∣

∣ = eu. Falls ex+iy = eu+iv ist, mu� daher ex = eu sein und damit x = u, dadie Exponentialfunktion im Reellen streng monoton wa
hsend und damit injektiv ist.Dann mu� aber au
h 
osy + i siny = 
os v + i sin v sein. Da y und v reell sind, gilt diesgenau dann, wenn 
osy = 
os v und siny = sin v ist. Das wiederum ist genau dann der Fall,wenn si
h y und v h�o
hstens um ein ganzzahliges Vielfa
hes von 2π unters
heiden. Zweikomplexe Zahlen f�uhren somit genau dann zum glei
hen Wert der Exponentialfunktion,wenn sie si
h dur
h ein ganzzahliges Vielfa
hes von 2πi unters
heiden.Ist eiz = e−iz, so mu� es also ein k ∈ Z geben, so da�
iz − (−iz) = 2iz = 2kπi oder z = kπ .Au
h im Komplexen hat der Sinus also nur die bekannten Nullstellen bei den ganzzahligenVielfa
hen von π.




os z = 1
2
(eiz + e−iz) vers
hwindet genau dann, wenn eiz = −e−iz ist. Da eπi = −1 ist,k�onnen wir das au
h so ausdr�u
ken, da� eiz = −e−iz = ei(π−z) ist. Dazu mu� es, wie wiroben gesehen haben, ein k ∈ Z geben, so da�

iz − i(π − z) = 2iz − πi = 2kπi oder z =
2k + 1

2
πist. Au
h hier gibt es also nur die aus dem Reellen bekannten Nullstellen.b) Bestimmen Sie die gr�o�te Teilmenge D1 ⊆ C, auf der tan z =

sin z
os z
erkl�art werden kann,und die gr�o�te Teilmenge D2 ⊆ C, auf der 
ot z =


os zsin z
erkl�art werden kann!

Lösung: Da Sinus und Kosinus auf ganz C erkl�art sind, m�ussen wir nur die Nullstellendes jeweiligen Nenners auss
hlie�en; na
h a) ist daher
D1 = C r

{
2k+1

2
π

∣

∣ k ∈ Z
} und D2 = C r {kπ

∣

∣ k ∈ Z
}

= C r Zπ .
) Bestimmen Sie die Ableitungen von tan x auf D1 ∩ R und 
ot x auf D2 ∩ R !
Lösung: Na
h der Quotientenregel hat Tangens die Ableitung
os x · 
os x − sin x · (− sin x)
os2 x

=

os2 x + sin2 x
os2 x

=
1
os2 x

= 1 + tan2 x ,und der Kotangens entspre
hendsin x · (− sin x) − 
os x · 
os xsin2 x
=

− sin2 x − 
os2 xsin2 x
=

−1sin2 x
= −1 − 
ot2 x .

Aufgabe 6: (5 Punkte)a) Dr�u
ken Sie 
os4 x aus als Linearkombination von Termen der Form 
osax !
Lösung: Ausmultiplizieren na
h dem binomis
hen Lehrsatz f�uhrt auf
os4 x =

(

eix + e−ix

2

)4

=
e4ix + 4e2ix + 6 + 4e−2ix + e−4ix

16

=
e4ix + e−4ix

16
+

e2ix + e−2ix

4
+

3

8
=


os 4x

8
+


os 2x

2
+

3

8b) Zeigen Sie: F�ur jeden Winkel ϕ gen�ugt z = 
os ϕ
2
der quadratis
hen Glei
hung

z2 =
1 + 
osϕ

2
!

Lösung: Mit der ersten binomis
hen Formel erhalten wir
z2 = 
os2 ϕ

2
=

(

eiϕ/2 + e−iϕ/2

2

)2

=
eiϕ + 2 + e−iϕ

4
=


osϕ

2
+

1

2
=

1 + 
osϕ

2
.
) Bere
hnen Sie sin π

12
und 
os π

12
!

Lösung: π
6
entspri
ht 30◦; daher ist sin π

6
= 1

2
und 
os π

6
= 1

2

√
3. Na
h b) erf�ullt z = 
os π

2die Glei
hung
z2 =

1 + 
os π
6

2
=

1

2
+

1

4

√
3 =

2 +
√

3

4
;da Sinus und Kosinus von π

12
positiv sind, folgt
os π

12
=

1

2

√

2 +
√

3 und sin π

12
=

√

1 −
2 +

√
3

4
=

1

2

√

2 −
√

3 .



Aufgabe 7: (2 Punkte)Eine S
hablone zum Zei
hnen der Parabel y = x2 habe eine L�ange ( = maximaler y-Wert)von 12
m. Wel
he Fl�a
he hat sie?
Lösung: Wenn wir die S
hablone so mit der breiten Seite na
h unten auf die x-A
hsestellen, da� ihre Millellinie auf der y-A
hse liegt, ist ihre Fl�a
he gerade die unter derKurve f(x) = 12 − x2 zwis
hen x = −

√
12 und x =

√
12, also

√
12∫

−
√

12

(12 − x2)dx = 12x −
x3

3

∣

∣

∣

∣

√
12

−
√

12

= 24
√

12 −
24
√

12

3
= 16

√
12 = 32

√
3 .(Alternativ kann man die S
hablone au
h wie �ubli
h anlegen und ihre Fl�a
he bere
hnenals Fl�a
he des Re
hte
ks der H�ohe 12 zwis
hen −

√
12 und √

12 minus ∫√
12

−
√

12
x2 dx.)

Aufgabe 8: (6 Punkte)a) Bere
hnen Sie anhand einer Approximation dur
h vier Re
hte
ke eine obere und eineuntere S
hranke f�ur die Fl�a
he unter der Kurve y = 1/
√

9 − x3 zwis
hen x = 0 und x = 2 !(Tas
henre
hnergenauigkeit)
Lösung: x3 ist �uber [0, 2] monoton wa
hsend, also sind 9−x3 und au
h √

9 − x3 monotonfallend und die Funktion f(x) = 1/
√

9 − x3 als Kehrwert davon wieder monoton wa
hsend.Wir erhalten damit eine untere S
hranke, wenn wir als H�ohe der vier Re
hte
ke jeweils denFunktionswert an der linken Intervallgrenze nehmen. Bei vier Re
hte
ken glei
her Breiteerhalten wir damit
f(0) + f(1

2
) + f(1) + f(3

2
)

2
=

1

2

(

1

3
+

2

71

√
142 +

1

4

√
2 +

2

15

√
10

)

≈ 0,722 .b) Beweisen Sie die Keplers
he Fa�regel: F�ur f(x) = αx3 + βx2 + γx + δ ist die Fl�a
hezwis
hen der Kurve y = f(x) und der x-A
hse zwis
hen den Koordinatenwerten x = aund x = b glei
h b−a
6

(y0 + 4y1 + y2) mit y0 = f(a), y1 = f(a+b
2

) und y2 = f(b).
Lösung: Die Fl�a
he ist

b∫

a

(αx3 + βx2 + γx + δ)dx = α

b∫

a

x3 dx + β

b∫

a

x2 dx + γ

b∫

a

x dx + δ

b∫

a

dx

= α
b4 − a4

4
+ β

b3 − a3

3
+ γ

b2 − a2

2
+ δ(b − a)

)

=
(b − a)

(

3α(a3 + a2b + ab2 + b3) + 4β(a2 + ab + b2) + 6γ(a + b) + 12δ
)

12
.Wegen

4f

(

a + b

2

)

=
α

2
(a + b)3 + β(a + b)2 + 2γ(a + b) + 4δist

f(a) + 4f

(

a + b

2

)

+ f(b)

= (α
(

a3 + b3 + 1
2
(a + b)3

)

+ β
(

a2 + b2 + (a + b)2
)

+ γ
(

a + b + 2(a + b)
)

+ δ(2 + 4)

=
3α

2
(a3 + a2b + ab2 + b3) + 2β(a2 + ab + b2) + 3γ(a + b) + 6δ ;die re
hte Seite der Keplers
hen Fa�regel ist damit

(b − a)
(

3α(a3 + a2b + ab2 + b3) + 4β(a2 + ab + b2) + 6γ(a + b) + 12δ
)

12
,



was wir oben als Fl�a
he unter der Kurve bere
hnet hatten.
) Gelegentli
h wird diese Regel au
h f�ur beliebige Funktionen zur n�aherungsweisen Bere
h-nung des Integrals eingesetzt. S
h�atzen Sie na
h dieser Formel die in a) betra
htete Fl�a
he!
Lösung: Hier ist

b − a = 2, f(0) =
1

3
, f(1) =

√
2

4
und f(2) = 1 ,also erhalten wir die S
h�atzung

1

3

(

1

3
+
√

2 + 1

)

=
4

9
+

√
2

3
≈ 0,916 .(Der tats�a
hli
he Wert des Integrals liegt bei etwa 0,814.)


