Kapitel 3
Differenzierbare Funktionen

Wie zu Beginn der Vorlesung eéknt, ist das Wor\nalysisabgeleitet
vom griechischemivaAOelv = auflosen, zerlegen; in diesem Kapitel
werden wir nun endlich Funktionen untersuchen, indem wiirsihre
kleinsten Bestandteile zerlegen, d.h. indem wir ihr Vedralin der
unmittelbaren Umgebung eines Punktes untersuchen. lardigspitel
geht es um Funktionen, die sich dafast’ wie lineare Funktionen
verhalten, die sogenannten differenzierbaren Funktionen

81: Differenzierbarkeit

Um zu verstehen, wadast' linear bedeuten soll, betrachten wir die
Graphen dreier Funktionen und ved@ern sie in der Umgebung eines
Punktes. Das erste Beispiel ist die Funktjf() = sinz in der Umge-
bung des Punkts = 1. (Wer diese Funktion nicht aus der Schule kennt,
kann sie einfach als irgendeine Funktion ansehen.) Wierdiadchfol-
genden Bilder zeigen ahert sich das Bild beim Hereinzoomen immer
mehr einer Geraden; beim letzten Bild ist zumindest viskaith Unter-
schied zu einer echten Gerade zu erkennen. So etwas ist atetypr

einer differenzierbaren Funktion.
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Nach noch einer Vergro3erung sieht die Funktion praktisch linear aus
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Als zweites Beispiel betrachten wir die Funktigifz) = el*/. Beim Als letztes Beispiel nehmen wir noch den Graphen der Funktio
VergroRern werden zwar die beidghAweige" des Graphen zunehmend
linearer, der,Knick" bleibt aber. Dies ist ein Beispiel einer Funktion, f(z) = Z Cos([zﬁﬂx])
die ineinemspeziellen Punkt nicht differenzierbar ist. k=0
unter die Lupe:
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Die drei Bilder sind zwar durchaus verschieden, aber im nitiseen
sehen wir in jedem Ver@giRerungsmalRstab das gleiche Chaos. So et-
was ist ein Beispiel einarirgendsdifferenzierbaren Funktion; die hier
beobachtete Skaleninvarianz ist typiséhr &ille Arten von Rauschen
und auch iir die Entwicklung vieler Brsenkurse, wo das Bild der
im Minutenrhythmus aufgezeichneten Kursentwicklung nhiaéb einer
Stunde ohne Beschriftung oft nicht vom Diagramm der Kurs@ikiung

des letzten Jahres unterscheidbar ist.

Wir konzentrieren uns in diesem Kapitel auf Funktionen dstea Typs
und nilssen diese daher exakt definieren. Die Grundidee ist, da@isi

Funktion in der Umgebung eines jeden Puniest’ wie eine lineare
Funktion verhalten soll;ifr kleine Werte vorh soll also gelten

flzg+h) = f(zp) +ah miteinem geeignetemc R.

Diese Gleichung kannif eine nichtlineare Funktion riadich nicht
exakt gelten; um eine Gleichheit zu bekommeiissen wir noch einen
Fehlerterm eirifhren. Dieser mufdif » = 0 verschwinden, denn hier
haben wir ja stets Gleichheit, unidrfkleine Werte vork soll er kleiner
sein als der lineare Tera. Um dies zu erreichen, verlangen wir, daf
er sich in der Formh - f(h) schreiben aRt, wobeif(h) eine stetige
Funktion ist, die an der Stelle = 0 verschwindet. & eine exakte
Definition missen wir noch darauf achten, daf3 die Funktion im Punkt
xo + h Uberhaupt definiert ist und daf? es ggaend viele kleiné, # 0
gibt, fur die f (z, + h) definiertist. Letzteres Problerdden wir dadurch,
daRl wir verlangen, daR es in jeder Umgebung ¥grunendlich viele
Punkte vonD gibt; formal:

Definition: Ein Punktz, aus der Teilmeng® C R heil3tHaufungs-
punktvon D, wenn es ifir jedese > 0 unendlich viele Punkte € D

gibt mit |z — x| < e.

In einem IntervallD, egal ob offen oder abgeschlossen, das nicht nur
aus einem Punkt besteht, ist jeder Punkt efufdngspunkt; das ist die
Situation, mit der wir es typischerweise zu tun haben wertfeP = 7
dagegen iskein Punkt Haufungspunkt, denniif ¢ < 1 gibt es kein

x # xg in Z mit |x — 24| < . Aus diesem Grund redet auch niemand
von differenzierbaren Funktionen aif

Kap. 3: Differenzierbare Funktionen 148

In voller Allgemeinheit sieht unsere Definition der Diffemerbarkeit
nun folgendermaf3en aus:

Definition: f: D — R sei definiert auf der Teilmeng® C R undz,
sei ein Haufungspunkt vorD. f heil3tdifferenzierbarin =y, wenn es
eine reelle Zaht gibt sowie eire > 0 und fr

dif{heR\x(ﬁheD und |n| < e}

xo,€
eine stetige FunktiogﬁN: D, . — Rmit f(O) =0, sodald
flzg+h) = f(z) +ah+hf(h) furallehe D, ..

Die Zahl a wird als die Ableitunga = f'(z,) von f im Punktz,
bezeichnet.f heil3t differenzierbar auD, wenn f in jedem Punkte
xg € D differenzierbar ist.

Im (haufigen) Fall, daf3 es ein Intervatif—d, zy+4) gibt, das ganz i
liegt, konnen wir das erheblich einfacher formulieren: Dann mufires e
fach eina € Rund eins > 0 geben, so daf(zy+h) = f(x)+ah+hf(h)
ist fur alle h mit |h| < e. Falls D = [z4, x,] ein abgeschlossenes In-
tervall ist, bedeutet Differenzierbarkeit im Anfangspuak, dal} es:
unde > 0 gibt, so daf¥ (x,+h) = f(a:l)+ah+hf(h) furalleh € [0, ¢);
fur die Differenzierbarkeit ic, muf3 es entsprechend éire R geben,
so dal¥f(z, + h) = f(z,) +bh + hf(h)ist fur alleh € (—¢, O].

Geometrisch gesprochen ist eine Funktfdn einem Punkt, differen-
zierbar, wenn ihr Graph dort eine Tangente hdimtich die Gerade

y = f(zg) + a(z — xp). Dies ist die einzige Gerade durch den Punkt
(xo, f(xo)), fur die der Abstand zwischen Kurven- und Geradenpunkt
furz — zy schneller gegen Null geht als eine lineare Funktian-z.

In der Schule wird die Ableitung einer Funktigimeist definiert als der
Grenzwert
/ _ i J(@o ) — f(xo)
o = fm TS
Um den Zusammenhang damit zu seheriisgen wir uns zuichst

Uberlegen, was der rechts stehende Grenzwert bedeuteBistding
kennen wir nur Limites von Folgen.
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Definition: f: D — R sei eine Funktion und, ein Haufungspunktder
MengeD. Dann ist

lim @)=y,
genau dann, wenn es zu jedem> 0 ein§ > 0 gibt, so daR gilt:
|f(x) — yo| < efurallez € D mit |z — x| < 4.

Diese Definition erinnert sehr an die der Stetigkeit, und émn dat
Uberlegt man sich leicht, daf genau dann stetig im, ist, wenn
lim,_ ., f(x) = f(xo) ist. Diese Charaktertisierung der Stetigkeit ist
beispielsweise iitzlich fur die Untersuchung vonigtkweise definier-
ten Funktionen: Ist

@) = { fi(z) fallsz >a

folz) fallsz <a’

wobei f; und f, stetige Funktionen sind, so istgenau dann stetig i,
wenn f,;(a) = fo(a) ist: Wegen der Stetigkeit vofy und f, ist namlich

lim f(2) = fi(@) und  lim f,(2) = f(a);
ist f1(a) = fo(a), so gibt es iir diesen gemeinsamen Wertalso zu
jedeme > 0 eind; > 0 und eind, > 0, so dal

|fi(x) —b] <e falls|z—a|] <
und
[folx) — b <e falls|z—al <9,.
Ist|z —a| <§ = min(d,, d,), ist daher auchf(z) — b| < ¢, d.h.

im f(@)=b= f(a).

Ist dagegery;(a) 7 f,(a), so ist Uir jedess, das kleiner als der halbe
Betrag der Differenz zwischen diesen beiden Zahlen ist, ka3 es
keing > 0 geben kann, so dd3(z) — b| < e wann immenz — a| < ¢
ist.

Fur eine differenzierbare Funktion, wie sie hier definiertreey ist

fleg+h) = flwg) _ ah+hf(h) _
h h

a+ f(h),
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was fir h — 0 in der Tat gegen die Ableitung= f'(z,) konvergiert.
Umgekehrt ist
o+ h)— f(x
Flao+ )= fag) + - LT TE)

falls der Limes des Differenzenquotienten gegen eine Zkbhvergiert,
kdonnen wir dies auch schreiben als

oo+ = fagy+an+h (L2t HZJED) )
wobei die Funktion
2oy - J @+ h) — f(zo)
flhy = =020

stetig ist undiir h = 0 verschwindet. Somit sind die beiden Definitionen
aquivalent.

Betrachten wir einige Beispiele!
Fur die Funktionf(z) = =™ ist

flao+h)=(h+z)"=> <Z> hFagy "

k=0

=g+ ( )hxo 1+hz< )hk Yog=h,

also ist
Fao+h) = f(eoyrnay " h+hf(h)  mit f(h)zZ( )h’“ typh.
k=2

Da in jedem Summanden der hinteren Summe mindesterisstetkt,
ist f(0) = 0, und als Polynom ik ist f nafirlich stetig. Somit ist
f differenzierbar im Punkt, und hat dort die Ableitun@xg‘l. Der
Punktz, war beliebig gewhlt, also ist die Funktion differenzierbar auf
ganzR und f'(z) = na""1.
Als zweites Beispiel betrachten wir die ExponentialfuoktiHier ist

e = et el = e 4+ (e — 1)e” .
Wegen der Bedingungen aus der Definition der Exponentikifomist

1
1+h < < —
" 1—n'
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also
1 1-(1-h) _ h
<eh 1< _—_ _1= =
hsel-lsg— -1=—— 1-h
2 2
_hh—nt W
1-~h 1-h
Mlt +h h
~ xT _ xT > _1
f(h):%—ezzem(eh —1)
ist daher
~ . ~ hx
e = ¢ + he® + hf(h)  mit ng(h)gleh.

Insbesondere iéfv(O) =0, undf(h) ist stetig an der Stelle = 0, denn
fur jede Nullfolge ¢,,),,cy muB auch die Folge dgfi(z,,) wegen dieser
Ungleichungen gegen Null konvergieren.

Damit ist auch die Exponentialfunktion differenzierbaf ganzR, und
sie ist ihre eigene Ableitung.

Um moglichst schnell ridglich viele weitere Beispiele zu bekommen,
brauchen wir RechenregelarfAbleitungen.

Die erste folgt fast sofort aus der Definition:

Summenformel: Sind f, g: D — R differenzierbare Funktionen, so ist
auch die Summenfunktiofi+ g differenzierbar und

(f +9) (@) = f'(x) + ().

Beweis:Da f und g differenzierbar sind, haben wiiif jedesz; € R
zwei reelle Zahlerm = f’'(zo) undb = ¢'(z,) sowie zwei Funktionen

£(R), §(h), so daR gilt;

flwo+h) = fzo) +ah+hf(h) und glag+h) = glx) +bh+h(h).
Somit ist

(f+9)(zo*h) = f(wg+h)+g(zo*h) = (f+g)(z)+(a+b)h+h-(f(R)+g(R)) .

Da f(h) + g(h) als Summe zweier stetiger Funktionen stetig ist und

an der Stelleh = 0 verschwindet, isif + g in z, differenzierbar mit

Ableitunga + b = f'(zo) + ¢'(x,), Wie behauptet.
| ]
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Genauso einfach folgt

Lemma: Ist f: D — R differenzierbarund € R eine Konstante, so ist
auchdie Funktionf, die jedes: € D aufcf(z) abbildet, differenzierbar
und hat die Ableitungf’(x).

Zum Beweismussen wir nur in der Definition der Differenzierbarkeit

die Gleichung mit multiplizieren. .

Die beiden vorigen Resultatéknen wir zusammenfassen, indem wir
sagen, dal Differenzieren eitieeare Operation ist, d.h.ifr zwei dif-
ferenzierbare Funktionefy g und zwei reelle Zahlen, b ist

(af +bg)'(z) = af'(z) +bg'(z),
und entsprechend riatich auch fir mehr als zwei Summanden.
Mit dieser Regel knnen wir insbhesondere Polynome ableiten:
Lemma: Jedes Polynonf(z) = a,z" + a, 2" 1+ +ax +aq
definiert eine differenzierbare FunktighlR — R mit Ableitung
f'@) =na,z" "1+ n —1a, 2" 2+ +20x+ay.

BeweisWir wissen, daZ* auf ganZR differenzierbar ist mit Ableitung
ka*~1; wegen der Linearit des Ableitens folgt daraus die Behaupﬁung.

Um auch Funktionen wie - ¢* differenzieren zu &nnen, nlissen wir
nach den Summen auch Produkte differenzierbarer Funktioneer-
suchen; hier gilt die

Leibnizsche Produktregel: Sind f, g: D — R differenzierbare Funk-
tionen, so ist auch die Produktfunktigh ¢ differenzierbar und

(f9) () = f'(x)g(x) + f(2)g'(2) .
Der Beweisfolgt auch hier sofort durch Einsetzen: I§irfeinen Punkt
.TO S D N
f(mo+h) = fxo) + hf'(z) + hf(R)
und
9(zo + 1) = g(xo) + hy'(xo) + hg(h) ,
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So ist
(f9)(wo+ ) = (f(xo) + hf'(xo) + hf(R)) (g(zo) + hy'(xo) + hG(h))
= (fg)(zo) + h(f/(xo)g(xo) + f(l"o)gl(xo))

+h(fg(eo+ b+ G (f(ao) + hf (20)))

Die Funktion in der letzten Klammer ist stetig, da sie audigee
Funktionen zusammengesetzt ist, und sie verschwindét = 0, da
f(h) =g(h) = 0ist. Also istf g in z differenzierbar mit der behaupteten
Ableitung, und dies giltiir jeden Punki, € D.

Die nachste wichtige Differentiationsregel behandelt die klieinan-
derausfihrung von Funktionen; hier gilt

Kettenregel: Sind f: D — R undg: £ — R differenzierbare Funktio-
nen und isty(x) € D fur allex € F, so ist auch die Hintereinander-
ausfihrungf o g: E — R differenzierbar, und

(fo9)(2) = f'(9()) - g'(2).

Beweis:Dieses Mal diicken wir die Differenzierbarkeit vofi undg so
aus, daiy

9(xo +h) = g(xo) + hg'(zo) + hg(h)
und N

flug+ k) = f(ug) + k f'(ug) + k f (k)
ist. Dann ist @ir jedesry € £

(f 0 9)wo+h) = f(g(xo+h)) = f(g(xo) + hy'(xo) + hg(h)) -
Setzenwitg = g(zo) undk = hg'(x)+hg(h) in die Formel fir f (uq+k)
ein, kbnnen wir dies weiter ausrechnen als
f(9lao+ 1)) = f(9(xo) + k- f' (9(xo)) + kS ().

Da mith auchk gegen Null geht, folgt die Behauptung.

Damit kbnnen wir nun auch Funktionen wf(z) = e~ differenzieren;
die Ableitungistf’(xz) = —2ze~* . Weitere Beispieleifr Anwendungen
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der gerade bewiesenen Regeln werden inldeangen sowie auch im
weiteren Verlauf der Vorlesung auftauchen.

Auch Quotienten sind kein Problem; nuriissen wir hier nairlich
voraussetzen, dald der Nenner nirgends verschwindet, wadewi
konkreten Anwendungen dadurch erreichéniken, daf? wir den Defi-
nitionsbereichD entsprechend verkleinern.

Quotientenregel: Sind f, g: D — R differenzierbare Funktionen und
ist g(x) # 0 fur allex € D, so ist auch der Quotierft/ g differenzierbar

und )
f _ f(@)g(x) — f(x)g'(x)
(.’E) - 2 .
g g(z)

Beweis:Da wir die Produktregel bereits bewiesen haben,igers,
diese Regel im Spezialfafl = 1 zu beweisen; hier besagt sie, dal3

(3) 0=

ist. Wenn wir dies wissen, folgt aus der Produktregel, daf?

(g)/(w - (1 g) @=r@ (3) 0+ (3) o

_ '@ f@)d@) _ f@)g@) — f(2)g'(z)

Cogl@) @) g()?
ist. Bleibt also die Ableitung des Kehrwerts.

Betrachten wir als erstes die Funktigtx) = 1/x fir einzy # 0. Nach
den Regeln der Bruchrechnung ist

e e
x+h 2 x(x+h)’ z+h x z(@+h) =z zx+h’
Wenden wir fir den letzten Faktor die Formel rekursiv an, erhalten wir
die neue Formel
1 :E_E<E_L):E_£+L

x  x(x+h) x 22 z2%(x+h)’

Der letzte Summand hat die Fom;rf(h) mit einer stetigen Funktioﬁ,
die fur h = 0 verschwindet, also igt'(x) = —1/22 die Ableitung vonf.
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Fir die Nennerfunktiog aus der Behauptungknen wir ¥ g auffassen
als Hintereinanderaufirung vong und der Funktion: — 1/z; nach
der Kettenregel ist daher

N o1 d@
(g) S A o

wie behauptet. .

Was uns nun noch fehlt von den bisher bekannten Funktionéerzsim
Beispiel der (nairliche) Logarithmus und die Wurzelfunktion. Beides
sind Umkehrfunktionen von Funktionen, deren Ableitung hdreits
kennen; wenn wir also wissen, wie man Umkehrfunktioneredéfhziert,
konnen wir auch diese Funktionen ableiten.

Geometrisch betrachtet ist die Situation ganz einfach:n/éene Funk-
tion f: D — R eine Umkehrfunktion hat (was natich nur dann der Fall
ist, wennf injektiv ist), entsteht deren Graph aus dem der Funkfion
einfach dadurch, das undy-Achse vertauscht werden. Die Ableitung
einer Funktion in einem gegebenen Punkt ist die Steigundalegente
des Graphen; wenn man undy-Achse vertauscht, wird die Steigung
nicht mehr in Bezug auf die-Achse, sondern in Bezug auf djeAchse
gemessen. In Bezug auf dieAchse ist die Steigung einer Geraden
der Quotient aus einer (jeder von Null verschiedener) Deffie vony-
Werten und der zugéinigen Differenz vony-Werten; in Bezug auf die
y-Achse ist es umgekehrt. Die Ableitung der Umkehrfunktiolits also
einfach der Kehrwert der Ableitung der Funktion im gegelmeiRenkt
sein.

Bevor wir dies formal beweisertkinen, nilssen wir zuéchst sicherstel-
len, daR esiberhaupt eine Umkehrfunktion gibt, daf? also die Ausgangs-
funktion injektiv ist. Auf einem Intervall ist dies, wie wim vorigen
Kapitel gesehen habeaguivalent zur strengen MonotonidifFstreng
monotone Funktionen gilt

Ableitung der Umkehrfunktion: Ist f: D — R streng monoton und
differenzierbar miff’(z) # Ofirallez € D, soistauch die Umkehrfunk-
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Tangente von Funktion und Umkehrfunktion
tion g: E — D ist differenzierbar. Im Punkj = f(z) € E ist
1
/
9W ==
['(x)

Beweis:Wir betrachten die Funktioif in der Umgebung des Punktes
(xg, yp) Mit yo = f(zo). Wegen der Differenzierbarkeit vofiist

Flag+h) = f(xe) + hf'(x0) + hf(R) = yo + hf'(wg) + hf(h)

mit einer stetigen Funktiolfvon h, die im Nullpunkt verschwindet.
Setzen wirr = z¢+h undy = f(x), kdnnen wir dies auch schreiben als

y = yo+ hf'(wo) + hf(R).

Somit ist B
B Y=Y nf(R)
f'(x0) '
also ist
_ _ y —yo— hf(h) _ y—yo  hf(h)
9(y) =z +h = g(yo) + e 9(yo) * Pl 7o)
Setzen wir noctk = y — y, bekommen wir die Gleichung
_ _k__hi
9o + k) = g(yo) + 7@ Pl

Da wegen der Stetigkeit voji mit h auchk gegen Null geht, ist der
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letzte Term in der Formkg(k) darstellbar mit einer stetigen Funktign
also istg differenzierbar iny, mit Ableitung 1/ f'(z)-

]
Als erste Anwendungdnnen wir die Logarithmusfunktion ableiten. Sie
ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion; im Punkt e* hat

logy daher die Ableitungt = %

Auch die Wurzelfunktion knnen wir so behandeln: Sie ist die Umkehrfunk-

tion von
Ryo— Ryo
f: { ,

Tr— X
Im Punkty hat,/y somit die Ableitung
1 1

2r 2y
Die dritte Wurzel ist entsprechend die Umkehrfunktion deitteh
Potenz, wobei wir diese auf gafzbetrachten &nnen. Wenn wir den
gerade bewiesenen Satz anwenden wolleiisgan wir allerdings den
Nullpunkt ausschlieRen, denn dort verschwindet die Abiejtvona®.
Fur einen Punky € R\ {0} ist dann die Ableitung vorg/y gleich

Fur y = 0 wiirden wir hier durch Null dividieren; dort ist die Funktion
also nicht differenzierbar.

Tatsachlich kbnnen wir nun sogar beliebige Potenzen ableiteir: F
reellesr # 0 ist f(z) = 2" = €"'°9%, und das hat nach der Ketten-
regel die Ableitung

genau wie wir es bereitsif natirliche Zahlen- und gerade ebenif
r = 5 gezeigt haben.

Auch die Funktionf(z) = a” fur eine reelle Zaht > 0 laf3t sich so
nach der Kettenregel bestimmen: Hier j§t:) = ¢*'°9% und

f'(z) = e*'°9¢ . loga = a” loga .
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§2: Eigenschaften und Anwendungen differenzierbarer
Funktionen

Nachdem wir nun Regeln kennen, mit denen wir vigdagige Funktio-
nen ableiten &nnen, sollten wir uns langsainberlegen, wozu differen-
zierbare Funktionen und ihre Ableitungen eigentlich godsWir hatten
uns im letzten Kapitel aushrlich mit stetigen Funktionen besiftigt;
als erstes stellt sich daher die Frage, wie sich diese b&idektionen-
klassen zueinander verhalten. Die Antwort ist auf Grundkfinition
einer stetigen Funktion fast selbstvérsdlich:

Lemma: Jede im Punkt, € D differenzierbare Funktiorf: D — R
ist dort auch stetig.

Beweis:Fur kleine Werte vork ist

flag+ h) = f(xo) + hf'(xg) + h(h);
der Grenzwer}l Iir(‘)nf(a:0 + h) ist daher wegen der Konstanz vgf(z,)
und der Stetigkeit vorf(h) gleich f(z,).
]
Die lokale Linearisierbarkeit einer differenzierbaremkiion kann aber
nicht nur fir theoretische &ze wie diesen ausgenutzt werden, sondern
auch praktisch zurdaherungsweisen Berechnung von Funktionswerten:

Wenn wir den Fehlerterrhf(h) vernachéssigen, istiir kleine Werte
vonh

fx+h) =~ f(z)+hf'(z).
Angenommen, wir wollen den Logarithmus von 1,aherungsweise
berechnen. Wie wir wissen, ist log1 = 0, und die Ableitung e
ist 1/x. Daher ist

0,1
logl1~logl+ i

=0,1.

Verglichen mit dem tatschlichen Wert bei ungahr Q09531 ist das,
vor allem angesichts des geringen Rechenaufwands, kehtechte
Naherung. Auch wenn wir /B9 alsiiber /100 ausrechnen, erhalten
wir mit
1 1 1 1
~ +

99 100—1 100 100

=0,0101
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eine sehr gute Bherung iir den exakten Wert,01.

Friiher spielten solche &herungsformeln eine grofl3e praktische Rolle,
da man vor der Allgegenwart billiger Computer und Tascheimner
Funktionswerte meist aus Tabellen enthehmen mufite. bisdipns-
formeln wie die obige gestatteten es dabei, eirifdgre Genauigkeit zu
erzielen als die oft eher grobmaschige Tabelle hergab.

Die nachste Eigenschatft differenzierbarer Funktionirfté wohl allen
Lesern aus der Schule bekannt sein: Die Bestimmung lokakeei®a.
Zunachst sei kurz an die Definition erinnert:

Definition: Wir sagen, eine Funktiofi: D — R auf einer Teilmenge

D C R habe einlokales{'\ﬂ/lai),%'imﬂ?nm} im Punktz, € D, wenn es

eine > 0 gibt, so dal3 das Intervalkf — ¢, x4 + ¢) in D liegt und
f(x) § f(zy) ist fur alle x aus diesem Intervall. Lokale Maxima und
Minima fassen wir unter dem Oberbegtifkale Extremausammen.

Lemma: f: D — R sei eine differenzierbare Funktion. Falfsim
Punktz, € D ein lokales Extremum hat, igt (zo) = 0.

BeweisWir gehen aus von der Formg(zyt+h) = f(x0)+hf’(xo)+hf(h).
Falls f'(z) = a nicht verschwindet, ist in der Umgebung vep die
lineare Naherungf () +h.f’(z) auf einer der beiden Seiten echt8er
als f(x,), auf der anderen echtkleiner. Witliissen zeigen, dal3 dies auch
flr die Funktionf selbst gilt.

Dazu verwenden wir die Stetigkeit voh Da £(0) = 0 ist, gibt es ein
§>0,s0 daqf(h)‘ < f'(xp) ist fur alle h mit |h| < 4. Ist f'(xq) > O,
gelten daherifr alleh mit 0 < h < ¢ die beiden Formeln

f(zo+h) = f(ivo)*'hf/(%)*'hf(h) > f(xo)+hf'(x0)—hf (x0) = f(xo)
und

flxo—h) = f(zo)—hf'(wo)+hf(h) < flxe)—hf'(xo)+hf'(xo) = f(xo) .
Damit kannf in =, weder ein lokales Maximum noch ein lokales Mi-
nimum haben. Entsprechendes dilt f'(z,) < 0, wobei sich hier das

GroRer- und das Kleinerzeichen vertauschen. Somit ist eialéskEx-

tremum lochstens raglich, wennf’(z) = O ist.
|
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Natirlich muf3 die Funktion kein lokales Extremum im, haben,
wenn f’(xy) = 0 ist: Das bekannteste Gegenbeispiel ist die Funktion
f(x) = 23, deren Ableitung 32 im Nullpunkt verschwindet, obwohl die
Funktionswerte links der Null kleinef(0) = 0 sind und rechts davon
grofer.

Satz von Rolle: f/: D — R sei eine differenzierbare Funktion, das
abgeschlossene Intervall,[b] liege ganz inD, und f(a) = f(b) = 0.
Dann gibt es einyy € (a, b), so daBf’(z,) verschwindet; zwischen
zwei Nullstellen der Funktion liegt also mindestens eindidtielle der
Ableitung.

Beweis:Als differenzierbare Funktion ist insbesondere stetig; wie wir
aus dem vorigen Kapitel wissen, gibt es daher Punkter,, € [a, b],
so dal¥f(z,,) das Infimum undf(z,,) das Supremum vofi in [a, b]
ist. Sind beide Schranken gleich Null, ist die Funktion kansund ihre
Ableitung verschwindetiberall. Falls mindestens eine der Schranken
von Null verschieden ist, haben wir dort ein globales, issioelere
also lokales Extremum, und dort muf3 nach dem vorigen Lemma di
Ableitung verschwinden.

[ ]
Der frandsische Mathematiker MHEL ROLLE (1652-1719) wurde in Ambert in der
Auvergne als Sohn eines Kaufmanns geboren und erhielt narredimeréire Schulbil-
dung. Er arbeitete als Gehilfe in verschiedenen KanzlaieAmbert, bis er 1675 nach
Paris zog, Auch dort arbeitete er vor allem als SchreiberRechner. Nebenbei brachte
er sich im Selbststudiumdhere Mathematik bei. Dies erlaubte ihm diésung eines
damals popwren mathematischen Problems, inahm der Staatssekgatfir die Marine
eine Pension verschaffte. AuRerdem wurde er dadurch inevatikerkreisen bekannt
und bekam Kontakt zu anderen Mathematikern. Seine Forgemuipeschftigten sich vor
allem mit Gleichungen dheren Grades, wo beispielsweise die Schreibwgigeauf ihn
zuriickgeht. Den Satz vondRLE bewies er 1691, 1699 wurde Bensionnaire @onetre
der Akademie der Wissenschaften.

Als wichtige Verallgemeinerung des Satzes vam B erhalten wir den

Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Ist f: D — R eine dif-
ferenzierbare Funktionund[b] C D, so gibtes eig € (a, b), fur das

gilt:
716 = f(bl)) — f(a)
—a
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Beweis:Wir betrachten die Funktion

o@)= 1) - OO ) pa).
Mit f ist auchg d|fferen2|erbar, auBerdem igla) = f(a) — f(a) =0
und

o =10~ {0y jy=o0.

Damit konnen wir den Satz voncRLE anwenden und bekommen ein
£ € (a, b) mit

g© =7~ 101D

Daraus folgt, daf¥’(¢) den verlangten Wert hat.

Geometrisch bedeutet der Mittelwertsatz, daf3 es (mindgstinen
Punkt¢ zwischena und b gibt, in dem die Tangente parallel ist zur
Sehne durch die beiden PunKtg f(a)) und (b, f(b)):

——

An einem Zwischenpunkt ist die Tangente parallel zur Sehne

Wenn wir die Formel aus dem Mittelwertsatz ng¢h) aufiosen, erhalten
wir f(b) = f(a)+ (b — a)f'(€). Setzen wir hierim = x, undb = xq + h,
wird diese Formel zif (xg+h) = f(zo) +hf'(£). Dabeiliegtt zwischen
xgundzxy + h, es gibt also eim € (0, 1), so dalf = z, + nh ist. Damit
haben wir gezeigt
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Mittelwertsatz, 2. Fassung: Ist f: D — R eine differenzierbare Funk-
tion und entkalt D das Intervall vorxy biszy+h, so gibtes eim € (0, 1),
so daf gilt:

flzo+h) = f(xo) + hf' (g +nh)

Der Mittelwertsatz ist eine eher technische Aussage, isr aehr
nitzlich, um viele interessante Aussagen zu beweisen. BéSsmpise

wissen wir bereits, daf3 die Ableitung einer konstanten Eankiber-

all verschwindet; mit Hilfe des Mittelwertsatze®rnen wir auch die
Umkehrung beweisen:

Lemma: Die Funktionf: (a, b) — R seidifferenzierbar und halider-
all die Ableitung Null. Dann istf konstant aufd, b).

Beweis:Wenn f nicht konstant viire, gibe es zwei Punkte, v € (a, b)
mit f(u) # f(v). Nach dem Mittelwertsatzabe es dann eifizwischen
u undv, so dal’

J) — f(w) (v) f (v)

= 70

ware, im Widerspruch zur Voraussetzung. .
Dieses Lemma kann falsch werden, wenn wir das offene Intéivab)
durch eine allgemeinere Menge ersetzen: Ist beispielswWedie Ver-
einigung der offenen Intervalle (@) und (2 3) undf(xz) = 0 auf (Q 1),
aber f(x) = 1 furz € (2, 3), so verschwindef’(z) auf ganzD, aber
die Funktion ist nur auf den beiden Teilintervallen konstaicht auf
ganzD. Der obige Beweigiber den Mittelwertsatz ist in dieser Situation
nicht anwendbar, da das Intervall, [v] nicht in D liegt.

Als nachste Anwendungdanen wir alle Funktionen mit konstanter
Wachstumsrate bestimmen:

Lemma: Die Funktionf: (a, b)) — R sei differenzierbar und es gebe
einc € R, so daBf’(z) = cf(z) fur allez € (a, b). Dann gibt es ein
Yo € R, so dal¥f(z) = yee ist.

Beweis:Wir betrachten die Funktiog(z) = e~ “* f(x). Als Produkt
zweier differenzierbarer Funktionen ist sie differenkir auf ganz
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(a, b) und hat nach der Produktregel die Ableitung
g'(@) = —ce™ " f(a) + e /(1) = —ce™ " f(@) + ™" - cf (1) = 0.
Somit istg(z) konstant, es gibt also ey € R, so dal3
g(@) =e " f(z) = yo

ist fur allex € (a, b). Durch Multiplikation mite“* folgt die Behaup-

tung. .

Als weitere Anwendung wollen wir die Regel vame L'HOPITAL be-
trachten: Die Gleichung

2 -1

r—1
gilt streng genommen nichtif allex € R, denn fir z = 1 dividieren
wir die Null durch die Null, was nicht erlaubt ist. Wibkinen allerdings
sagen, dal3

=x+1

$2

. -1

lim =limz+1=2
z—1 ¢ —1 rz—1

ist und in diesem Sinne die Funkticﬁfm_‘—ll an ihrer, Definitionslicke"

stetig erginzen.

Auch kompliziertere Biiche fihren auf Ausdicke der Form,0/0",
beispielsweise verschwindeirf
e -1
X
an der Steller = 0 sowohl der Ahler als auch der Nenner. Hiedrknen
wir nicht einfach Kirzen, aber &ufig kbnnen wir in solchen &len
trotzdem Grenzwerte ausrechnen.

Wir gehen aus von zwei im Punk, differenzierbaren Funktionefi
undg mit f(zg) = g(zp), und wir interessieren ungif den Quotienten
f(x)/g(z). Firz = x4 + h in der Nahe vonz, kdnnen wir schreiben

f(@) _ J(xg+h) _ fwo) + hf' (g + 1y h) — f' (o + mp, 1)

g(x)  glxg+h)  glwe) + hg'(xg+ Ah)  g'(zo + Aph)
mit geeigneten Zahlem,, )\, € (0, 1), die im allgemeinen vork
abhangen. Geht: gegen Null, gehen aber auf jeden Fall augt
und X, h gegen Null; damit folgt die
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Regel von de I'Hopital: Sind f, g im Punktz, differenzierbar und ist
f(xg) = g(zo) = 0, soist

@ f@
M o) o @) _

GUILLAUME FRANGOIS ANTOINE MARQUIS DE 'H OPK
TAL, MARQUIS DE SAINTE-MESME, COMTE D'ENTRE-
MONT ET SEIGNEUR DO UQUESLA-CHAISE (1661-1704)
interessierte sich seit seiner Kindheit vor allgin ¥a-
thematik, schlug aber, der Familientradition entspre-
chend, eine mildrische Karriere ein. Wegen seiner
Kurzsichtigkeit gab er diese &fer auf und widmete
sich ganz der Mathematik, wobei er zeitweisg1dNN
BERNOULLI (1667-1748) als Privatlehrer engagierte.
Gestitzt auf dessen Vorlesung dfentlichte er 1696
das erste Analysis-Lehrbuch. Es war sehr erfolgreich
und erschien bis 1781 in immer neuen Auflagen.

Tatsachlich muR man bei der Regel vaE L'HOPITAL nicht voraus-
setzen, dafd die Funktionghund g sowie ihre Ableitungen im Punkt
xo definiert sind: Wir Ionnen auch ausgehen von Funktionen, die auf
einem offenen Intervalld, b) definiert sind und dann die Grenzwerte
bei Anraherung an die Intervallgrenzen betrachten. Da die Fumétio
furz < a undz > b nicht definiert sind, &nnen wir dazu freilich nur
einseitigeGrenzwerte betrachten. Diese sind folgendermaf3en definier

Definition: Fur eine Funktiorf: (a, b) — Rist

lim f(z)=c,
wenn es zu jedem > 0 eind > 0 gibt, so dafkc — f(x)| < eistfiuralle
x € (b — 4, b). Wir sagen, dieser Grenzwert sgi, wenn es zu jedem
M € Reind > 0gibt, so daf¥(z) > M furallex € (b — 0, b), und er

ist —oo, falls es zu jedend/ € R eind > 0 gibt, so dafl¥ (z) < M fur
allez € (b — 4, b). Entsprechend ist

fim f(z)=c,

wenn es zu jedem > 0 eind > 0 gibt, so dalle — f(z)| < eistfiralle
z € (a, a +0). Wir sagen, dieser Grenzwert s&i, wenn es zu jedem
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M € Reind > 0 gibt, so daf¥(x) > M furallex € (a, a +4), und er
ist —oo, falls es zu jedend/ € R einé > 0 gibt, so dal¥(z) < M fur
allex € (a, a +9).

Diese Definitionen sollen auch gelteiarfa = —oco und/oderb = oo
wobei in diesem Fall {0, o) = R sein soll, @, co) fir a # —oco
die Menge aller reeller Zahlen @Rera und (—oo, b) fur b ¥ oo die
Menge aller reeller Zahlen kleinér Anstelle des Intervallsh(— 4, b)
muf3 dann ein Intervall{, co) betrachtet werden, anstelle van @ +4)
entsprechend<{oco, N).

Regel von de I'Hopital, 2. Fassung: Die Funktionenf, g: (a, b) seien
differenzierbarg(z) # 0 undg’(x) # O fur allex € (a, b).

7'(a)
b g'(x)
e
o 9@ A (@)
7@

a) Falls I|m flx) = I|m g(x) =0ist und I|

b) Falls I|m flx) = I|m g(z) =0ist und I|m @ existiert, ist
@) fm
w\a g(@) o @)
c) Istg!ir/‘nbg(x) 400 und eX|st|ert li ‘;Ex;
f@ _ . f@)
2 g@) " @)
d) Ist I|m g(x) = £o00 und eX|st|ert I|m f/é ; SO ist
ﬂ)lmf@)

r\a g(x)  aNag'(x)

Beweis:Wir wollen den Quotientert’(x)/¢'(x) umschreiben als Ablei-
tung einer Funktiog(z). Die Gleichung

_ @) _
g'(z)

q'(x ()
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kann beispielsweise so zustande kommen, daf wir die Ketehan-
wenden auf die Hintereinanderailkfung vonf und einer Funktion mit
Ableitung 1/¢'(x); eine solche Funktion ist die Umkehrfunktign*
von g. Um ¢ definieren zu Bnnen, niissen wir uns somit als erstes
Uiberlegen, ob und wo diese Umkehrfunktion existiert.

Da wir vorausgesetzt haben, dgr) nirgends verschwindet, igteine
injektive Abbildung: Hatte ramlich ein Punkt € R zwei verschiedene
Urbilder zq, z, € (a, b), so kdnnten wir den Satz vondLE auf die
Funktion g(z) — ¢ anwenden und erhielten zwischeq und z, eine
Nullstelle z, der Ableitungg’(z). Da g als differenzierbare Funktion
insbesondere stetig istpknen wir daher den Satz aus dem vorigen
Kapitel anwenden, wonach eine auf einem Intervall injekEunktion
dort streng monoton ist. Indem wirdtigenfalls f durch —f und g
durch—g ersetzen, &nnen wir annehmen, dafdtreng monoton @chst.
Setzen wir

c= g!”\na g(x) und d= g!lg’lbg(gc) ,

bildet g dann das Intervally, b) ab auf ¢, d) und hat eine differenzier-
bare Umkehrfunktiog—*: (¢, d) — (a, b). Diese bnnenwir schachteln
mit der Zahlerfunktionf zu einer Funktioy = f o g~ 1: (¢, d) — R, die
einen Punkly € (c, d) abbildet auff(z), wobeiz € (a, b) das Urbild
vony unterg ist. Nach der Kettenregel und der Regbkr die Ableitung
der Umkehrfunktion ist, wie gei'mscht

/ _ f/(*T)
Sofern diese Grenzwerte existieren, ist daher
fl@) f'@) _
lim, 70 -J%q (z) und im @) J@Cq ().

Auch den Grenzwert vouf(z)/g(z) konnen wir mit Hilfe vong aus-
dricken: Mity = g(z) ist,

1@ _ o) _ )

g@) oy y
also ist, sofern die Grenzwerte existieren,
lim f(x) = lim @ und lim —= fl@) _ = lim == q(y)
e g(x) wsd y aNa g(x)  yN\e Yy
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Wir missen somitifr a) undc) zeigen, dal3

a(y)
I|m = lim
q(y) = =
ist und fur b) undd) entsprechend die Gleichheit
a(y)
lim = lim ===
lim q "(y) = Jm =

a) Hier ist, da wirg als monoton wachsend vorausgesetzt hatben,
also missen wir zeigen, dafif eine in einem Intervall{ 0) differen-
zierbare Funktiory mit Iim q(y) =0 qilt

lmq@rﬂmﬂ?

Wir betrachten zuachst den Fall, da der links stehende Grenzwert
verschwindet.

Nach Definition des Grenzwerts gibt es dann zu jedem0 einéd > 0,
so daR|¢'(y)| < e ist fur alley € (—d, 0). Isty ein beliebiger Punkt
aus diesem Intervall und > y, so gibt es nach dem Mittelwertsatz ein
£ e (y, z) C (-4, 0)sodal

z

9(2) —aqy) _ 4

z—y

ist und damit
la@) — a2 = [d'©lly — 2| <e- |y — 2] .

Setzen wir hiertfir 2 die Glieder einer Nullfolge aus{¢, 0) ein, erhalten
wir fur den Grenzwert die Ungleichung

la(y)| = <elyl.

q(y) — ll;noq(Z)
Somit ist

<e fur-6<x<0.

’M
Y
Dies zeigt, das der Grenzweiitrfy — 0 verschwinden muf3.

Damitista) bewiesenifir den Fall, daBﬁ(r)n]’(y) verschwindet. Ist dieser
Yy
Limes eine von Null verschiedene Zatl, so betrachten wir die neue
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Funktionp(y) = q(y) — my. Dap’(y) = ¢ (y) — m ist, verschwindet hier
der Grenzwert vop/'(y), also ist nach der gerade bewiesenen Formel
jim 29 i AW =y _ i 40)
y/0 Yy y/0 Y y/0 y
womit auch hier die Behauptung folgt.

-m=0,

b) Hier ist entsprechend = 0, das Definitionsintervall vog ist al-
so (Q d). Die Situation ist spiegelbildlich za); wenn wir die dort
bewiesene Formel auf die Funktigif—x) anwenden, folgt die hier
berbtigte Formel

I@q@—mf?

c) Hier istd = oo, wir miissen also zeigen, dald gilt

I|m q(y) = I|m @
ey
Wie ina) betrachten wir zuaichst den Fall, daR der linksstehende Grenz-
wert verschwindet; der allgemeine Fall folgt daraus wiet.dor

Nach Definition des Grenzwerts gibt es zu jedem 0 ein M € R, so
daB|q'(y)| < e/2 ist fur alley > M, wobei wir fur M eine positive
reelle Zahl viahlen lonnen. Zu jedeny, > M und jedemy > y, gibt
es nach dem Mittelwertsatz ein> M, so daf}

q(y) — q(yo)
Y=Y

=q'(n)
ist und damit
3 3
la(y) = alyo)l = 14'(NI - (v = 90) < 5y = o) < Y
Nach der Dreiecksungleichung gilt somit
‘@ ‘ < 1) —a@o)| , |10 | _ <, |20)
Yy Yy Yy 2 Yy
q(yp) ist ein fester Wert; wir knnen daher eitv > y, finden, so dal3
la(yo)/y| < %a istfiry > N. Zu jedene > 0 gibt es daher eiV € R,

so daR ir alley > N gilt: |q(y)/y| < €. Somit muR der Grenzwertif
y — oo die Null sein.
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d) Hier ist entsprechend = —oco, das Definitionsintervall vorg ist
also (—oo, d). Die Situation ist spiegelbildlich zc); wenn wir die dort
bewiesene Formel auf die Funktigif—y) anwenden, folgt die hier

bertigte Formel
lim ¢'(y) = lim a) .
Yy——00 y—oo Y
Damit sind alle Rlle volls&ndig bewiesen. .
Die Regel vonpe 'HOPITAL kann auch dazu verwendet werden, um
Grenzwerte der FormO - oo oder oder,0* zu berechnen: Ist etwa
f: D — R eine differenzierbare Funktion, deren Grenzwértf — z,
verschwindet und isy: D \ {z;} — R eine differenzierbare Funktion,
die fir x — zy unbeschainkt wachst, so knnen wir auf der Teilmenge
von D\ {zy}, auf derg keine Nullstellen hat, die Funktiory % betrach-
ten. Dag fir 2 — x, unbeschainkt wachst, geht g dann gegen Null;

schreiben wir also )
_ T
f@) 9@ = 3705

sind wir in der gerade betrachteten Situation uddren die Regel von
DE L'H OPITAL anwenden. Genaus@knen wir auch
_ _g(x)
f@)-9@) = 17005
schreiben und sind dann in der Situatigr /oc". Welche der beiden
Vorgehensweisenirzlicher ist, kangt von den jeweilige Funktioneh
undg ab.

Bei Grenzwerten der Forpd® haben wir Funktionen der Forgf(z)?®).
Dawir allgemeine Potenzerf nur fura > 0 definierthaben, iiissen wir
hier ausgehen von einer differenzierbaren Funkfio — R, die fur
allex #Z xy ausD positive Werte annimmt, deren Grenzwentt — =z
aber verschwindet. Von der differenzierbaren FunkiioR — R setzen
wir nur voraus, dafg(z,) verschwindet. Dann istf « # z

f(2)9@ = g9@)log f(x)
Im Exponenten stehtif + — x ein Ausdruck der FormO0 - oo*; wenn

wir dafur den Grenzwertifr x — xz, berechnen &nnen, kennen wir
wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion auch dery{z)?®.
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Als Beispiel betrachten wir lim:*. Daz” = ¢*'°9% ist, miissen wir als

0

erstes den Grenzweidifz logz berechnen:

lim zlogz = lim 1297 = fim /"
2\0 9 a0 1/x  2\0 —1/22

= iITo(_x) =0.

Der gesuchte Grenzwert ist soraft= 1.

Als vorlaufig letzte Anwendung des Mittelwertsatzes wollen nochmein
anschaulich fast klaren Zusammenhang zwischen Ableitnddiono-
tonie festhalten:

Lemma: f:(a, b) — R sei eine differenzierbare Funktion.

a) Ist f'(x) > O fur allex € (a, b), so istf monoton wachsend.

b) Ist f'(z) > O furallex € (a,b), S0 istf streng monoton wachsend.
c) Ist f'(z) < Ofurallex € (a,b), so istf monoton fallend.

d) Ist f'(x) < O furallex € (a, b), so istf streng monoton fallend.
Beweis: a)Gabe es ind, b) zwei Punktex; < z, mit f(zy) > f(x,),
so gabe es nach dem Mittelwertsatz € (x4, ;) mit

7€) = f(x3) — f(xy) <0,
Ty — Tq

im Widerspruch zur Voraussetzung.

b) Gabe es inq, b) zwei Punkter; < z, mit f(z;) > f(z,), S0 dibe es
nach dem Mittelwertsatz e e (z,, z,) mit

f'(E) - f(x3) — f(2y) <0,

Ty — Xy
im Widerspruch zur Voraussetzung.

¢) undd) folgen entweder genauso, oder indem rapundb) anwendet

auf die Funktion-f. .

Die Umkehrungen voi) und d) gelten nicht: Beispielsweise ist die
Funktion f(z) = z° streng monoton wachsend, aber trotzdem ver-
schwindet ihre Ableitung im Punkt Null.

Zum Abschluf3 dieses Paragraphen wollen wir den Mittelvaéztaoch
etwas verallgemeinern zu einer Aussage, die aohsten Paragraphen
sehr riltzlich sein wird:
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Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechn ung: Die bei-
den Funktionery, g: (a, b)) — R seien differenzierbar aufi(b), undg’
habe dort keine Nullstelle. Dann gibt es zu jedera (a, b) und jedem
h € R\ {0}, fur das auch noch + h in (a,b) liegt, eine reelle Zahl
0 < n < 1, sodaR gilt:

f@+h) = f@) _ f'@@+nh)
g@+h)—g(@) g'(x+nh)
Zum Beweishetrachten wir die Funktiop: [0, 1] — R mit

w() = fx+nh)(g(x +h) — g(x)) — gla+nh)(f(z +h) — f(z)) .
Einsetzen zeigt, daB(0) = ¢(1) = f(a)g(b) — f(b)g(a)ist, die Funktion
©(n) — ¢(0) verschwindet also an beiden Intervallenden. Nach ddm Sa
von ROLLE gibt es daher einen Punite (0, 1), in dem ihre Ableitung
©'(n) verschwindet. Nach der Kettenregel ist

') = (/@ +nh) (gla+h) - g(@) — g e +nh) (f(@+ 1) — ()

und A ist nach Voraussetzung von Null verschieden, also versuati

die Klammer. Die Differenz(z + h) — g(z) kann nicht verschwinden,
denn sonst 1lte es nach dem gleichen Argument wie eben zwischen
z undz + h eine Nullstelle vony’ geben, was im Satz ausgeschlossen
wurde. Aus diesem Grund ist augh(z + nh) # 0. Somit Kbnnen wir
dividieren und erhalten die Gleichung

fla+h) — f(x) _ ['(z+nh)
gx+h)—g(x) g(z+nh)

§3: Hohere Ableitungen und Taylor-Entwicklung

Wenn die Funktiory: D — R auf D C R differenzierbar ist, definieren
die Werte der Ableitungen eine neue FunktiinD — R. Diese kann
wieder differenzierbar sein, mul3 es aber nicht; Die FumkfidR — R
mit

2
_ z- fallsz >0
/@ { —22  sonst

etwa ist fir alle z, € R differenzierbar: Der einzige problematische
Wert istz, = 0, und dort haben? und —2? dieselbe Ableitung, die
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somit gleich der vory ist. Rir z, > 0 ist f'(zo) = 2%, furz < 0 ist
f(xg) = —2x5 und fur xy = Oist f/(x5) = 0. Zusammenfassendknen
wir also sagen, daf'(z) = |z| ist, und von dieser Funktion wissen wir,
daf sie im Nullpunkt nicht differenzierbar ist.

Betrachten wir dagegen die Funktigifz) = 22, so ist f/(z) = 2z
als lineare Funktion wieder differenzierbar und hat alseftbhg die
konstante Funktion mit Wert zwei.

Falls ' eine differenzierbare Funktion ist, bezeichnen wir derétei
tung als diezweite Ableitungf” von f; falls diese ebenfalls differen-
zierbar ist, heiRt ihre Ableitung didritte Ableitungf”’ von f, und so
weiter.

Formal ausgedickt heil3t das:

Definition: f: D — R sei eine Funktion aub C R.

a) f heilRt (mindestend)-fach differenzierbar, wenyi differenzierbar
ist, und wenn tir ¥ > 1 die Funktionf’ mindestensk — 1)-fach
differenzierbar ist.

b) Ist f: D — R eine mindesteng-fach differenzierbare Funktion,
so definieren wir ihrek-te Ableitung f*)(z) im Falle & = 1 als
(@) = f'(z) und fur k > 1 als f®) (z) = (F* DY ().

c) Eine k-fach differenzierbare Funktion heiRtfach stetig differen-
zierbar, wenrf® eine stetige Funktion ist.

Einek-fach differenzierbare Funktion muf3 nicht augtfach stetig dif-
ferenzierbar sein; schoiiffeine differenzierbare Funktion muf3 die Ab-
leitung keine stetige Funktion sein. Mit den Funktione,wir bislang
kennen, lassen sich leider noch keine einfachen Beispédile Konstru-
ieren, aber im &chsten Paragraphen werden wir welche kennenlernen.

Was die Bezeichnung deibheren Ableitungen betrifft, so verwenden
wir fir kleine Werte vorf auch Striche:

['@) = fP@), f"@)=fO) und (@)= fO).

Die meisten unsere@ggigen Funktionen sind beliebig oft differenzier-
bar: Die Ableitung eines Polynoms ist wieder ein Polynom dachit
wieder differenzierbar, die Ableitung der Exponentiaktian ist die
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Exponentialfunktion selbst, und auch bei rationalen Fianlien ist die
Ableitung wieder eine rationale Funktion auf demselben midins-
bereich und somit differenzierbar. Trotzdem gibt edirlath Funktio-
nen, diegenauk-fach differenzierbar sind, beispielsweise die Funktion
f(x) = 2" || im Punktz = 0.

Aus der zweiten Ableitungdnnen wir, wie aus der ersten, auch geomet-
rische Informatiorilber den Graphen der Funktion gewinneraténd
uns die erste Ableitung sagt, ob die Funktion in der Umgelrings
Punktes steigt odeéfit, sagt uns die zweite Abbildung etwas dber,

ob die Funktion konkav oder konvex ist.

Definition: Eine Funktionf: D — R hei3tkonvexiiber dem Intervall
(a, b) € D, wenn fir allez,, z, € (a, b) der Graph vorf Uber @, b)
unterhalb der Verbindungsstrecke der beiden Puiikte f(z;)) und
(132, f(a:z)) liegt; liegt er stets oberhalb, bezeichnen wir die Funktion
auskonkav.

(z1, f(z1))

(z1,f(z1))

(w2, f(z2

T T T T
1 konvex r2 e konkav 2

Die lineare Abbildungp: R — R mit
e(A) = (1= Nay + Azy = Map — 29) + 21

bildet das offene Intervall (O1) bijektiv ab auf das Intervallf, =,),
denn dar, — x4 positiv ist, ist sie streng monoton wachsend, und sie
bildet die Null ab aufz; und die Eins aufr,. Die Punkte zwischen
x, undz, sind daher genau die Punkte der Form-(R)z; + Az, mit

A€ (0,1).
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Die Gerade durclizy, f(z4)) und (z,, f(z,)) hat die Gleichung
Zy) — x
y= fay+ L2y,
Ly — Xy
furz = (1 — N)zq + Az, haben wir also dig-Koordinate
Ty) — X
flag + 22T (0 g xey )
Ty — Tq
Ty) — x
- o+ L2 =)
Ty — Xy
= f(z) + /\(f(xz) - f(fl)) == Nf(zy) + A f(x) .
In Formeln ausgedickt ist die Funktionf: D — R daher konvexiber
(a, b), wenn
F(@ =Nz + Azy) < (1= N)fzq) + Af(2)
ist fur allex,, x5, € (a, b) und allex € (0, 1); sie ist konkav, wenn die
entsprechende Ungleichung ritgilt.

My — )

Lemma: Eine zweimal stetig differenzierbare FunktignD — R ist
genau dann konvesiber dem Intervalld, b)) € D, wenn f”(z) > 0
ist fur alle x € (a, b); sie ist genau dann konkaiber @, b), wenn
f"(x) < Oistfurallex € (a, b).

Beweis:Wir zeigen zuichst, daB im Falle der Konveaitdie zweite
Ableitung in ganz ¢, b) grof3er oder gleich null sein muf3: Andernfalls
gabe es eimy € (a, b) mit f”(zy) < 0. Wir betrachten die Funktion
g(x) e f(@) — f'(zo)(x — x4). Als Summe vonf und einer linearen

Funktion istg zweimal differenzierbar mit

g'(x) = f'(wo) — f'(x9) =0 und g"(x0) = f"(x0) <O.
Die Funktion ¢(x) ist also in einem hinreichend kleinen Intervall
(xg— h, zo+ h) streng monoton fallend; sie ist daher positvE < x,
und negativiirz > x,. Somitistg streng monoton wachsenittc < x;
und streng monoton fallendif z > z,; die Funktiong hat also beir,

ein lokales Maximum. &r eine < h ist daherg(zy £ ) < g(zp) und
damit ist auch

F(r0) = 9(r0) > 5000 — )+ 39w +<) = 3 (5o — <)+ 3 flwg+2).
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Dies widerspricht aber der Konveatsbedingungfr z, ,, = 2o+ ¢ und

A = 1. Somit muBf”(z) in ganz ¢, b) groRer oder gleich null sein.
Umgekehrt seif”’(z) > 0 fur allez € (a, b); wir miissen zeigen, dal
f dann konvex ist. Seien alsq < z, zwei beliebige Punkte aus,(b)

undz = (1 — Nz, + Az, mit A € (0, 1). Nach dem Mittelwertsatz gibt
es Punktg; € (x4, z) undé, € (z, x,), so dal

€)= f(w) flzy) _ fA(g(C) — f(zq)
- Ty — I4)
f (xz) f@) _ flxg) — f(2)
(1= N(zp — 29)
ist. Daf” nirgends negativ wird, ist’ monoton wachsend und damitins-
besonderg’(¢;) < f'(&,). Diese Ungleichung@nnen wir auch schrei-

ben als
fl@) = fly) _ _ flzg) = f(x)

Map—2) = (=N — )’
und daz; < x, ist, folgt daraus

f@) = fy) _ flzo) — f(2)

A - 1-x
Fur A € (0, 1) andert sich nichts an dieser Ungleichung, wenn wir mit
A(1 — A) multiplizieren; dies @ihrt auf
(AL =Nf@) = A= Nf(z) < Af(x2) — Af(@)

und damit die gewnschte Ungleichung

f@) <@ = Nf(x) + A f(xr),

die die Konvexiéit von f ausdiickt. Damit ist die Behauptungjf kon-
vexe Funktionen bewiesen.

und

f'(&) =

Fur konkave Funktionen folgt sie einfach daraus, daf fur eine

konkave Funktiory konvex ist. .

Eine der wichtigsten Anwendungen mehrfach differenziexb&unk-
tionen ist eine Formel, die in vielenaben zur Berechnung beliebig
genauer Mherungswertdihrt, die TayLor-Formel:
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Satz: f:(a, b)) — R sei mindestensn(+ 1)-fach stetig differenzierbar
auf dem Intervall ¢, b) C R. Dann gilt fir jedesz aus ¢, b) und jedes
h € Rmitx + h € (a, b) die Formel

Fa+ )= F@) 1 @)+ o 1) o+ ) ¢ Rt

= Z— O() + R,y (. )
k=0

hn+1

mf("”)(x +nh) zu einer reellen

mit dem Restglied?,,,1(z, h) =
Zahln zwischen 0 und 1.
Beweis:Wir betrachtenifir festgehaltenes undh die Hilfsfunktion

(a, b)) = R
(k) .

FUI’y:a:iStx+h—y:hund

F:

dieses Polynom wollen wir kurz mift; , ,, (k) bezeichnen.&ry = z+h

istz+h —y = 0, so daB alle Terme mit positiveinverschwinden
und nur der konstante Terifi(z + h) = f(x + h) Ubrig bleibt. Wenn
die behauptete Formel stimmt, ist aléfx + h) — F'(z) gleich dem
Restglied.

Die Ableitung vonF ist nach der Produkt- und Kettenregel

F'(y) - Z f(k+l)(y)(x +h— Z f k)(y) k- (CE +h— y)k—l

k=0

n+l n
_ FA®) A _
_Zk_l (k—i)l( -yt Z(k i)! (erh =y

(n+1)
_f n'(y)(ﬁh_y)n_
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Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz der Differainichnung
gibt es fir jede zwischem undz + h differenzierbare Funktiop eine
reelle Zahly zwischen 0 und 1, so daf gilt
F/(!,C + 77h) _ F(x + h) - F(il') _ f({E + h) - Tf,m,n(x)
g'(x+nh)  glz+h)—g(z) g(x +h) — g(x)
Diese Gleichung&nnen wir nachf (z + h) auflosen als
g(x +h) — g(x)

flx+h)=T;, ,(h)+ PIEETT F'(x +nh)
_ gz +h) — g(@) f7 D (a +nh) n
- Tf@m(h) + g (J? + nh) ! ( ﬁh) ’

wobei wir in der zweiten Zeile die obige FormélfF”' (y) benutzt haben.

Speziell fir die Funktiong(y) = (z + h — y)"** ist g(z + k) = O,
g(z) = K"t undg’(z + nh) = —(n + 1)(h — nh)™, wir erhalten also

_ hn+1 f(n+1)($ + T]h) N
f(d? + h) - Tf@m(h) + (n + 1)(h _ ﬁh)" nl (h - 77h)

— f(nﬂ)(x +1h) e

=Ty, m(h)+ wh !

wie behauptet.

Definition: a) T, ,,(h) = Z f(k)(x)heIBtTAYLOR -Polynomn-ten

Grades vory um den Punklz: Bt
b) Der Fehlertern®,,,;(z, h) = D)
von LAGRANGE.

c) Ist f beliebig oft differenzierbar, bezeichnen wir die unenaii®eihe

7,,00= Y & /O
k=0

— f0*D(z + ph) heiRtRestglied

als TayLor-Reihe vonf umz.

d) Eine beliebig oft differenzierbare Funktighheildtanalytischan der
Stellez, wenn es eid > 0 gibt, so daf3 die AvLor-ReiheT} (k) fur
alle h mit |h| < § gegenf(xz + h) konvergiert.
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BROOK TAYLOR (1685-1731) war Sohn wohlhabender
Eltern und wurde daher, bevor er 1703 an die Univatsit
Cambridge ging, nur von privaten Hauslehrern ausge-
bildet. In Cambridge besélfftigte er sich haupéchlich

mit Mathematik, woran sich auch nach seinem Studien-
abschluB nichtéinderte. Sein 1715 erschienenes Buch
Methodus incrementorum directa et inversathalt
unter anderem AvLOR-Polynome (die in Speziadflen
bereits LEIBNIZ, NEWTON und anderen bekannt waren),
sowie die Methode der partiellen Integration. Weitere
Bucher und Arbeiten besaftigen sich unter anderem
mit der Perspektive sowie mit Fragen aus der Physik.
JOSEPHLOUIS LAGRANGE (1736-1813) wurde alsiG-
SEPPELODOVICO LAGRANGIA in Turin geboren und
studierte dort zuachst Latein. Erst eine alte Arbeit
von HaLLEY Uber algebraische Methoden in der Op-
tik weckte sein Interesse an der Mathematik, woraus
ein ausgedehnter Briefwechsel miUER entstand.

In einem Brief vom 12. August 1755 berichtete er
diesem unter andereitber seine Methode zur Berech-
nung von Maxima und Minima; 1756 wurde er, auf
EuLERs Vorschlag, Mitglied der Berliner Akademie;
zehn Jahre syier zog er nach Berlin und wurde dort
EuLErs Nachfolger als mathematischer Direktor der
Akademie. 1787 wechselte er an die Pariser &cai¢ des Sciences, wo er bis zu seinem
Tod blieb und unter anderem an der Einfung des metrischen Systems beteiligt war.
Seine Arbeiten umspannen weite Teile der Analysis, AlgeindhGeometrie.

Natirlich kann ein ByLOR-Polynom eines festen Grades eine Funktion,
die nicht durch ein Polynom gegeben ist, nicht auf gérgut approxi-
mieren: Ein Polynom-ten Grades etwa habbhstens: Nullstellen und
wachst unbeschnkt, wennr gegent-oo geht, wahrend etwa eine Funk-
tion wie der Sinus (mit dem wir uns imachsten Paragraphen genauer
besclaftigen werden) unendlich viele Nullstellen hat uiidélle reellen
Argumente Funktionswerte zwischen -1 und 1 hat.

Wir erwarten aber, daf? bei einer hinreichend oft differertzaren Funk-
tion die Ubereinstimmungiir groRe Gradelir kleine» immer besser
und fur groReh in einem immer gbReren Bereich akzeptabel wird.

Als Beispiel ist hier der Graph einer Funktion abgebildesamamen mit
den Graphen derarLoR-Polynome zweiten Grades (gepunktet), achten
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Grades (gestrichelt) und zwanzigsten Grades (durchgezob@&ses
Bild entspricht durchaus der Vorstellung, die man sich ilgaheinen
machen sollte.

0 N02 04 L 06 08\’ 1
-2 ]
4

Um TAvLOR-Polynome in einigen konkreteralien auszurechnen, be-
trachten wir als erstes Beispiel die Funktif@c) = ¢ um den Punkt
x = 0.Daf/(z) = f(x) = " ist, sind auch alle &heren Ableitungen
B (z) = e*; somit ist
em+h - S h_k e hn+l z+nh
I I

pard k! (n+1)!
mit einer reellen Zahh € (0, 1). Wenn wir durche® dividieren (oder
x = 0 setzen), erhalten wir die Formel

n k n+l
h _ h h nh

= 'l + 7Ie
<}l (n+1)

e

Die Folge der Zahleh™ /n! ist eine Nullfolge, denniir eine nailirliche
Zahlm > |h|ist furn >m

h" R h h h _h™ R\
o )

S_ R
m! \m+1

n! m! m+1 m+2

und|h/(m + 1) < 1. Somit konvergiert die Reihg_ -, ’}g—’f gegene”,
wir bekommen, wenn wir die Variabledurchz ersetzen, die Formel

oo
e :E —;
kv’

k=0

die Exponentialfunktion ist damit insbesondere analitiddit der ge-
rade bewiesenen Formebinen wir die Werte vor® mit beliebiger
Genauigkeit ausrechnen — zumindest im Prinzip.
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Da fur z > 0 alle Summanden derYLOR-Reihe positiv sind, ist klar,
daf im positiven Bereich die Werte dexyLTOR-Polynome stets kleiner
sind als der Wert der Exponentialfunktion und da¥1'OR-Polynome
hoheren Grades gRere Werte liefern als die kleineren Grades. Die
Abbildung zeigt diesiir die Grade drei,fnf und acht; wie man sieht
ist die Ubereinstimmungifr 0 < z < 5 bei Grad acht schon so gut, daR
sich die beiden Kurven kaum unterscheiden lassen:
1401
1201
1001
80 )
601 S
404 —
201

0 1 2 3 4 5
Bevor wir ibermitig werden, wollen wir nach dieser Formel mit zehn-

stelliger Genauigkeit den Wert vern *° berechnen. Als Ergebnis erhal-
ten wire 30 ~ 878229223%.

Das kann eigentlich kaum stimmen: Bekanntlicheist 2,718281828
groRer als zwei, und ¥ = 1024 > 100G = 10°, also sollte
e~30 < 1079 sein. Der Grundiir dieses katastrophale Ergebnis sind
natirlich Rundungsfehler: Wir berechnen eine alternierendmi8e
mit immer kleiner werdenden Termen ausgehend voéf3gm Term.
Die Rundungsfehler der ersten Additionen dominieren sdieitmmer
kleiner werdenden hinteren Terme.

Fur positive Werte vorx: konvergiert die Reihe sehr gut; das Problem
mit den negativen Werten wird dadurch umgangen, daf3 iinan £ 0
den Wert vore™” berechnet als /&”.

Betrachten wir als &chstes Beispiel die Hyperbelfunktionen
T __ —T xr + —T
sinhz = % und coshr = %
Offensichtlich ist die Ableitung deSinus hyperbolicusier Cosinus
hyperbolicugst und umgekehrtifr f(x) = sinhz ist also
FO () = sinhz er geraden
coshr furungerade
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speziell fir x = 0 verschwinden alle geraden Ableitungen und die un-
geraden haben den Wert eins. Das(OR-Polynom vom Grad 2 ist
daher

n—-1 p2n+l

Tsinno,zn(h) = Z W ,
k=0

und das Restglied ist
2n+1

R2n+l(07 h) = | COShﬁh

(2n+1)
mit einer reellen Zahk zwischen 0 und 1. Die Zah} hangt dabei
natirlich vonn ab, aber da deCosinus hyperbolicus Positiven mono-
ton steigend und im Negativen monoton fallend ist, ist adgjeFall
cosh@h) < coshh. Damit ist

h2n+l

| Rapen(0, )] = ‘W COSh@h)’ = 2n+ )

und rechts stehtif festesh und wachsendeseine Nullfolge. Daher ist
nicht nur fir jedesn

2n+1
h
7] coshh,

nolo 2k
sinhz = ; Gr+ D) + Ry,11(0, 7)

£C2k+l

sondern auch im Limes sinh= Z —_
~ 2k +1)!

Das nachstehende Bild zeigt die Funktion zusammen mit ilernoR-
Polynomen zweiten, vierten und sechsten Grades. Das eiistenn-
sichtbar, weil es sich praktisch nicht von deAchse unterscheidet, das
letzte, weil es sich praktisch nicht von der Kurve untergibéie

601
40 -

204 =

0 i ;
_204 2 4
—40
—60
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Im Sinne der obigen Definitionen ist also d&nus hyperbolicuana-
Iytisch im Nullpunkt; tat&chlichiiberzeugt man sich leicht, daf3 er, wie
die Exponentialfunktion, sogar analytisch auf g@nist. Genauso zeigt
man, daf} auch d€osinus hyperbolicuanalytisch ist und

o0 2k
coshz = Z
k=0

X

(2k)
Eine Funktion kann fichstens dann analytisch:nsein, wenn sie dort
beliebig oft differenzierbar ist — andernfalégit sich ihre ArLorR-Reihe
nicht einmal definieren. Analytizit ist aber eine nochdtkere Eigen-
schaft als beliebige Differenzierbarkeit, wie das folgeBeispiel zeigt:
Wir setzen

eV fure #0
f(x)_{o ﬁ'mzo'
Diese Funktion ist stetig, denriif 2 — 0 geht—1/2? gegen—oo,
e~V also gegen null. Auch mit der Differenzierbarkeit gibt esnke
Probleme, dennifr z # 0 ist f'(z) = %e‘l/zz, und wie man leicht
induktiv zeigt haben auch alle weiteren Ableitungen dienfror

#™)(z) = rationale Funktionx e~%/*" .

Die rationale Funktion geht zwar gegen unendlich#4 — 0, aber da
e~V viel schneller gegen null geht als irgendeine rationalekiian
gegen unendlich, ist der Grenzwert des Produldtszf — O gleich
null. Also ist f auch im Nullpunkt beliebig oft differenzierbar, und alle
Ableitungen verschwinden. DieaYLOR-Reihe vonf um den Nullpunkt
ist daher die Nullfunktion, d.h. die Reihe konvergiert zvitaerall, aber

auB3erhalb des Nullpunkts nicht gege‘nl/fz.

-3 2 1 1, 2 3
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Wie das Bild der Funktiorf zeigt, ist sie in der Umgebung des Null-
punkts in der Tat sehr flach und unterscheidet sich kaum voidk
danach steigt sie an in Richtung Eins, der sie sich dann —irfleeher
werdend —iir z — +oo von unten her arihert.

Bislang sind wir von einer Funktion ausgegangen und haben ve
sucht, diese durch eine Potenzreihe darzustellen. Maridsmauch
das umgekehrteinzlich. Als Beispiel dazu betrachten wir ein Prob-
lem, das BONACCI in seinem 1202 erschienenen Bukier abaci
prasentierte:

Ein Mann bringt ein Paar Karnickel auf einen Platz, der voleal
Seiten durch eine Mauer umgeben ist. Wie viele Paarekn
von diesem Paar innerhalb eines Jahres produziert werdennw
man annimmt, dal jedes Paar jeden Monat ein neues Paartliefer
das vom zweiten Monat nach seiner Geburt an produktiv ist?

LEONARDO PISANO (1170-1250) ist heute vor allem
unter seinem SpitznameniBENACCI bekannt; gele-
gentlich nannte er sich auchid@dtLLo, auf Deutsch
Tunichtgutoder ReisenderEr ging in Nordafrika zur
Schule, kam aber 1202 igk nach Pisa. Seinelisher
waren mit die ersten, die die indisch-arabischen Zif-
fern in Europa eiriihrten. Er behandelt darin nicht nur
Rechenaufgabeiiif Kaufleute, sondern auch zahlenthe-
oretische Fragen, beispielsweise dal? man die Quadrat-
zahlen durch Aufaddieren der ungeraden Zahledlerh
Auch betrachtet er Beispiele nichtlinearer Gleichun-
gen, die er approximativokt, und erinnert an viele in
Vergessenheit geratene Ergebnisse der antiken Mathe-
matik.

Wenn wir dies in Formeliiibersetzen, sind also zachstt, = 0 Paare
von Karnickeln auf dem Platz; im ersten Monat wird eines blmgcht,
so dal3 es nu#)}; = 1 sind. Im zweiten Monat kommen keine neuen
Karnickel dazu, also sind es weiterhiy = 1 Paare. Zu Beginn des
dritten Monat allerdings ist das vorhandene Paar zwei Moaktund
produziert somit ein neues Paar, wir haben &lge 2 Paare. Das gleiche
geschieht zu Beginn des vierten Monats, ab dénitén Monat ist auch
das zu Beginn des dritten Monats geborene Paar aktiv. Abgekdnnen

Kap. 3: Differenzierbare Funktionen 184

wir sagen, daf3 zu Beginn diesten Monats alle Paare, diedpstens zu
Beginn des£ — 1)-ten Monats geboren wurden, Nachkommen liefern;
da FBONAccI nichts Uiber sterbende Karnickel sagt, ist auRerdem die
gesamte Population des Vormonats noch vorhanden, wir halsen
F,_, alte undFj,_, neue Paare. Die Anzahl von Karnickeln frien
Monat ist damit durch eine rekursiv definierte Fol@é X, ., gegeben
mit

Fy=0, Fi=1 und F,=F, +F,_, furk>2.

Damit laRt sich#}, zumindest grundgzlich ausrechneniif groRe Werte
von k ware es allerdings besser, wenn wir eine einfache Foréatedi,
die uns ein fested’, liefert, ohne daf wir auch desseansliche
Vorganger berechneniissen.

Dazu betrachten wir, z@ehst noch ohne jede Frage nach der Konver-
genz, die Potenzreihe

Rx) =) Fa".
k=0

Die BedingungF}, = F},_; *+ F},_, kdnnen wir durch diese Reihe aus-
driicken, indem wir sie mit: beziehungsweise? multiplizieren:

TR(x) = i F ot = i F,_ 2"

und = k5
22 R(x) = Z Fak*? = Z F,_ 2" .
k=0 k=2
Somit ist
zR(z) + 2 R(x) = Z Ey_qxk + Z Fy_,x*
k=1 k=2
= Z(Fk—l + Fy_p)at = ZFkxk ,
k=2 k=2

dennFy = 0. Aus diesem Grund und wefl; = 1 ist, kbnnen wirR(x)
schreiben als

R(x)=xz+) Fa*, alsoist R(z)=x+zR(z)+2°R(z).
k=2
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Fassen wir alle Terme miz(x) zusammen, gibt uns dies die Beziehung
(1-2—2®)R@) =« oder R(z)= —— .

11—z —22

Da wir uns bislang nicht um Konvergenz gelkmert haben, waren alle

diese Umformungen nur spekulativ; wibknen jetzt aber versuchen,

die erhaltenen rationale Funktion durch eine Potenzre@inieugtellen

und zu untersuchen, ob deren Koeffizienten die Definitiaisglingen

der F,, erfullen.

Dazu versuchen wir, wie bereits mehrfach bei der Untersughion
Reihen mit Summanden ein&nnlichen Form, die Funktion als Summe
zweier Terme mitlinearen Nennern zu schreiben. Wenn wasdidenner
in der Form 1— ¢ schreiben knnen, liefert uns die Summenformel der
geometrischen Reihe eine Potenzreihenentwicklung.

Bestimmen wir also zidchst die Nullstellen des Nenners:

2
1Y .5 N 1,5
1—$—I2:—<$+§>+Z:0 fur «T:x]_/2:_§:|:7.
Dax,z, = —1ist, kbnnen wir dies auch schreiben als

1_:6_952:@.@:(1_2) (1_1) _
Ty L2 Ly L2

Dabei ist

12 _2(1+\/§)_1+\/§u 1 _1-+5

r, —-1+/5 5-1 2 5 2
Diese beiden Zahlen werden in der Mathematik traditiomelése mit
1 1 5
== + £ ~ 1,618033988 und ¢ == — g ~ —0,618033988

beze|chnet¢ ist die Zahl des seit der Antike vielfach in der Kunst
verwendetegoldenen SchnittSie erfillen die quadratische Gleichung

Dividieren wir die daraus resultierende Gleichusfg= ¢ + 1 durchg,
erhalten wir
o+1,

¢=¢,
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stehen also zwei Streckerundb im Verhaltnis ¢, so ist
p+1 Y a+p
b 6 =g
die gioRere Strecke steht daher im gleichen Veilhnis zur kleineren
Streckeb wie die Summae: + b zur grd3eren Strecke.

Fir ¢ gilt natirlich formal dasselbe; danegativ ist, war das allerdings
fur Kunstler nicht weiter interessant.

Nach der dritten binomischen Formel isp = —% = —1; deshalb hat
das quadratische Polynom{lpz)(1 — o) ebenfalls die Nullstellen
und¢; da es auch den konstanten Koeffizienten eins hat, ist also
1—2—22=1— ¢z)(1 — d2),
und wir haben den Nenner unserer rationalen Funktion zdregyvei
Linearfaktoren der Form % gq.
Wir wollen die Funktion darstellen in der Form
x a_ . b (a+b)— (ad+bo)x
I—z—22 1= dr 11— x 1—2—22 '

Dazu muRa + b = 0 undag + be = —1 sein, alsch = —a und damit
a(p — ¢) = —a/5 =—1, d.h.a = 1/1/5. Somit ist
x 15 1/V5
1—-z—-22 1—¢z 1—¢x
Auf diese beiden Summandebrinen wir nun die Summenformairf

geometrische Reihen anwenden und erhalieff < 1/¢ die Darstel-
lung

e 1 (& g x gk g
— k_k Nk — _
e (T A ey
1 z r \/"E) (k:O k=0 k=0 \/5
Um zu sehen, dalR die Koeffizienten dieser Potenzreihe wlirldie

FiIBONACCI-Zahlen sind, rissen wir zeigen, dafd sie deren Definitions-
gleichungen effllen: Rir £ = 0 undk = 1 ist

-9 _1-1 o-3_ (%) -(-%) _,
VA 7 7 =t
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wie gewiinscht. Eir k > 2 ist zurachst
¢k - (bk—z . ¢2 - ¢k—2 X (¢+ 1) :¢k—1 +¢k—2

und entsprechendif ¢, da beides bsungen der quadratischen Glei-

chungz? = z + 1 sind. Setzen wir beides ein in die Formét tie
Koeffizienten der Potenzreihe, erhalten wir die geschte Beziehung
I A it S 2
V5 V5
k—1 _ 7k=1 k—2 k-2
_¢ -5 -
V5 V5

Damit erfullen die Koeffizienten dieser Potenzreihe die definierande
Gleichungen derBONACCI-Zahlen, sind also mit diesen identischirF
allek € Ny ist also

k

-3 _ ¢ P

VB VB VB

Der zweite Summand hailif allek > 0 einen Betrag kleiner all?‘, denn
¢ ~ —0,618 undv/5 ~ 2,236. Da alle BONACCI-Zahlen ganz sind,
kdnnen wirF}, deshalb auch einfacher ausrechnen als dahate ganze

Zahl zu ¢* /v/5. Inshesondere steigt die Folge desdNAccI-Zahlen
also exponentiell.

Entsprechend kann man auch bei anderen linearen Rekunsaare
Form

Ay = Cagp_g + Cap_p+ -+ Cay_,
vorgehen. Das Prinzip sei hier nur kurz skizziert, da manhtho-

den der Linearen Algebra mit weniger Aufwand ein bessergsliiris
beweisen kann.

Fur eine Rekursion, bei dey, von seinen Vorgangern abéngt, niissen
natlrlich die erstem Folgengliedery, .. ., a,._; explizit gegeben sein;
erst der Restf3t sich daniiber die Rekursionsformel berechnen. Be-
trachten wir auch hier wieder die Potenzreihe

R(x) = Z apz®,
k=0

Kap. 3: Differenzierbare Funktionen 188

so erhalten wir nun die Gleichung
R(z) = P(x) + c;xR(x) + c,x?R(x) + - - - ¢, a" R(x) ,

wobei P(x) ein Polynom vom Graddchstens: — 1 ist, das von den
r Anfangstermen aliingt. Aufbsen nachR(z) fuhrt auf die rationale
Funktion

P(x)

— T — 2 — - — x|

R(x) = 1

Falls das Nennerpolynom verschiedenéreelle oder komplexe) Null-
stellenz, ..., z, hat, khnnen es schreiben als

1 —cg?— i —c g = 1- %
1T CoT C,.T H< x>

=1 g

und wir kbnnenR(x) zerlegen als

R@)=Y 1
=1 T;

Hier stehtzr, im Nenner; um es in denahler zu bekommen, dividieren
wir einfach das Polynom, dessen Nullstellen gjesind, durchz™:

1 1 1 1

o VT m1 T 2 T T G, TG
verschwindet genau dann, wenn wiir f: eines derr; einsetzen. Somit
sind die Zahlen 1z, die Nullstellen des Polynoms

r—2
_..._CT'

-1
Yy oy -y
Bezeichnen wir diese mif;, . . ., y,., ist also

ks e.
R@)=» ——.
peri i T

Ist|y,z| < 1 flrallei, kbnnen wir dies nach der Summenfornig élie
geometrische Reihe ausdken als

T oo o0 T

Z €; Z(yzx)k = Z Z eiyka .
=1 k=0 k=0 =1

Wie oben zeigt man, dal3 die Koeffizienten dieser Potenzreihe die

Rekursionformeb,, = ¢1b,,_1 + coby_5 + -+ + ¢.b,_,. erfullen; damit
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folgt, daR sich die,, als Linearkombinationen der Zahlgf schreiben
lassen. Da die erstendera,, explizit gegeben sindihren die ersten
der Gleichungen

k k k.o_
yrep tyse, - tyle. =ay

auf ein lineares Gleichungssystem aus§leichungen iir die » Un-
bekanntere;, aus dem sich diese bestimmen lassen; wilssen die
rationale Funktiom?(z) also nicht explizit zerlegen.

Beim Beispiel der BONACCI-Zahlen istr = 2 und wir haben die beiden
Nullstelleng und¢. Deren Kehrwerte sing ¢ und—¢, also istF), eine
Linearkombination der Fornfiy, = e;¢" + ezak. DaFy,=0undF; =1
ist, fuhrt das auf die beiden Gleichungen

— + _ 5
O=e;+e, und 1=ep+eyp= 61262 G 262)\/_ _
Somit ist

—k

¢ — 9
7z

€y = —€1 Und €1 = a.ISO_F‘]C =

1
\/57

wie beim ersten Ansatz.

84: Trigonometrische Funktionen

Unter den aus der Schule bekannten Funktionen gibt es noelysaRe
Klasse von Funktionen, mit denen wir uns hier nadferhaupt nicht
besclaftigt haben, die trigonometrischen Funktionen. In diestara-

graphensollen sie zéchst so definiert werden, wie dislicherweise in
der Schule passiert; danach wollen wir ihre analytischgefschaften
studieren.

a) Klassische geometrische Definition

Definition: Das beiC' rechtwinklige Dreieck mit Eckedl, B, C habe
bei A den Winkela. Dann ist
_ Gegenkathete |BC| Ankathete _ |AC|

= =1 d = = .
def Hypothenuse |AB| undcosa & Hypothenuse |AB|
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B

o(
cosa }
Da zwei rechtwinklige Dreiecke mit einem Winkelbis auf eine even-
tuell notwendige Spiegelunghnlich zueinander sindangt diese De-
finition in der Tat nur vom Winkebk ab und nicht auch noch von dem
gewahlten Dreieck. In der Tat kann man Sinus und Kosinus auch di-
rekt sehen, indem man ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypatrse der
Lange eins betrachtet; dann ist sigleich der lange der Gegenkathete
und cosx gleich der der Ankathete. Insbesondere zeigt dann der Satz
des FFTHAGORAS, dal3

sifa+cofa=1

ist fur jeden Winkel«, wobei wir hier wie auch im folgenden die bei
trigonometrischen Funktionen allgeméibliche Konvention
sin"a = (sina)® und co$ a = (cosa)”
def def
verwenden.

Wenn wir im Dreieck AABC' die Rolle der beiden Ecked und B
vertauschen, haben wir dort den WinkeF90 «, und bexiglich dieses
Winkels sind die Rollen von Ankathete und Gegenkatheteavsrht.
Daher ist

sin(9C® — ) =cosa und cos(90 — «) = sina.

Dies erkhrtuibrigens auch den Namé&mwsinus:Es handelt sich um den
SinusdesKomplemenéarwinkels. (Das lateinische WoBinusbedeutet
BuchtoderMeerbusenes kam in die Mathematik als falsche lateinische
Ubersetzung des arabischen WoitsHlalbsehne.
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Zumindest @r spezielle Winkel lassen sich die so definierten Winkel-
funktionen mit elementargeometrischen Methoden exakteahsen:
Der Falla = 0° etwas entspricht einem rechtwinkligddreieck®, das zu
einem waagrechten Strich nit = C degeneriertist; dadanhB = AC

ist, wahrend die Streck8C die Lange null hat, ist somit

sin®® =cos90 =0 und sin90=cosC =1.

Fur o = 45° wird das rechtwinklige Dreieck gleichschenklig, so daf3 Si-
nus und Kosinus von 45ibereinstimmen iisssen. Da nachy?HAGO-
RAS die Quadratsumme der beiden gleich eins ist, folgt

1_2

in45 = 45 = /=
sin cos 5=

Fura = 30° bzw.a = 60° istdas rechtwinklige Dreieck gleich der oberen
bzw.linken Halfte eines gleichseitigen Dreiecks, die Gegenkathete
Ankathete ist also halb so lang wie die Hypothenuse und datnit

sin30 =cos60 = %
und nach PTHAGORAS

2
cos30 =sin6d =4/1— <}) = @ .
2 2
Mit etwas Mihe lkbdnnten wir auf diese Weise noch viele andere Funk-
tionswerte berechnen; in der Tat erstellte bereits um 140CVwistus
der griechische Mathematiker#ARCHOS VONRHODOS(180-125) mit
solchen Methoden eine (leider nicht erhaltenedlbandige Tafel von

Sinuswerten.

b) Allgemeine Definition

Mit der bisherigen Definition &nnen wir nur Winkel zwischen °0
und 90 betrachten; ein Sinus von 150aRt sich so nicht eriren,
denn es gibt schlief3lich kein rechtwinkliges Dreieck mitegn Winkel
von 150.

Betrachten wir aber auf dem Einheitskreis, d.h. dem KretsRadius
eins um den Nullpunk©, jenen Punkt” = (z,y), far den der Radius
OP mit der z-Achse den Winkelp einschlie3t, so haben dieséirf
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0° < p < 90° ein rechtwinkliges Dreieck mit Eckef, P und (z, 0);
nach obiger Definition ist daher = cosy undy = sing, denn die
Hypothenuse hat als Radius diange eins, die Ankathete hahhgex
und die Gegenkatheteihgey.

(z,y)

Diese Interpretationihrt sofort zu einer Definition von Sinus und Ko-
sinus fir beliebige Winkel:

Definition: Furjeden Winkelp € R ist der Sinus dig-Koordinate und
der Kosinus die-Koordinate jenes Punktésauf der Einheitskreislinie,
fur den der zugsalrige Radius mit deg-Achse den Winkep bildet.

Da wir nach 360 wieder am Ausgangspunkt landen, folgt daraus ins-
besondere, daR die so definierten Funktionen periodisdhnsineiner
Periode von 360

Die so definierten Winkelfunktionen stimmen allerdings iernmoch
nicht ganz mit deriiblicherweise in der Analysis benutzten Funktionen
gleichen Namenigberein: In der Analysis werden Winkel nichtim Grad-
malf angegeben, sondern im sogenanBtgienmalDas Bogenmal ei-
nes Winkels ist derjenige Bogen auf dem Umfangs des Eirkneites,
der zum Kreissektor mit diesen Winkel geh

Aus Symmetrieginden muf3 das Bogenmal eines Winkels proportional
sein zum Gradmal3; da der volle Kreisumfang einerseits e\Wamkel
von 360 entspricht, andererseits aber einem Bogenmalf3 xoisPalso

_

27
Bogenmal3 360 x Gradmaf3 180 x Gradmalfl.
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Insbesondere sind Sinus und Kosinus in der neuen Intetiomretaun
periodisch mit der Perioder2
sin(x + 2kw) =sinz und cosg + 2kw) = cosx furallek € Z.
Einige wichtige spezielle Wertélf Winkel im Bogenmal? sind
0° 30° 45 60° 90° 120 135 150° 18C
T T T T ﬁ ﬁ 5_7r

° 5 2 3 2 3 4 6

Wenn wir im folgenden von sim oder cos: sprechen, solt immer als

™

Winkel im Bogenmaf3aufgefal3t werden. Die so definierten Funktionen

sind sowohl @ir die mathematische Theorie als authAnwendungen
wie der Modellierung saisonaler Trends erheblighziicher als die
entsprechenden Funktionen des Winkels im Gradmal. Vomdile
Studenten, die gerne mit dem Taschenrechner arbeiters igicétig,
immer an die Unterscheidung zwischen Winkelmal3 und Gradmal
denken: Die meisten Taschenrechner arbeiten standd®ignmit dem
Gradmal, was in Klausuren immer wieder zu unsinnigen Eigebn
sen fihrt. (Taschenrechner bieten meist auch noch sogenilenigrad
an, die so definiert sind, daf? ein rechter Winkel hundert Kedigat.
Praktische Anwendungen dieser Neugrad sind mir nicht bakeBei
Computern gibt es weniger Probleme, da die meisten CorpiherIn-
terpreterbibliotheken trigonometrische Funktionen riur Argumente
im Bogenmal3 zur Veifgung stellen. Mit der neuen Definition haben
wir die folgenden speziellen Werte von Sinus und Kosinus:

o T T 1 ™
v 6 4 3 2
i 0 = V2 ZV3 1
sinz 12 %\/_ 2\1/_
cosz 1 5\@ E\/E 5 0
Als Eselsbiicke kann man sich dies auch merken in der Form
. o I T m 7

6 4 3 2
. 1 1 1 1 1
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T ) -

-1+
Sinus und Kosinus zwischen —27 und 27w

c) Die Ableitungen der trigonometrischen Funktionen

Da cosr = sin(5 — z) ist, geriigt es, den Sinus abzuleiten. Wir berech-
nen seine Ableitung als Grenzwert des Differenzenquaient

sin( + h) — sinz
h .
Betrachten wir die Situation geometrisch: Wir trageals Winkel zur
reellen Achse ab dem Nullpunkt auf; in der Abbildungasdlso gleich
der Lange des Bogens vafi = (1, 0) nachA. Entsprechend ist + h
gleich der lange des Bogens vali nach B, undh selbst ist die des
Bogens vom4 nachB.

Nach Definition ist sin die Ordinate vord und sin¢ + h) die von B;
obiger Zahler sing + h) — sinz ist also die lange der Streck€ B. Der
Nennerh ist die Lange des Bogens votinachB. Da wir Bogeningen
Uber immer feiner unterteilte Streckéige definieren &nnen, unter-
scheidet sich dieser Bogefirfimmer kleiner werdendeb beliebig
wenig von der Streckd B, d.h.

. sin(x+h) —sinz _ . ‘@‘

|Im _— = rp—

h—0 h h—0 ’AB‘

Da AABC rechtwinklig ist, ist dieses Streckenvéitnis gerade der
Kosinus des Winkelg bei B, und wir missen diesen berechnen.

Dazu betrachten wir z#ithst das Dreieck OAB. DaA undB auf dem
Einheitskreis liegen, ist es gleichschenklig und hat sdmeitd und B
denselben Winkel. Da die Winkelsumme im Dreieck gleichnd der
Winkel beiO gleichh ist, errechnet sich dieser z%;—h
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sin(z + h) B
B
sinz G A
h
o} D ) E

Als nachstes betrachten wir das rechtwinklige DreidakR BD. Da es
bei O den Winkelx + h hat, muf3 der Winkel beB gleich
w—g—@+m:g—@+m
sein, unds als Differenz dieser beiden Winkel ergibt sich zu
T —nh
ﬂ =

2
Somit ist die Ableitung von sim an der Stelle: gleich

h
—g+x+h:x+§.

. h
lim cos|z+ = | =cosz,
h—0 2

die Ableitung des Sinus ist also der Kosinus. Die Ableituag Hosinus
ist die von sin(5 — z), also nach der Kettenregel

cos(ﬁ )— sin
2 X = X .

d) Die Differentialgleichung f”(z) = —w?f(x)

Werden Sinus oder Kosinus zweimal abgeleitet, so wird jenalrein
Sinus und ein Kosinus abgeleitet; im letzteren Fall kelett dias Vorzei-
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chenum, im ersteren bleibt es gleich. Daher ist die zweiteing von
Sinusbzw.Kosinus gerade die negativ genommene jeweilige Funktion.

Allgemein geitigen fir jedesw € R sowohl f(z) = coswz als auch
f(z) = sinwz der Gleichungf” (z) = —w?f ().

Diese Gleichung sollte, vor allem wenn mamlurch die Zeitt ersetzt,
aus der Physik bekannt sein: Sie beschreibt die Schwingueiyes
Gewichts an einer Feder, dereiadRstellkraft sich aus demadbkeschen
Gesetz ergibt, die Schwingungen eines Pendels bei kleingeAkung,
den Strom in einem ungéadpften elektrischen Schwingkreaisw.;sie

tritt also in vielen Zusammerdmgen auf, in denen wir es mit periodi-
schen Vorgngen zu tun haben. Da Zykeln auch im Wirtschaftsleben
eine grofRe Rolle spielen, sollten wir sie etwas genaueabieten.

Da sinwx und cosvx Ldsungen sind, ist auch jede Linearkombination
f(x) =acoswx +bsinwzr mit a,beR

eine Losung. Das Hauptergebnis dieses Paragraphen besagted&f di
Fall w # 0 bereitsalle Losungen sind: (Was giltif w = 07?)

Satz: Die in einem offenen Intervallr(s) mit » < 0 < s definierte
reelle Funktionf geriige der Differentialgleichung”(z) = —w?f(z)
mit einem nichtverschwindenden Dann gibt es Konstanten b € R,
so dal¥f(z) = a coswzx + bsinwz ist.

Beweis: Wir multiplizieren die Differentialgleichung mit £(z) und
erhalten

2f" () f" () = =22 f () f'(x) -
Nach der Produkt- oder Kettenregédrknen wir die linke Seite auch
auffassen als die Ableitung vofi(z)? und die rechte als Ableitung von
—w?f(x)? die Ableitung der Funktior’(z)? + w?f(x)? verschwindet
somitiiberall. Es gibt daher eine Konstamte R, so daf3
flay+?f@)? =c
ist fur allex € (r, s). Wir unterscheiden zweidHe:

Erster Fall: ¢ = 0. Da Quadrate reeller Zahlen nie negativ sdinmen,
muB dannir jedese geltenf(z) = f'(z) = 0, und mite = b = 0 laRt
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sich die Nullfunktion in der Tat als Linearkombination vooscz und
sinwz schreiben, womit der Sat#if diesen Fall bewiesenaxe.

Zweiter Fall:c #Z 0. Dieser Fall soll auf den ersten fiekgefihrt werden.

Falls wir annehmen, der Satz sei richtig, gibtee$ € R so dald gilt
f(x) = acoswz + bsinwz. Alsdann istf(0) = a und f'(0) = bw, also
/'(0)

.
Fur eine beliebige bisungf der Differentialgleichung” () = —w f(x)
definierenwir reelle Zahleru, b Giber diese Gleichungen und betrachten
die Funktion ,

/(0)

h(z) = f(x) — f(0) cosvz — "
Auchh ist, wie man leicht nachrechnet, einédung der Differentialglei-
chung, und nach Konstruktion i8¢{0) = »/(0) = 0. Daher verschwindet
fur h die oben definierte Konstantgdie man jaliber jeden beliebigen
xz-Wert berechnen kann, und nach dem, was wir im ersten Fadligiez
haben, ist: gleich der Nullfunktion. Damit ist aber
1)

w

a=f(0) und b=

sinwz .

f(x) = f(O) coswzx + sinwz ,

wie behauptet. .

Die Voraussetzung, da 0 im Intervall, ) enthalten sein soll, ist
nicht wirklich notwendig; sie macht nur den Beweis bequennad
Ubersichtlicher. Statt mit den Werten vgif0) und f'(0) kdnnte man
auch mitf(u) und f'(u) fur ein beliebiges: € (r, s) argumentieren,
miRte dann allerdings zur Bestimmung womind b noch ein lineares
Gleichungssystenidken.

Fur die Modellierung eines Systems ist der Satz meist in dgefalen
Form etwas iitzlicher:

Korollar: Die in einem offenen Intervall( s) definierte reelle Funk-
tion f geriige der Differentialgleichung”(z) = —w?f(z) mit einem
nichtverschwindendewn, und fir einen Wertz, € (r, s) sei f(zg) = a
und f’(xg) = b. Dann ist

f(x) = acosw(r — zg) + g sinw(z — ;) .
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BeweisFirz, = 0undr < 0 < s haben wir das bereits oben im Beweis
des Satzes gezeigt, und die Verschiebung des Argumenis émdert

natirlich nichts. .

e) Die Taylorreihen der trigonometrischen Funktionen

Nachdem wir aus Abschnit) die ersten Ableitungen von Sinus und Ko-
sinus kennen, bereiten uns auch diéren Ableitungen keine Schwie-
rigkeiten mehr: Die Ableitung des Sinus ist der Kosinus,sdasAb-
leitung wiederum-Sinus, die Ableitung davon istKosinus, und die
Ableitung davon wieder der Sinus, womit alles wieder vomedosge-
ht. Formal aufgeschrieben ist also dige Ableitung der Sinusfunktion
gleich

sing fallsn =0 mod 4

cosr fallsn=1mod4
—sinz fallsn=2mod 4
—cosr fallsn=3mod4.
Dabei solla = b modm bedeuten, da — b ohne Rest durchr teilbar
ist oder, anders ausgenbkt, dalz undb bei der Division durchn den
gleichen Rest haben.

sin™ gz =

Entsprechend ist

cosz fallsn =0 mod4
—sing fallsn=1mod4
—cosx fallsn=2mod4

siny fallsn =3 mod4.

cod™ g =

Da sin0 = 0 und cos0 = 1 ist, sind damit auch die Werte albdrener
Ableitungen an der Stelle = 0 bekannt: Br geraden verschwindet
sin™(0), fur ungeraden = 2k + 1 ist sif”(0) = (—1)*; entspre-
chend verschwindet c4(0) fur ungerade:, und fur geraden = 2k
ist cod™(0) = (—1)*. Die TavLOR-Polynome sind somit

n L h2k+l
Tsin,0,2n+l(h) = Tsin,0,2n+2(h) - %(_1) (Zk + 1)!
h3 h5 h2n+l
Sh— ik (1)

6 120 (2n + 1)!
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und n p,2k
Teos0,20() = Teoso,2n+1(h) = Z(_l)k (2k)!

_ h2 4 . 2n
lgrm gy

Noch nicht ganz klar ist allerdings, ob die als Limes diesdyRome er-
haltenen RvyLoR-Reihen die Funktionen Sinus und Kosinusaatdich
darstellen; bei einigen Funktionen wie etyar) = e~ kann es ja
durchaus vorkommen, dal? dieyLOR-Reihe gegen eine andere Funk-
tion als die Ausgangsfunktion konvergiert; im Beispiel vehes die
Nullfunktion.

Hier ist das glicklicherweise nicht der Fall: Nach dem Séitzer die
TAYLOR-Entwicklung ist
Sin(0 +h) = Tgin 0.2n+2(R) + Rpyp5(h)
mit
i ~(2n+3)
—(_ n+lS|n (nh)
O R

Da der Sinus nur Werte vom Betragdhstens eins annimmtphnen
wir das Restglied abséltzen durch

R#*3 fureiny € (0, 1).

|h|2n+3

| Ronas(h)| < nva)l

Wie wir schon bei der AyLOR-Reihe der Exponentialfunktion gesehen
haben, gett” /k! fur alleh € R gegen Null fir k — oo, also geht auch
hier das Restglied gegen Nuilifn — oo, d.h.

. h2k+l ZCS ZCS

Sm"z(_ T TR T SRR

Genauso folgt, daB auch beim Kosinus das Restglied gegémgydht]
so daf gilt

th 2 4

cosz = Z( 1)k(2k)|: _‘%+%_
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f) Die Eulerschen Formeln und ihre Anwendung

Die TavyLOR-Reihen fir Sinus und Kosinus erinnern von ihrer Struktur
her an die der Exponentialfunktion: Der einzige Untersghiesteht
darin, daR jeweils nurdie Halfte* der Terme auftritt und daf3 das Vor-
zeichen alterniert.

Um den Zusammenhang zwischen den drei Reihen wirklich zu ver
stehen, riissen wir sie im Komplexen betrachten. Wiberlegen uns
zuréchst, dal3 die Reihen

z 2+l Z
Z . Z( )k(Zk TR Z( )k(Zk)'

furallez € C konvergleren: Wie wir au$6 des zweiten Kapitels wissen,
konvergiert eine Reihe mit komplexen Summanden insbesertnn,
wenn sie absolut konvergent ist, wenn also die Reihe mit desohut-
betiagen der Summanden konvergiert. In unseren daéef sind dies
die (reellen) Potenzreihen

i |Z|]€ Z 2k+1 i |Z|2/€

_—, und =

prd k! (Zk +1)! ~ (2k)!

und das sind A’YLOR-Relhen, von denen wir bereits gezeigt haben, daf}
sie gegere!!, sinh|z| beziehungsweise cosH konvergieren. Somit
konvergieren auch die obigen Reihen.

Definition: Fir eine komplexe Zahi € Ciste® = 2—|
k=0 "

oo
2k+l ZZk

sinz = Z( m und cos: = ;(—1)’“ on

Fur reelle Werte von: stehen hier gerade dieaVLOR-Reihen dieser
Funktionen, und wir wissen, dal3 diese gegen die Funktiorewen-
vergieren. Die obige Definitioruhrt also fir reelle Zahlen zum gleichen
Ergebnis wie die bisherigen Definitionen.

Wenn wir die Exponentialfunktiorili eine rein imagiare Zahlz = ix
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berechnen wollen, erhalten wir
2041

(zx z% x
‘Z Z(_ )Z(ZE)' Z( )l(ze+1)l

=coszr +iSinz.

Entsprechend ist™** = cosz — i sinz, also
) iw+ —ix ) eiw —ix
cosz =Ree”” = ——— und sik =Jme” = ——.
2 2i
Die gerade bewiesenen Formeln werden algsH#rsche Formeln be-
zeichnet; mit ihnen lassen sich die trigonometrischen Eankn auf

die erheblich handlichere Exponentialfunktionickzuiihren.

Die wichtigste Eigenschaft der reellen Exponentialfuokist die Funk-
tionalgleichunge®™™ = ¢® - ¢¥; wir sollten uns deshalliberlegen, ob
diese auch im Komplexen gilt. Wir assen also entscheiden, dlr f
beliebige komplexe Zahlen w gilt

2 Kt Xz w)™
DT
k=0 =0 m=0
Wenn wir einfach naiv darauf losrechnen, ist
> k V4 oo ook Z %S
RO LRI P
k=0 k! =0 o k=0 ¢=0 kie! ( k'(m k)')
[es} m k  m— m
_ m\ z-w _ (z +w)
S (S () )—ZT! ,
m=0 \ k=0 m=0

wie gewinscht. Wie wir am Beispiel der ReihEZil(—l)k gesehen

haben, Bnnen solche Umformungen allerdings bei unendlichen Reihe

zu widerspiichlichenund daher unsinnigen Ergebnisggmén; der obi-
gen Rechnung ist also nicht zu trauen. Um sie zu rechtfertiggssen
wir beide Seiten als Grenzwerte von Folgen auffassen umgaetald
beide Folgen gegen denselben Wert konvergieren, dal3 ezlajedem
e > 0einN € N gibt, so dafl3

14

n k n n ( + )m
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ist fur allen > N. Da die Funktionalgleichung im Reellen gilt, wissen
wir, dal3 diesfir allereellenWerte vonz undw der Fall ist. Nach obiger
Rechung ist der abzusatzende Betrag gleich

>y ()Rt

m=n+lk=m—n

und nach der Dreiecksungleichung ist diéshstens gleich dem Betrag

von Z Z ( >|Z| |w|| |

m=n+lk=m—n

Das ist aber der Betrag der Differenz

SIER I (oL o
> Z | Z

und dae/*lev! = el2I*I*list, wissen wir, daB es zu jedem> 0 einN ¢
N gibt, so daflieseSumme @irn > N kleiner alse ist. Damit gilt aber
nach der Dreiecksungleichurigrfallen > N auch die Ungleichung{,
und dies beweist die Funktionalgleichuag™ = e* - e fiir beliebige
komplexeZzahlenz undw.

Als erste Anwendung betrachten wir die eher unhandlichedtithuhs-
formeln fur die trigonometrischen Funktionenifdie Exponentialfunk-
tion ist natirlich ¢’™*¥) = ¢#¢™ . Nach den BLERschen Formeln ist die
linke Seite gleich cos(+ y) + i sin(z + ) und die rechte ist

(cosz + i sinz)(cosy + i siny)

=cosx coSy — sinz Siny + i(sinz cosy + cosz Siny) .
Daher ist
cosfx +y) = cosx cosy — sinx siny
und
sin(x + y) = sinx cosy + cosz siny .
Entsprechend lassen sich aucheesind sinnx berechnen.

Mit der Multiplikationsformel kbnnen wir auch den Wert vart fir jede
komplexe Zahk = x+iy durch bekannte reelle Funktionen atistken:
Nach der gerade bewiesenen Funktionalgleichung und deerR&chen



203 Analysis | HWS 2012

Formelniste® = e®(cosy +i siny). In der Klammer steht eine komplexe
Zahl vom Betragy/cog y + sirfy = 1; daher ist der Betrag vo#®
gleiche®. Da die reelle Exponentialfunktion die reellen Zahlen kiije
abbildet auf die positiven reellen Zahlen, kann der Beti@ged somit
auch tir komplexez nie verschwinden, die Exponentialfunktion nimmt
also auch im Komplexen nie den Wert Null an.

Istw = u + iv eine komplexe Zahl vom Betrag eins, so liegt der Punkt
(u, v) € R? auf der Einheitskreislinie; somit gibt es einen Winkel
derart, dafu = cosy undv = siny ist, alsow = ¢%. Hat w einen
beliebigen Betrag > 0, so gibt es ein: € R mit ¢” = r und, daw/r
den Betrag eins hat, einc€ R mit ¢®¥ = w/r. Fur die komplexe Zahl
z = x +iy ist daher?® = ¢™*% = ¢% . ¢ = w. Damit haben wir gezeigt,
daB es zu jeder komplexen Zahle C\ {0} eine komplexe Zaht gibt
mit e* = w; die komplexe Exponentialfunktion bildet al§osurjektiv ab
aufC\ {0}. Im Gegensatz zur reellen Exponentialfunktion ist allegdi
die komplexe Exponentialfunktion nicht mehr injektiv: Dan@& und
Kosinus periodisch sind mit Periode Aste* = "™ fir allek € Z.
Insbesondere isf™ = 1. Erwahnenswert ist auch die Gleichung

e'™ = cosr +isinmt = —1,
die mit e, 7, dem Minuszeichen und der Eins gleich vier wesentliche
Symbole der Mathematik in Beziehung zueinander setztsgibiigens
auch der Ausgangspunktfden 1882 véiffentlichten Beweis von BRL
Louis FERDINAND VON LINDENMANN (1852-1939), daf8 nicht nur eine
irrationale Zahl ist, sondern sog@anszendentjas bedeutet, daflim
Gegensatz etwa zy2 keine Nullstelle eines Polynoms mit rationalen
Koeffizienten ist. kr e hatte dies @ARLES HERMITE (1822-1901) be-
reits 1873 direkt bewieseniif r benutzte INDENMANN die Gleichung
e™ = —1. Aus dem Beweis vonINDENMANN folgt insbesondere, daf
das klassische Problem der Quadratur des Kreises mit ZirkkLineal
unlosbar ist.

Die EULERschen Formeln erlauben auch eine neue Art der Darstellung
komplexen Zahlen: Jede komplexe Zah¥ 0 laf3t sich darstellenin der
Formw = e* = e*-¢" miteiner komplexen Zahl = z+iy, wobeir = ¢*

der Betrag vonw ist. Da|0| = 0 ist, a3t sich dahgedekomplexe Zahk
darstellen in der Form = r¢* mit einer nichtnegativen reellen Zahk
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|z| und einer reellen Zaly. Letztere ist nur bis auf ganzzahlige Vielfache
von 2t eindeutig bestimmt (undif z = 0 sogar ¥llig unbestimmt); sie
wird alsArgumenty = argz von z bezeichnet. Die Darstellung= re*?
von z heif3tPolarkoordinatendarstellungon z.

In dieser Polarkoordinatendarstellung wird die Multiplilon und Divi-
sion komplexer Zahlen erheblich einfacher als in der kézdsn karte-
sischen Darstellunge’? - se’” = (rs)e'*¥), d.h. bei der Multiplikation
werden die Betige miteinander multipliziert und die Argumente addiert.
Dabei zeigt sich auch, daR die Unbestimmheit des Argumemthdus
ihren Sinn hat: Die Gleichung-) - (—¢) = —1 wird in Polarkoordina-
tendarstellung za®""/2 . ¢37/2 = 370 = ™ = 1,

Auchim Reellenist die Polarkoordinatendarstellung gefelich ritzlich:
Statt durch die kartesischen Koordinaten{) kann man die Lage eines
Punktes inR? auch festlegen durch seinen Abstandom Nullpunkt
sowie den Winkelp zwischen ihrer Verbindungsstrecke mit dem Null-
punkt und der:-Achse. Die kartesischen Koordinaten lassen sichraus
und ¢ leicht berechneiiber die Formeln: = r cosy undy = rsing;
umgekehrt istr = /22 +y2, und ¢ muB so berechnet werden, daR
cosp = x/r und sing = y/r ist.

Als letzte Anwendung trigonometrischer Funktiobchte ich noch eine
Funktion angeben, die zwar differenzierbar, zumindest inlpgdinkt
aber nicht stetig differenzierbar ist: Wir setzen

_ J2?cost furz#0
/) { 0 firz =0
Fur 2 # 0 haben wir nach deitblichen Rechenregeln die Ableitung

1 1 — 1 1
f'(@) = 2zcos= — a?sin= - — = 2z cos= +sin=,
X X X X X
h?cos: —0 1
! — . h - . == . . - .-
und f'(0) —}!@O — }IJLnOh cosh 0; die Ableitung exi

stiert also @r allex € R. Sie ist aber im Nullpunkt nicht stetig, denn
lim,_,o sin% existiert nicht einmal.

85: Zusammenfassung
Wir haben in diesem Kapitel differenzierbare Funktionenriengelernt
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als Funktionen, die sichim Kleinen* wie lineare Funktionen verhal-
ten. Dazu gebiren die meistengangigen* mathematischen Funktio-
nen, insbesondere alles, was aus Grundrechenarten untidgharkwie
der Exponentialfunktion, dem Logarithmus und den trigortiachen
Funktionen zusammengesetzt ist, solange man diese Foahtiour
anwendet, wo sie definiert sind und adich auch nie durch die Null
dividiert.

Fur diese Funktionen haben wir didbleitungdefiniert als die Steigung
derjenigen Geraden, durch die sich die Funktion am bestemaimnie-
ren [alt, also der Tangenten.

Fur grundlegende Funktionen konnten wir die Ableitungenectmen;
die wichtigsten sind in der folgenden Tabelle zusammerfijefa
flx) = ", neR e’ logx sinx cosx
fl(z) = na" 1 e* 1 cosx —sinx
Wir lernten auch Rechenregeln kenndiper die sich Ableitungen
zusammengesetzer Funktionen berechnen lassen:

(f £9)(@) = f'@) £ 9(@), (f9)' (@)= f'(@)g(@) + f(2)g'(2)

und ( / ) (@) = £/ @@ — 1@ @)
g g9(z)?

AuRerdem gilt @r die Hintereinanderausfirung von Funktionen die
Kettenrege(f o g)'(z) = f'(9(z))g () .
Falls eine differenzierbare Funktiof(a, b) — (¢, d) zwei (mbglicher-
weise unendliche) Intervalle bijektiv aufeinander abdildnd ihre Ab-
leitung nirgends verschwindet, gibt es eine differenzegld mkehrfunk-
tion g: (¢, d) — (a, b); Punkty = f(z) gilt ¢'(v) = 1/ f'(x).
Fur viele differenzierbare Funktionef{z) ist auch die Ableitung”’(z)
differenzierbar; deren Ableitung bezeichnen wir als digeite Ablei-
tung f”' (), und entsprechend definieren wir, sofern sie existiengeh a
hohere Ableitungen.

Fur eine mindestens-fach differenzierbare Funktiondkinen wir die
Funktionswerte in der Umgebung eines Punktepproximieren durch

7 r(n)
das RvLoR-PolynomT , . (h) = E ! |($); falls f sogar ¢ + 1)-
k=0
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fach differenzierbar ist, gibt es eipe (0, 1), so daf? der Fehler dieser
Approximation gegeben ist durch

_ _ (@ + nh)

flx+h)— Tf.,z.,n(h) = Rn+1,f(h) = W

Fur eine beliebig oft differenzierbare Funktion, bei def,, ((h) fur

n — oo zumindestfir alle h mit einem Betrag kleiner einer geeigneten
Zahlé gegen Null geht, ist

flz+h)= Zf ()hk furalleh mit |h| < .

Solche Funktionen helﬁeanalytischWichtige analytische Funktionen
sind
1)k 21

Z cosz = Z( 1)*a® und sinz = Z(
R 25)! Qk+1)

uber dlese Reihen Iassen sich die genannten Funkt|0nenfauble-
liebigekomplexeArgumente definieren. Polynomfunktionen sind eben-
falls analytisch.

Die trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus sirabsisch
definiertiiber Winkel in eine rechtwinkligen Dreieck: lat dort einer
der Winkel, ist

Gegenkathete _Ankathete

sinoa=—————— "und cosx= —————,
@ Hypothenuse Hypothenuse

Uber die Koordinaten von Punkten auf dem Einheitskreis hakie
diese Funktionen erweitert zu Funktionen auf g&nand gesehen,ab
sie via den Umwegber komplexe Zahlen mit deruEERschen Formeln
in Beziehung zur Exponentialfunktion gebracht werdénren:
) T e—ir i +e—iz
e'” = cosy +isiny, sing = ———— und cost = ————
2i 2

Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich viele klassische Bleargyen zwi-
schen trigonometrischen Funktionen einfach herleiterebengsweise

beweisen.



