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Beweis:Daf LEBESGUE-integrierbar ist, gibt es dazu eine approximie-
rende Folge von Funktionen mit kompaktem Träger.Zu dieser wiederum
können wir nach dem vorletzten Lemma für jedes" > 0 eine Teilfolge
finden, die außerhalb einer MengeZ mit �(Z) < " gleichm̈aßig ge-
genf konvergiert. Diese Teilfolge, für ein fest geẅahltes" 2 (0; 
), sei
(fk)k2N . Wegen der gleichm̈aßigen Konvergenz außerhalb vonZ gibt
es einN 2 N , so daßjf (x)� fk(x)j < " für allek � N und allex =2 Z .

Ist f (x) > 
, ist für x =2 Z undk � N insbesonderefk(x) > 
� ", d.h.�x 2 Rn �� f (x) > 
	 � �x 2 Rn �� fk(x) > 
� "	 [ Z .

Nach der bereits bewiesenen TSCHEBYSCHEFF-Ungleichung f̈ur Funk-
tionen mit kompaktem Träger ist das Maß der ersten Menge rechts
höchstens gleichkfk1 =(
� "), das vonZ ist höchstens gleich". Somit
ist ����x 2 Rn �� f (x) > 
	� � kfk1
� " + " .

Dies gilt für jedes" 2 (0; 
), und da die rechte Seite eine stetige Funktion
in " ist, bleibt es auch g̈ultig, wenn wir" gegen Null gehen lassen. Dann
erhalten genau die zu beweisende Ungleichung.

Korollar: Für f 2 Leb1(Rn ; R ) ist kfk1 = 0 genau dann, wennf fast
überall verschwindet.

Beweis:Falls f fast überall verschwindet, also fastüberall gleich der
Nullfunktion ist, sind die Integrale vonf und der NullfunktionüberRn
gleich, also beide Null. Wenn umgekehrtkfk1 verschwindet, so ist nach
der Ungleichung von TSCHEBYSCHEFFfür jedes
 > 0����x 2 Rn �� jf (x)j > 
	� � kfk1
 = 0 ,

also ist

�x 2 Rn �� jf (x)j > 
	 für jedes
 > 0 eine Nullmenge. Da die
Vereinigung abz̈ahlbar vieler Nullmengen wieder eine Nullmenge ist,
gilt dann das gleiche auch für�x 2 Rn �� f (x) 6= 0

	

=

[k�0

�x 2 Rn �� jf (x)j > 1k	 ,
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das heißt,f verschwindet fasẗuberall.

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir das weitere

Korollar: Für zwei Funktionenf; g 2 Leb1(Rn ; R ) ist genau dannkf � gk1 = 0, wennf undg fastüberall gleich sind.

Eine Motivation f̈ur die Einf̈uhrung des LEBESGUE-Integrals an Stelle
des einfacheren RIEMANN-Integrals war die Beobachtung, daß der Vek-
torraum aller RIEMANN-integrierbarer Funktionen vonR nachR nicht
vollständig ist. Als letztes Resultat dieses Paragraphen wollen wir uns
überlegen, daß wir dieses Problem bei LEBESGUE-integrierbaren Funk-
tionen nicht haben:

Satz: Der Raum Leb1(Rn ; R ) ist vollsẗandig.

Beweis:(fk)k2N sei eine CAUCHY-Folge von Funktionen aus Leb1(Rn ; R ).
Wir müssen zeigen, daß es eine Funktionf 2 Leb1(Rn ; R ) gibt, gegen
die diese Folge konvergiert.

Zu jeder der Funktionenfk gibt es nach Definition der LEBESGUE-
Integrierbarkeit eine approximierende Folge; die bezüglich der L1-Norm
gegenfk konvergiert; wir ẅahlen daraus jeweils ein Folgengliedgk mit
der Eigenschaft, daßkfk � gkk1 < 1=k ist. Die Funktionengk sind
Funktionen mit kompaktem Träger, und auch sie bilden eine CAUCHY-
Folge, denn f̈ur jedes" > 0 können wir zun̈achst einN1 2 N finden,
so daßkf` � fkk1 < 1

3" ist. für alle k; ` � N1. Ist N � N1 eine
naẗurliche Zahl, die gleichzeitig größer ist als 3=", gilt dann f̈ur alle
Indizesk; ` � Nkg` � gkk1 = k(g` � f`) + (f` � fk) + (fk � gk)k1� kf` � g`k1 + kf` � fkk1 + kfk � gkk1< 1` +

"

3
+

1k � 2N +

"

3

� 2� "

3
+

"

3
= " .

Somit ist (gk)k2N eine CAUCHY-Folge von Funktionen mit kompaktem
Träger; wie wir weiter oben gesehen haben, gibt es dazu eine Teilfolge
(gk� )�2N , so daß f̈ur fast allex 2 Rn die reelle Zahlenfolge

�gk� (x)

��2N

konvergiert. F̈ur alle x, für die des der Fall ist, bezeichnen wir den
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Grenzwert der Folge mitf (x), ansonsten setzen wirf (x) = 0. Damit
ist eine Funktionf : Rn ! R definiert, die offensichtlich LEBESGUE-
integrierbar ist, denn der (gk� )�2N ist eine approximierende Folge für f .
Mit der Folge dergk� konvergiert auch die derfk� bez̈uglich der L1-
Norm gegenf , denn

fk� � f



1

� 

fk� � gk�

1
+



gk� � f



1
,

wobei der erste Summand kleiner ist als 1=k� und der zweite nach
Definition vonf gegen Null geht. Da die Folge derfk eine CAUCHY-
Folge ist, konvergiert dann aber auch die ganze Folge gegenf .

Aus dem Beweis folgt auch die zu erwartende Gleichung

limk!1 ZRn fk =

ZRn limk!1 fk , denn����ZRn f � ZRn fk���� =

����ZRn(f � fk)

���� � ZRn jf � fkj = kf � fkk1 .

§3: Das Lebesgue-Integral auf Teilmengen vonR n

Nicht alle Funktionen sind auf ganzRn definiert, und selbst wenn sie es
sind, interessiert oft nur ein Teilbereich. Das ist nicht neues gegen̈uber
der Situation im Eindimensionalen, wo wir ja auch meist nicht über
ganzR , sondern nur̈uber ein Intervall integrieren.

Wenn wir speziell die Konstante 1̈uber ein Intervall [a; b] integrieren.
erhalten wir als Ergebnis die Längeb � a des Intervalls; entsprechend
sollten bei Integration der Eins̈uber eine TeilmengeB � Rn deren
Flächebzw.Volumen erhalten. Was ist aber das Volumen einer beliebigen
Teilmenge einesRn? Bislang kennen wir nur das Volumen achsenpar-
alleler Quader, das wir entweder einfach als Produkt der Kantenl̈angen
berechnen k̈onnen oder aber kompliziert, indem wir die charakteristi-
sche Funktion des Quadersüber denRn integrieren. Da wir f̈ur jede
Teilmenge desRn eine charakteristische Funktion haben, können wir
diese zweite M̈oglichkeit verallgemeinern:

Definition: Eine TeilmengeB � Rn heißt meßbar, wenn ihre cha-
rakteristische Funktion�B in Leb1(Rn ; R ) liegt; als Volumenvon B
bezeichnen wir dann den Wert des Integrals

RRn �B .
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Beispiele nicht meßbarer Mengen lassen sich leicht angeben, beispiels-
weise der gesamte $Rn. Hier liegt der Grund allerdings darin, daß das
Volumen eben nicht endlich ist. Interessanter ist die Frage, ob jedebe-
schr̈ankteTeilmenge vonRn meßbar ist. Bislang konnte noch niemand
ein explizites Beispiel einer nicht meßbaren beschränkten Teilmenge
angeben, und vielleicht ist das sogar unmöglich, dieExistenzsolcher
Mengen l̈aßt sich aber beweisen. Das zentrale Ergebnis hierzu ist der
folgende

Satz von Banach-Tarski: Für n � 3 gibt es zu je zwei beschränkten
TeilmengenA;B � Rn eine naẗurliche Zahlm sowie disjunkte Zerle-
gungenA =

Smk=1 undB =

Smk=1Bk derart, daß f̈ur jedesk die MengenAk undBk durch eine Kongruenzabbildung ineinanderübergef̈uhrt wer-
den k̈onnen.

Kongruenzabbildungen sind zusammengesetzt aus Drehungenund Ver-
schiebungen; jeder vernünftige Volumenbegriff sollte also den beiden
MengenAk undBk dasselbe Volumen zuordnen. (Nach der weiter un-
ten betrachteten Transformationsformel hat das oben definierte Integral
diese Eigenschaft.) Genauso sollte das Volumen einer disjunkten Verei-
nigung einfach die Summe der Volumina der Teilmengen sein; im obigen
Satz m̈ußten also, falls alleAk undBk meßbar ẅaren,A undB dasselbe
Volumen haben. Da wir f̈urA undB beispielsweise zwei Ẅurfel mit un-
terschiedlichen Kantenlängen nehmen k̈onnen, ist das natürlich absurd.
Somit k̈onnen zumindest nicht alle der MengenAk undBk meßbar sein;
es muß auch nicht meßbare Mengen geben. Da der Beweis von BANACH

und TARSKI nicht konstruktiv ist, liefert er allerdings kleine expliziten
Beispiele f̈ur solche Mengen.

ALFRED TARSKI (1902–1983) wurde als ALFRED TEI-
TELBAUM im damals russischen Warschau geboren. Er
studierte zun̈achst Biologie, wechselte dann aber, nach-
dem er eine Logik-Vorlesung gehört hatte, zur Mathe-
matik. Seine erste Arbeit,̈uber Mengenlehre, erschien
1921, der Satz von BANACH-TARSKI 1924, nachdem er
1923 seinen Namen geändert hatte. Nach seinem Stu-
dium unterrichtete er zunächst an verschiedenen War-
schauer Institutionen. 1930 traf er in Wien KURT GÖDEL

(1908–1978) und publizierte, wohl dadurch beeinflußt,
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1933 seine wohl bekannteste Arbeit, in der erWahrheitin einem formalen System dadurch
definierte, daß eine Formel in allen Interpretationen dieses Systems korrekt ist. Zwei
Wochen vor dem deutschen Einmarsch in Polen war er 1939 zu einer Konferenz an
die Harvard University gereist; er konnte dort bleiben und arbeitete an verschiedenen
Universiẗaten, bis er 1942 nach Berkeley ging, wo er trotz seiner Emeritierung 1968 bis
1973 lehrte.

Nachdem wir̈uber das LEBESGUE-Integral ein Volumen definiert haben,
ist nun schon fast klar, wie wir ein Integraleüber Teilmengen desRn

mit beliebigen Integranden definieren:

Definition: f :B ! R sei eine Funktion auf einer TeilmengeB � Rn

Falls die Funktionef : Rn ! R mit ef (x) = f (x) für x 2 B und ef (x) = 0
sonst LEBESGUEintegrierbar ist, definieren wirZB f (x) =

def

ZRn ef (x) ;

andernfalls existiert das linksstehende Integral nicht.

Kurz könnte man auch schreiben

RB f (x) =

RRn f (x)�B(x), allerdings
ist das insofern nicht ganz exakt, alsf (x) nicht für allex 2 Rn definiert
sein muß. Interpretiert man das Produktf (x)�B(x) allerdings so, daß es
für allex =2 B verschwinden soll, unabhängig davon obf (x) definiert
ist oder nicht, ist dies genau die obige Definition.

Im letzten Semester hatten wir Integrale in der Form

R ba f (x) dx ge-
schrieben; das neu eingeführte LEBESGUE-Integral dagegen schrieben
wir zumindest bislang immer nur als infB f . Dies geschah vor allem,
um das neue Integral vom alten zu unterscheiden; in der Literatur sind
auch f̈ur das LEBESGUE-Integral eher Schreibweisen wieZB f (x) dx; ZB f (x) d� oder

ZB f (x1; : : : ; xn) dx1 dx2 � � � dxn
üblich. F̈ur allem in Naturwissenschaft und Technik ist auch heute noch
üblich, bei einem Integral̈uber einenn-dimensionalen Bereich auchn Integralzeichen zu schreiben, also beispielsweiseZZB f (x; y) dx dy und

ZZZC f (x; y; z) dx dy dz
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fürB � R 2 undC � R 3. Für einen Integrationsbereich im allgemeinenn-dimensionalen Raum ergibt sich entsprechend ein MonstrumwieZ � � �ZB| {z }n-mal

f (x1; : : : ; xn) dx1 : : : dxn .

Da das oben definierte Integral ein Spezialfall des Integralsüber denRn
ist und dieses wiederum auf Quaderintegrale zurückgef̈uhrt werden
kann, ist klar, daß auch für dieses Integral die

”
üblichen“ Rechenre-

geln gelten; etwas genauer ansehen wollen wir uns nur eine, die nicht in
offensichtlicher Weise auf Regeln für eindimensionale Integrale zurück-
geführt werden kann: die Transformationsformel.

Von den vielen Regeln zur expliziten Bestimmung einer Stammfunktion
ist sicherlich die Substitutionsregel die nützlichste; die Transformati-
onsformel verallgemeinert sie auf mehrdimensionale Integrale.

Die Idee im Eindimensionalen ist bekanntlich, daß wir die Integrations-
variablex als Funktionx = '(t) einer neuen Variablent schreiben: Mita = '(t0) undb = '(t1) istbZa f (x) dx =

t1Zt0

f�'(t)� _'(t) dt .

Genauso k̈onnen wir auch bei einer Funktion mehrerer Veränderlicher
diese als Funktionen neuer Variabler schreiben.

Beginnen wir der Anschaulichkeit halber mit einer Funktionf (x; y)
zweier Ver̈anderlicher und schreiben wir diese als Funktionenx = x(u; v) und y = y(u; v)

zweier neuer Variableru undv. Ein wichtiges Beispiel, das man zur Ver-
anschaulichung ẅahrend der folgenden Rechnungen im Kopf behalten
sollte, ist die Polarkoordinatendarstellungx = x(r; ') = r sin' und y = y(r; ') = r cos' .

Wir betrachten zun̈achst ein IntegralZR f (x; y) dx dy
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über ein achsenparalleles RechteckR mit Eckpunkten

(u0; v0); (u0 + h; v0); (u0; v0 + k) und (u0 + h; v0 + k) .

Wenn wir stattüber x und y über u und v integrieren, m̈ussen wir
über jenen BereichB0 integrieren, in dem sich diese neuen Variablen
bewegen, also die Menge��x(u; v); y(u; v)

� �� u0 � u � u0 + h und v0 � v � v0 + k	 .

Diese ist naẗurlich im allgemeinen kein Rechteck, sondern eine krumm-
linig begrenzte Figur; im Beispiel der Polarkoordinaten etwa wäre sie
ein Winkelbereich zwischen zwei Kreisbögen. (An den bei Polarkoor-
dinaten etwas problematischen Nullpunkt als Ecke denken wir in diesen
Zusammenhang lieber nicht; es ist klar, daß sein Einfluß bei immer
kleiner werdenden Rechtecken für eine um den Nullpunkt beschränkte
Funktionf immer kleiner wird.)

Trotzdem machen wir, wennx undy differenzierbareFunktionen vonu undv sind, bei kleinen Rechtecken keinen allzu großen Fehler, wenn
wir die transformierte Menge alsParallelogrammbetrachten, denn nach
Definition der Differenzierbarkeit istx(u0 + h; v0) = x(u0; v0) + h�x�u (u0; v0) + o(h)y(u0 + h; v0) = y(u0; v0) + h�y�u (u0; v0) + o(h)x(u0; v0 + k) = x(u0; v0) + k�x�v (u0; v0) + o(k)y(u0; v0 + k) = y(u0; v0) + k�y�v (u0; v0) + o(k)
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und x(u0 + h; v0 + k) = x(u0; v0) + h�x�u (u0; v0) + o(h)

+ k�x�v (u0; v0) + o(k)y(u0 + h; v0 + k) = y(u0; v0) + h�y�u (u0; v0) + o(h)

+ k�y�v (u0; v0) + o(k) ;

wenn wir Terme der Gr̈oßenordnungo(h) undo(k) vernachl̈assigen, ist
die transformierte Menge also ein Parallelogramm mit Kantenvektorenh0� �x�u (u0; v0)�y�u (u0; v0)

1A und k0� �x�v (u0; v0)�y�v (u0; v0)

1A .

Der Fl̈acheninhalt eines Parallelogramms ist bekanntlich gleichdem
Produkt der Kantenlängen mal dem Sinus des eingeschlossenen Win-
kels; falls wir die beiden Vektoren in denR 3 einbetten, indem wir ihnen
eine Null als dritte Komponente geben, ist das gerade gleichdem Betrag
des Vektorprodukts, das hier nur in der dritten Komponentenvon Null
verschieden ist; die Fläche des Parallelogramms ist alsohk � �����x�u �y�v � �x�v �y�u ���� .

Integrieren wir nichẗuber ein Rechteck, sondernüber einen komplizier-
teren IntegrationsbereichB � R 2, so k̈onnen wir diesen durch immer
kleinere Rechtecke approximieren; führt man dies genauer aus, erhält
man die folgende

Transformationsformel: f :B ! R sei eine integrierbare Funktion aufB � R 2, und die Variablenx; y seien als differenzierbare Funktionenx = x(u; v) und y = y(u; v) neuer Variableru; v dargestellt. Ist dannB0 � R 2 ein Integrationsbereich, für den die AbbildungB0 ! B; (u; v) 7! �x(u; v); y(u; v)

�

bijektiv ist, so giltZB f (x; y) dx dy =

ZB0 f�x(u; v) y(u; v)

� �����x�u �y�v � �x�v �y�u ���� du dv .
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(Hier ist es n̈utzlich, die Integrationsvariablen explizit durchdx; dy

und so weiter anzugeben, da wir links und rechts in verschiedenen
Koordinatensystemen arbeiten.)

Im Fall x = r cos' und y = r sin'

der Polarkoordinaten ist�x�r �y�' � �x�' �y�r = cos' � (r cos')� (�r sin') � sin' = r ,

d.h. ZB f (x; y) dx dy =

ZB0 f (r cos'; r sin') r dr d':

Für diese Formel ḧatten wir eigentlich nicht den ganzen Apparat der Transformations-
formel gebraucht; die obige Abbildung zeigt uns, wie wir dieFläche des Bilds eines
Parallelogramms exakt ausrechnen können: Variiertr zwischenr undr + h und' zwi-
schen' und' + k, so erhalten wir in der (x; y)-Ebene als Bild die Differenz zwischen
zwei Kreissektoren miẗOffnungswinkelk und Radiusr + h beziehungsweiser; der
Flächeninhalt ist also

1
2k(r + h)2 � 1

2kr2 = r � kh + 1
2kh2 .

Wennh undk simultan gegen Null gehen, können wirkh2 gegen̈uberkh vernachl̈assigen,
der Fl̈acheninhaltkh des Rechtecks aus der (r; ')-Ebene wird also im wesentlichen nur
mit r multipliziert – genau wie es die obige Rechnung auch zeigt.

Mit dieser Formel k̈onnen wir beispielsweise noch einmal die Fläche
eines Kreises ausrechnen: Die Punkte der KreisscheibeB mit RadiusR

um den Nullpunkt haben Polarkoordinaten (r; ') im RechteckB0 =

�

(r; ')

�� 0� r � R und 0� ' < 2�	 ;

die Fl̈ache vonB ist alsoZB dx dy =

ZB0 r dr d' =

2�Z

0

0� RZ

0

r dr1A d' =

2�Z

0

R2

2

d' = �R2 .

Im Vergleich zum letzten Abschnitt, wo wir das Integral (für R = 1) in
kartesischen Koordinaten ausrechneten und dazu die Funktion

p
1� x2

integrieren mußten, ist diese Rechnung erheblich einfacher; die Trans-
formationsformel leistet also genau das, was wir von einer verallge-
meinerten Substitutionsregel erwarten: Beigeschickter,an das Problem
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angepaßter Substitution kann sie die Berechnung eines Integrals erheb-
lich vereinfachen.

Als letztes Beispiel wollen wir endlich einmal ein Integralausrechnen,
bei dem wir das Ergebnis nicht besser und viel einfacher durch elemen-
targeometrischëUberlegungen bekommen können: das IntegralI =

def

1Z�1 e�x2 dx .

Man kann zeigen, daß die Stammfunktion vone�x2

nicht in geschlos-
sener Form durch elementare Funktionen ausdrückbar ist; Integration
mittels Stammfunktion ist also zwecklos. Stattdessen benutzen wir fol-
genden Trick:

Durch Grenz̈ubergang k̈onnen wir denR 2 als ein unendliches
”
Rechteck“

auffassen; daher istZR2

e�(x2+y2) dx dy =

1Z�1
0� 1Z�1 e�(x2+y2) dx1A dy

=
1Z�1 e�y2

0� 1Z�1 e�x2 dx1A dy =

1Z�1 e�y2 � I dy

= I � 1Z�1 e�y2 dy = I2 .

In Polarkoordinaten entsprichtR 2 dem BereichB0 = R�0� [0; 2�); also
ist das betrachtete Integral nach der Transformationsformel auch gleichZR2

e�(x2+y2) dx dy =

ZB0 e�r2r dr d' =

2�Z

0

0� 1Z

0

re�r2 dr1A d' .

Die Stammfunktion des neuen Integrandenre�r2

ist leicht zu finden:
Aus ddr e�r2

= �2re�r2
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folgt sofort, daß Z re�r2 dr = � 1
2e�r2

+C .

Damit können wir weiterrechnen und erhalten das Ergebnis

2�Z

0

0� 1Z

0

re�r2 dr1A d' =

2�Z

0

� 1
2e�r2

����1

0

d' =

2�Z

0

1
2 d' = �:

Also ist I2 = � und, da der Integrand vonI überall positiv ist, folgtI =

1Z�1 e�x2 dx =

p� .

Zur Verallgemeinerung der Transformationsformel auf höhere Dimen-
sionen beachten wir zunächst, daß der Term�x�u �y�v � �x�v �y�u

in der FormelZB f (x; y) dx dy =

ZB0 f�x(u; v) y(u; v)

� �����x�u �y�v � �x�v �y�u ���� du dv

gerade gleich der Determinanten der JACOBI-Matrix0B� �x�u �x�v�y�u �y�v
1CA

des Koordinatenwechsels

(u; v) 7! �x(u; v); y(u; v)

�

ist. Wir erwarten daher die folgende allgemeine Transformationsformel,
die sich mit etwas linearer Algebra analog zum obigen Spezialfall zeigen
läßt:

Transformationsformel: f :B ! R sei eine integrierbare Funktion
auf B � Rn , und die Variablenx1; : : : ; xn seien als differenzierbare
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Funktionen x1 = x1(u1; : : : ; un)

...xn = xn(u1; : : : ; un)

neuer Variableru1; : : : ; un dargestellt. Ist dannB0 � Rn ein Integrati-
onsbereich, f̈ur den die AbbildungB0 ! B; u 7! x(u)

bijektiv ist, so giltZB f (x) dx1 � � � dxn =

ZB0 f�x(u)
� jdetJx(u)j du1 � � � dun .


