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Beweis:Da f LEBESGUEintegrierbar ist, gibt es dazu eine approximie-
rende Folge von Funktionen mit kompaktenader.Zu dieser wiederum
kénnen wir nach dem vorletzten Lemmia fedesz > 0 eine Teilfolge
finden, die auerhalb einer Mengemit u(Z) < e gleichmaRig ge-
genf konvergiert. Diese Teilfolge[if ein fest gevethltess € (0, ¢), sei
(fe)een- Wegen der gleichafiigen Konvergenz auRerhalb vangibt
eseinN € N, so daly

|f(x) — fi(z)] <e furallek > Nundallex ¢ Z.
Ist f(x) > ¢,istfurxz ¢ Zundk > N insbesonderg, (z) > ¢ —¢, d.h.
{xER” ‘ f(:v)>c} - {xGR" |fk(:c)>cfe}UZ.

Nach der bereits bewiesenesdHeBYSCHEFFUNgleichung @ir Funk-
tionen mit kompaktem Eger ist das Mald der ersten Menge rechts
hochstens gleich f||, /(c — €), das vonZ ist hochstens gleich. Somit

ist

/L*({xER” |f(:v)>c}> < %+5.

Dies giltfurjedes € (0, c), und dadie rechte Seite eine stetige Funktion
in ¢ ist, bleibt es auchigtig, wenn wire gegen Null gehen lassen. Dann

erhalten genau die zu beweisende Ungleichung. .

Korollar: Fir f € Leb,(R™,R) ist || ||, = 0 genau dann, wenfifast
Uberall verschwindet.

Beweis:Falls f fast Uberall verschwindet, also fa@berall gleich der
Nullfunktion ist, sind die Integrale vogi und der NullfunktioniberR™
gleich, also beide Null. Wenn umgekeliif||, verschwindet, so ist nach
der Ungleichung von 3CHEBYSCHEFHUr jedesc > 0
) n f
w({e e | 1@ > o) < M=o,

C

alsoist{z € R" | |f(z)| > c} fur jedesc > 0 eine Nullmenge. Da die
Vereinigung abéhlbar vieler Nullmengen wieder eine Nullmenge ist,
gilt dann das gleiche auciiff

{eeR | f@) 70} = (J{z e R | If(@)] > £},

k>0
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das heil3tf verschwindet fadfiberall.

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir das weitere

Korollar: Fur zwei Funktionenf,g € Leb;(R",R) ist genau dann
Ilf — gll; =0, wennf undg fastiiberall gleich sind. .
Eine Motivation fir die Einfihrung des EBESGUEIntegrals an Stelle
des einfachereniRvANN-Integrals war die Beobachtung, daR® der Vek-
torraum aller REMANN-integrierbarer Funktionen voR nachR nicht
vollstandig ist. Als letztes Resultat dieses Paragraphen wollenns
Uberlegen, dalR wir dieses Problem beBESGUEintegrierbaren Funk-
tionen nicht haben:

Satz: Der Raum Lep(R", R) ist vollstandig.

Beweis{f,)cn S€ieine GUCHY-Folge von Funktionen aus LgliR"™, R).
Wir mussen zeigen, dal3 es eine Funktfoa Leb;(R",R) gibt, gegen
die diese Folge konvergiert.

Zu jeder der Funktionerf, gibt es nach Definition der BBESGUE
Integrierbarkeit eine approximierende Folge; dielligich der L1-Norm
gegenf, konvergiert; wir vahlen daraus jeweils ein Folgengligdmit
der Eigenschaft, daff, — g,ll;, < 1/k ist. Die Funktioneryg, sind
Funktionen mit kompaktem &ger, und auch sie bilden ein@@Hy-
Folge, denniir jedess > 0 kdnnen wir zuéchst einV; € N finden,
so daB||f, — full; < ieist. fur allek,¢ > N;. Ist N > N, eine
natirliche Zahl, die gleichzeitig @Rer ist als 3¢, gilt dann fir alle
Indizesk, ¢ > N

lge — gilly = 1(ge — fo) + (fo — fi) + (Fi. — 9i)ll1

< |fe = gelly + [1fe = il + 1 fe — 9xlls
< }+E+E<E+E<2xi+fzs.
¢ 3 k- N 3~ 3 3
Somit ist (g, ),y €iNe GUCHY-Folge von Funktionen mit kompaktem
Trager; wie wir weiter oben gesehen haben, gibt es dazu eilfelgei
(9%, )ver, SO daBir fastaller € R™ die reelle Zahlenfolggg,,, (z)),

konvergiert. Er alle z, fur die des der Fall ist, bezeichnen wir den
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Grenzwert der Folge mif(z), ansonsten setzen wji(z) = 0. Damit
ist eine Funktionf: R® — R definiert, die offensichtlich EBESGUE
integrierbar ist, denn deg( ), <y ist eine approximierende Folgérff.
Mit der Folge derg, konvergiert auch die def, beziglich der 11
Norm gegenf, denn

£, = £l < l£x, = g0, 1+ llow, = £l -
wobei der erste Summand kleiner ist algk] und der zweite nach

Definition von f gegen Null geht. Da die Folge d¢f eine G\UCHY-
Folge ist, konvergiert dann aber auch die ganze Folge gégen

Aus dem Beweis folgt auch die zu erwartende Gleichung
lim / fi :/ lim f,, denn
k— o0 R, n k—oo

/nf*/nfk S/Rn‘f*fﬂ:Hf*kal-

83: Das Lebesgue-Integral auf Teilmengen voR™

Nicht alle Funktionen sind auf gaii®?* definiert, und selbst wenn sie es
sind, interessiert oft nur ein Teilbereich. Das ist nichieegegeiiber
der Situation im Eindimensionalen, wo wir ja auch meist higher
ganzR, sondern nuiiber ein Intervall integrieren.

Wenn wir speziell die Konstantedber ein Intervall §, b] integrieren.
erhalten wir als Ergebnis diedngeb — a des Intervalls; entsprechend
sollten bei Integration der Eingber eine Teilmengd3 C R™ deren
Flachebzw.Molumen erhalten. Was ist aber das Volumen einer beliebigen
Teilmenge eine®™ ? Bislang kennen wir nur das Volumen achsenpar-
alleler Quader, das wir entweder einfach als Produkt detdé¢dmgen
berechnen énnen oder aber kompliziert, indem wir die charakteristi-
sche Funktion des Quadeiiber denR" integrieren. Da wir {ir jede
Teilmenge de®R" eine charakteristische Funktion habetinken wir
diese zweite Niglichkeit verallgemeinern:

(f = fr)
R™

Definition: Eine TeilmengeB C R™ heiRtmeRbar wenn ihre cha-
rakteristische Funktiory z in Leb, (R",R) liegt; als Volumenvon B
bezeichnen wir dann den Wert des Integrgls x .
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Beispiele nicht meRbarer Mengen lassen sich leicht ang®legspiels-
weise der gesamteR¥'. Hier liegt der Grund allerdings darin, daf das
Volumen eben nicht endlich ist. Interessanter ist die Frabgedebe-
schiankteTeilmenge vorR™ mel3bar ist. Bislang konnte noch niemand
ein explizites Beispiel einer nicht mef3baren be&okten Teilmenge
angeben, und vielleicht ist das sogar uwiich, die Existenzsolcher
Mengen &f3t sich aber beweisen. Das zentrale Ergebnis hierzu ist der
folgende

Satz von Banach-Tarski: Fir n > 3 gibt es zu je zwei beschinkten

Teilmengend, B C R™ eine nailrliche Zahlm sowie disjunkte Zerle-
gungend = |J;%, und B = |J;%, By, derart, daBir jedesk die Mengen
A, undB,, durch eine Kongruenzabbildung ineinandbergefihrt wer-

den ldnnen.

Kongruenzabbildungen sind zusammengesetzt aus Drehungever-
schiebungen; jeder veinftige Volumenbegriff sollte also den beiden
MengenA,, und B,, dasselbe Volumen zuordnen. (Nach der weiter un-
ten betrachteten Transformationsformel hat das oben de@rintegral
diese Eigenschaft.) Genauso sollte das Volumen einemtlitgn Verei-
nigung einfach die Summe der Volumina der Teilmengen s@inliigen
Satz niif3ten also, falls allel;,, und B,, mef3bar viaren,A und B dasselbe
Volumen haben. Da willir A und B beispielsweise zwei Wfel mit un-
terschiedlichen Kanteahgen nehmendanen, ist das nétlich absurd.
Somit kbnnen zumindest nicht alle der Mengép und B;,, meRRbar sein;
es mufd auch nicht mef3bare Mengen geben. Da der BeweissacB
und TARSKI nicht konstruktiv ist, liefert er allerdings kleine expten
Beispiele fir solche Mengen.

ALFRED TARSKI (1902-1983) wurde als I&RED TEI-
TELBAUM im damals russischen Warschau geboren. Er
studierte zuachst Biologie, wechselte dann aber, nach-
dem er eine Logik-Vorlesung gétt hatte, zur Mathe-
matik. Seine erste Arbeitjber Mengenlehre, erschien
1921, der Satz von B\ACH-TARSKI 1924, nachdem er
1923 seinen Namen gadert hatte. Nach seinem Stu-
dium unterrichtete er zd@chst an verschiedenen War-
schauer Institutionen. 1930 traf er in Wienkr GODEL
(1908-1978) und publizierte, wohl dadurch beeinfluft,
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1933 seine wohl bekannteste Arbeit, in devahrheitin einem formalen System dadurch
definierte, dafl? eine Formel in allen Interpretationen dieSgstems korrekt ist. Zwei
Wochen vor dem deutschen Einmarsch in Polen war er 1939 ar &onferenz an
die Harvard University gereist; er konnte dort bleiben undeéiete an verschiedenen
Universitaten, bis er 1942 nach Berkeley ging, wo er trotz seiner Eimamg 1968 bis
1973 lehrte.

Nachdem willlber das EBESGUEIntegral ein Volumen definiert haben,
ist nun schon fast klar, wie wir ein Integralder Teilmengen deR"
mit beliebigen Integranden definieren:

Definition: f: B - R sei eine FuNnktion auf einer Teilmeng}eg R"
Falls die Funktionf: R" — R mit f(z) = f(z) furx € Bundf(z) =0
sonst LEBESGUEintegrierbar ist, definieren wir

[z [ fo:
andernfalls existiert das linksstehende Integral nicht.

Kurz konnte man auch schreibgy f(z) = [;. f(x)xp(z), allerdings
ist das insofern nicht ganz exakt, gl&:) nicht fur allex € R™ definiert
sein muf3. Interpretiert man das Prodyikt)x 5 («) allerdings so, daf3 es
fur allexz ¢ B verschwinden soll, unatiimgig davon oly (z) definiert
ist oder nicht, ist dies genau die obige Definition.

Im letzten Semester hatten wir Integrale in der Foflfnf(x) dz ge-
schrieben; das neu einggifrte LEBESGUEIntegral dagegen schrieben
wir zumindest bislang immer nur als igff. Dies geschah vor allem,
um das neue Integral vom alten zu unterscheiden; in deratitesind
auch fir das LlEBESGUEIntegral eher Schreibweisen wie

/Bf(;c)d;c, /Bf(;c)du oder /Bf(;cl,...,mn)dmld;cz...dmn

Ublich. Rir allem in Naturwissenschaft und Technik ist auch heutéanoc
Ublich, bei einem Integraliber einenn-dimensionalen Bereich auch
n Integralzeichen zu schreiben, also beispielsweise

//f(x,y)da:dy und ///f(x,y,z)dxdydz
C

B
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fur B C R? undC C R3. Filr einen Integrationsbereich im allgemeinen
n-dimensionalen Raum ergibt sich entsprechend ein Monstrigm

/---/Bf(xl,...,mn)dxl...da:n.

~——
n-mal

Da das oben definierte Integral ein Spezialfall des Intsgitatr deriR™
ist und dieses wiederum auf Quaderintegraletizkgefihrt werden
kann, ist klar, daR auchif dieses Integral digublichen“ Rechenre-
geln gelten; etwas genauer ansehen wollen wir uns nur émaijaht in
offensichtlicher Weise auf Regeliarfeindimensionale Integrale ziok-
gefuhrt werden kann: die Transformationsformel.

Von den vielen Regeln zur expliziten Bestimmung einer Stéumiktion
ist sicherlich die Substitutionsregel dig¢itmlichste; die Transformati-
onsformel verallgemeinert sie auf mehrdimensionale hatleg

Die Idee im Eindimensionalen ist bekanntlich, daf? wir diegdmations-
variablezx als Funktionz = (t) einer neuen Variablenschreiben: Mit
a = o(ty) undb = p(t,) ist

b t1
[ r@ae= [ seo)e0 i
a to

Genauso &nnen wir auch bei einer Funktion mehrerer aMaderlicher
diese als Funktionen neuer Variabler schreiben.

Beginnen wir der Anschaulichkeit halber mit einer Funktipfx, y)
zweier VeaAnderlicher und schreiben wir diese als Funktionen

z=xz(u,v) und y=y(u,v)

zweier neuer Variabler undv. Ein wichtiges Beispiel, das man zur Ver-
anschaulichung &ahrend der folgenden Rechnungen im Kopf behalten
sollte, ist die Polarkoordinatendarstellung

z=xz(r,p) =rsing und y=y(r,p)=rcosy.
Wir betrachten zuachst ein Integral

/R F,y) de dy
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Uber ein achsenparalleles Rechtétknit Eckpunkten
(uo,vg), (ug+h,vg), (ug,vo+k) und (ug+h,vy+k).

Wenn wir stattiilber z und y Uber« und v integrieren, nissen wir
tiber jenen BereiclB’ integrieren, in dem sich diese neuen Variablen
bewegen, also die Menge

{(:c(u,v),y(u,v)) |u0§u§uo+h und vy <w Svo+k}.

Diese ist ndirlich im allgemeinen kein Rechteck, sondern eine krumm-
linig begrenzte Figur; im Beispiel der Polarkoordinatewaeiéare sie
ein Winkelbereich zwischen zwei Kreidgen. (An den bei Polarkoor-
dinaten etwas problematischen Nullpunkt als Ecke denkemwliesen
Zusammenhang lieber nicht; es ist klar, daf3 sein Einfluf3 roeidr
kleiner werdenden Rechteckeiir feine um den Nullpunkt bescimkte
Funktion f immer kleiner wird.)

Trotzdem machen wir, wenn undy differenzierbard-unktionen von
u undw sind, bei kleinen Rechtecken keinen allzu groRen Fehlamwe
wir die transformierte Menge alRarallelogrammbetrachten, denn nach
Definition der Differenzierbarkeit ist

x(ug + h, vo) = x(ug, vo) + h (u07 vg) + o(h)
y(ug + h,v) = y(ug, vo) + h (an vg) + o(h)
z(ug, vg + k) = z(ug, vo) + k (an vg) *+ o(k)

y(“’Ov ) + k) y(u07 UO) + k (u07 UO) + O(k)
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und
z(ug *+ h,vg + k) = z(ug, vo) + h (U'Oa vg) +o(h)

k%(%a vo) + o(k)
0
(o + hy v+ K) = y(uo, o) + h 3" (ug, vg) + o(h)

dy
+ k%(uo, vg) + o(k) ;

wenn wir Terme der Gif3enordnung(h) undo(k) vernachassigen, ist
die transformierte Menge also ein Parallelogramm mit Kiavet&toren

22 oy ) 22 oy )
h ou 0> Y0 und v 0> Y0 .

dy Oy

9 (uo; Vo) BN (g, vo)
Der Flacheninhalt eines Parallelogramms ist bekanntlich gleliem
Produkt der Kantedingen mal dem Sinus des eingeschlossenen Win-
kels; falls wir die beiden Vektoren in dé&? einbetten, indem wir ihnen
eine Null als dritte Komponente geben, ist das gerade gteainBetrag

des Vektorprodukts, das hier nur in der dritten KomponertanNull
verschieden ist; die Bthe des Parallelogramms ist also

Ox 0y Oz Oy

Oudv Ovou

Integrieren wir nichtiber ein Rechteck, sondeiiber einen komplizier-
teren IntegrationsbereicB ¢ R?, so kdnnen wir diesen durch immer
kleinere Rechtecke approximieretithit man dies genauer aus, &ith
man die folgende

Transformationsformel: f: B — R sei eine integrierbare Funktion auf
B C R?, und die Variablenz, y seien als differenzierbare Funktionen
z = z(u,v) undy = y(u,v) neuer Variablen, v dargestellt. Ist dann
B' C R? ein Integrationsbereichiif den die Abbildung

B'— B; (u,v)— (x(u,v), y(u, v))
bijektiv ist, so gilt

/ f (e, ) do dy = / F (v o) |5
B

hk -

Ox 0y Ox (9y
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(Hier ist es ritzlich, die Integrationsvariablen explizit durel, dy
und so weiter anzugeben, da wir links und rechts in versehmied
Koordinatensystemen arbeiten.)

Im Fall
x=rcosp und y=rsiny
der Polarkoordinaten ist

/ flz,y)dxdy = f(rcosp,rsing) rdrde.
B B’

Fur diese Formel &tten wir eigentlich nicht den ganzen Apparat der Transéions-
formel gebraucht; die obige Abbildung zeigt uns, wie wir #ikche des Bilds eines
Parallelogramms exakt ausrechnémRken: Variiertr zwischenr undr + h und ¢ zwi-
scheny und ¢ + k, so erhalten wir in dera(, y)-Ebene als Bild die Differenz zwischen
zwei Kreissektoren miDffnungswinkelk und Radiusr + h beziehungsweise; der
Flacheninhalt ist also

1k(r+h)? — Jkr? =r - kh + 1kh? .
Wennh undk simultan gegen Null gehengknen wirkh? gegetiiberkh vernachfissigen,

der Flcheninhal&h des Rechtecks aus def, {)-Ebene wird also im wesentlichen nur
mit » multipliziert — genau wie es die obige Rechnung auch zeigt.

Mit dieser Formel Bnnen wir beispielsweise noch einmal diééte

eines Kreises ausrechnen: Die Punkte der Kreisscligiimé RadiusR
um den Nullpunkt haben Polarkoordinaten4) im Rechteck

B'={(r,<p)|0§r§R und 0§<p<27r};

die Flache vonB ist also
2r R

27
2
/dxdy=/ rdrd<p=/ /rdr dcp=/R—d<p:7rR2.
B B’ g\ 2

0
Im Vergleich zum letzten Abschnitt, wo wir das Integrair(fR = 1) in
kartesischen Koordinaten ausrechneten und dazu die Bankii — =2
integrieren muften, ist diese Rechnung erheblich einfadie Trans-
formationsformel leistet also genau das, was wir von eirezalige-
meinerten Substitutionsregel erwarten: Beschickteran das Problem
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angepaliter Substitution kann sie die Berechnung einegraiéeerheb-
lich vereinfachen.

Als letztes Beispiel wollen wir endlich einmal ein Integealsrechnen,
bei dem wir das Ergebnis nicht besser und viel einfachertdelemen-
targeometrischi&lberlegungen bekommerdknen: das Integral

Man kann zeigen, daf} die Stammfunktion vort” nicht in geschlos-
sener Form durch elementare Funktionen diiddrar ist; Integration
mittels Stammfunktion ist also zwecklos. Stattdessen tzemuwir fol-
genden Trick:

Durch Greniibergang knnen wir deiiR? als ein unendlichegRechteck
auffassen; daher ist

oo oo

/e—(w2+yz) d:vdy=/ /e_(””2+y2) dz | dy
R2

= / eV’ /e_””zda: dy = / e_yZ-Idy
=I-/efyzdy212.

In Polarkoordinaten entspricRf dem BereichB’ = R x[0, 27); also
ist das betrachtete Integral nach der Transformationgfbannch gleich

27 0o
/ e~ @) d dy = / e rdrdp = / / re " dr | dyp.
R2 !

0 0

Die Stammfunktion des neuen IntegrandﬁerTT2 ist leicht zu finden:

Aus
d 2 2

—re _ —r
—e = —2re
dr
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folgt sofort, daf Funktionen
Damit kdnnen wir weiterrechnen und erhalten das Ergebnis
27 oo 2 I 27 Ty = xn(ulv teey un)
/ /re""z dr | dp= / —%e‘rz dyp = / sdo=m. neuer Variablew,, ... ,u,, dargestellt. Ist dan®B’ C R" ein Integrati-
o \s 0 0 0 onsbereich,iir den die Abbildung
! .
Also ist I? = 7 und, da der Integrand vahiiberall positiv ist, folgt B = B; uwr z(u)
oo bijektiv ist, so gilt
I -— 7E2 d —
- € z=yr. / flx)dz,---dx, =/ f(:c(u)) |detJ,.(u)| du; - - - du,, .
) B B’

Zur Verallgemeinerung der Transformationsformel adlfiére Dimen-
sionen beachten wir zéehst, daf der Term

Ordy Oz dy
dudv v du
in der Formel
_ Ordy Oxdy
[ tevdray= [ st ouen) 53 - S22 dua
gerade gleich der Determinanten decdsI-Matrix
Or Oz
ou v
9y Oy
du v

des Koordinatenwechsels

(u,0) = (2(u, ), y(u, v))
ist. Wir erwarten daher die folgende allgemeine Transfoionaformel,

die sich mit etwas linearer Algebra analog zum obigen Sffaftizeigen
lait:

Transformationsformel: f: B — R sei eine integrierbare Funktion
auf B C R™, und die Variablenz, ..., z, seien als differenzierbare



