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Tatsachlich ist die Vereinigung alleE, sogar gleichU, denn jeder
Punktz € U istinnerer Punkt, es gibt also eirn> 0, so daf3 jeder Punkt
y € R" mit |ly — z||, < €in U liegt. Wir wahlen eing € N so, dal3
29 > 1/¢eistund setzetk; = [29z;], wobeiz; diei-te Koordinate vorx
bezeichnet. Dann liegtim Baustein[ &, 5] x ... x [& &) und
da dessen Kantedmhge 29 kleiner ist als ist ||y — z|| , < ¢ furalley
aus diesem Baustein. Somit liegt dieser ganZjundz € E,.

Um U als Vereinigung volumenfremder Quader darzustellen,rvegi
wir mit der Menge aller Bausteinen der ersten Generatios,gdinz
in U enthalten sind, und nehmen dann gaten Schritt,g > 2, alle
Bausteine der Generation dazu, die erstens ganz iif liegen und
zweitens nicht in einem der bereits vorhandenen Quadeakertisind.
Nach demyg-ten Schritt ist die Vereinigung aller bis dahin betrachtet
Quader gleictE; insgesamt erhalten wir also die Vereinigung aligy
das heif3t die MengE'.

Mit diesem Lemma &nnen wir nun das vorige in eine Form bringen, in
der es deutlich einfacher angewendet werden kann:

Lemma: f:D — R sei eine stetig differenzierbare Abbildung auf der
offenen MengeD C R",undZ C D sei eine Nullmenge. Dann ist auch
f(Z) eine Nullmenge.

BeweisNach dem gerade bewiesenen Leméi& kichD als abahlbare
Vereinigung kompakter Quadé),, schreiben. Auf jedem dieser Quader
erfullt f eine LPScHITZBedingung, dennifr z,y € Q, kdnnen wir die
Funktiong(t) = f (z+t(y—z)) betrachten, und nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung ist

9(1)—¢(O) _ ,

- n 9

1) = f@) = g(1) - 9(0) = 5 —¢
fur eint € [0, 1]. Nach der Kettenregel ist
g@)=Vf(z+rly—=)) - (y—2),
also insgesamt
1f@) = F@lo = |V (z+ 7y —2) - (v — )|
<max{[|VF(2)llo | 2 € Q) - [ly — 2l

(7)
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wobei das Maximum existiert, da wif als stetig differenzierbar vor-
ausgesetzt haben und den Gradienten auf einer kompaktegeMen
trachten. Somit gaigt die Einschiinkung vory auf@,, einer LPSCHITZ
Bedingung mit diesem Maximum als Konstante, und damjt(&, N 2)
nach dem vorletzten Lemma eine Nullmengé?) ist die Vereinigung
dieser abzhlbar vielen Nullmengefi(@Q, N Z) und daher ebenfalls eine
Nullmenge. .
Korollar: D c R™ sei eine offene Menge unft D — R" eine stetig
differenzierbare Abbildung. Isti < n, so istf(Z) fur jede Teilmenge
Z C D eine Nullmenge irR™.

Beweis: Wir betterR™ ein inR™, indem wir einfach die letzten — m
Koordinaten auf Null setzen. Das Bild v@&{" liegt dann insbesondere
in der Hyperebene,, = 0 vonR", ist also eine Nullmenge; erst recht ist
die EinbettunngonA eine Nullmenge ifR™. Wir definieren eine neue
Abbildungg: D x R*™™ — R", die jedem Punkt = (z4, ..., z,,) den
Punktf(z4,...,z,,) zuordnet; die letzten — m Koordinaten werden
also einfach ignoriert. Dann igi(A) = g(ﬁ) nach dem vorigen Lemma
eine Nullmenge, wie behauptet. .
Damit sind also Kurven ifR? sowie Kurven und Fchen inR® Null-
mengen, falls sie eine stetig differenzierbare Paranietnisg zulassen,
genauso alle Vereinigungen endlich oderatibar vieler solcher Men-
gen. Entsprechendes gilt Gdich auch in lbheren Dimensionen.

Fur die Zwecke des noch zu definierendesBESGUEIntegrals wollen
wir Nullmengen weitgehend ignorieren; um dies sprachliarzkund
einfach ausdrcken zu knnen, fihren wir eine neue Sprechweise ein:

Definition: a) Zwei Funktionenf, g: D — R auf D C R" heil3enfast
Uberall gleichwenn es eine Nullmengé C D gibt, so dal¥f (z) = g(z)
furallez € D\ Z ist.

b) Eine Folge f,),,cy von Funktionenf,: D — R konvergiert fast
Uberall punktweisgegen die Funktiorf: D — R, wenn es eine Null-
mengeZ C D gibt, so dal3

nIET\w fal@) = f(z) furallezxe D\ Z.
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c) Die Folge (f,),cy Von Funktionenf,:D — R konvergiert fast
Uberall punktweiseywenn es eine Funktioii: D — R gibt, gegen die
sie fastuiberall punktweise konvergiert.

Die Strategie zur Definition deseEBESGUEIntegrals ist nun einfach zu
formulieren:

Definition: a) Eine Folge f,,),,cn von Funktionenf, < K(R™,R)
heil3tapproximierendfur die Funktionf: R" — R, wenn sie erstens
eine QwcHY-Folge ist und zweitens fasiberall punktweise gegef
konvergiert.

b) Eine Funktionf:R™ — R heil3tintegrierbar, wenn es dazu eine
approximierende Folgef(),,cn von Funktionen aus KR, R) gibt; in
diesem Fall bezeichnen wir

= lim
/R" f def k—o0 fk

als das [EBESGUEIntegrallber f.

HENRI LEON LEBESGUE(1875-1941) studierte ab 1894
an der Ecole Normale Ségeure. Nach seinem ersten
Abschlul 1897 studierte er noch zwei Jahre auf eige-
ne Faust weiter, hauggtshlich in der Bibliothek, bis er
1899 eine Stelle als Gymnasiallehrer in Nancy erhielt.
Dort schrieb er auch 1901 seine Arbilier die Defini-
tion des LEBESGUEIntegrals. 1902 promovierte er mit
einer weiteren Arbeit in Paris und bekam daraufhin eine
Stelle an der Universit von Rennes. 1906 wechselte er
nach Poitiers, 1910 an die Sorbonne in Paris. Ab 1921
war er Professor am Ceélyje de France. Seine Arbeiten
befassen sich mit Integrationstheorie, Potentialtheorie
Variationsrechnung, Topologie und anderen Gebieten.

Auch wenn es auf den ersten Blick so aussieht, haben wir desuoh
nicht wirklich das LEBESGUEIntegral definiertErstensvissen wir noch
nicht, ob der Grenzwert der Folge von Integralen existigrtizweitens
wissen wir noch nicht, daf3 alle approximierenden Folgenffzum
selben Grenzweriihren.

Das erste Problem ist leicht ziiden: Wegen der Lineadit und der Mo-
notonieeigenschaft des Integrals funktionen mit kompaktem @ger
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gilt fur jede approximierende Folgé.{,cn

[og= [ al= [ =g\ < [ 1= sd=1sfels

Da eine approximierende Folge nach Definition einei€Hy-Folge
bediglich der L*-Norm ist, gibt es zu jedera > 0 ein N € N, so
daf die rechte Seite kleiner alsst fur k&, ¢ > N. Damit gilt dasselbe
erst recht @ir die linke Seite, d.h. die Folge der Integrdiker die f,

ist eine QwcHy-Folge reeller Zahlen und konvergiert somit nach dem
CaucHyschen Konvergenzkriterium.

Das zweite Problem erfordert mehr Arbeit. Sinfl), <y und @) ,en
zwei approximierende Folgefilf dieselbe Funktiorf: R® — R, so ist
(fx — 91)ren €ine approximierende Folgéif die Nullfunktion, denn
nach der Dreiecksungleichung ist die Differenz zweiguC€Hy-Folgen
wieder eine GucHY-Folge, und sindZ; bzw.Z, die Nullmengen, au-
Rerhalb derer die Folge dgy,(z) bzw. g, (z) gegenf(z) konvergiert,
so ist auchZ; U Z, eine Nullmenge, undifr z ¢ Z; U Z, konvergiert
die Folge der Funktionswertg.(z) — g, (z) gegenf(z) — f(z) = 0.
Wenn wir zeigen Bnnen, dal3ir die Folge derf,, — g, die Folge der
Integrale gegen Null konvergiert, zeigt uns die Lingdrides Integrals,
daf die Folge der Integraléber dief, bzw.g, gegen denselben Wert
konvergieren.

Wir missen also zeigen, dal§ eine approximierende Folgg,(,, <y zur
Nullfunktion die Folge der, f, eine Nullfolge ist. Das Problem dabei
ist, dal die Folge der Funktionswefigx) nichtfur jeden Punkt € R™
gegen Null konvergieren muf3; wir ilmsen undiberlegen, daf? diese
Abweichungeniir das Integral irrelevant sind.

Dazu verallgemeinern wir zé@chst den Begriff der Nullmenge:

Definition: A sei eine Teilmenge voiR™. Wir betrachten die Men-
ge M4 aller reeller Zahlers mit der Eigenschaft, da@ durch eine
abzhlbare Menge von Quade€), Uberdeckt werden kann derart, daf3
D1 (@) < s ist. Falls diese Menge leer ist, definieren wie das
auRere Maly*(A) alsco; andernfalls isp* (4) das Infimum der Men-
geM,.
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Offensichtlich istu*(A) stets gof3er oder gleich Null, deni/, kann
keine negativen Zahlen enthalten. Jst(A) = 0, so gibt es zu jedem
e > 0 eineUberdeckung durch Quad€}, mit Yot (@) < g, die
MengeA ist also eine Nullmenge; umgekehrt ist auch daBere MafR
einer jeden Nullmenge gleich Null. D&iRere Mal3 einer Teilmenge
kann selbstverandlich nicht gb3er sein als das derderen Menge,
denn jedeUberdeckung dieser Menge ist erst recht dilieerdeckung
der Teilmenge. Aul3erdem ist klar, da? £wei Teilmengem, B C R"
stetsu*(A U B) < p*(A) + p*(B) sein mul3, wobei wir eine Summe,
in der (mindestens) einer der Summanderist als oo interpretieren.
Nicht ganz so offensichtlich ist die Tatsache, dal3 dies &HurcbZAhlbare
Vereinigungen gilt:

p (U Ak) < ZM*(Ak),
k=1 k=1

wobei die Summe gleicho sein soll, wenn sie divergiert oder wenn
mindestens einer der Summanden gleiclist. In diesen beidendten
ist die Ungleichung trivialerweise énft; andernfalls beachten wir, dafd
wir fir jede der Mengerd,, und jedeg > 0 eineUberdeckung VO,

durch Quader findendnnen, so dal3 die Summe von deren Volumina

kleiner ist alsy*(A,) + /2. Nehmen wir alle diese Quader zusam-
men, sdlberdecken sie die Vereinigung alléy,, und die Summe ihrer
Volumina ist kleiner als

S (n A0+ o) = H AN+ Y o =D k(A +e
k=1 k=1 k=1 k=1

Somit kann das Infimuraber die Menge alles € R derart, dal3 die Ver-
einigung der4,, eineUberdeckung durch Quader mit Gesamtvolumen

hochstens hat, nicht kleiner sein als die erste Summe, und genau das

war zu beweisen. .
Als nachstes wollen wir unéberlegen, daR die'tNorm einer Funk-
tion mit kompaktem Tager zwar keine obere Schranke tlie Funk-
tionswerte liefern kann, wohl aber eine obere Schrafikeldsauliere
MaR jener Teilmenge voiR™, auf der die Funktion Werte oberhalb
einer gegebenen Schranke annimmt. Die entsprechendeitingig
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von TSCHEBYSCHEFFgIlt, wie wir bald sehen werden, auch noch unter
deutlich schviacheren Voraussetzungen als im folgenden Lemma,; sie ist
auch ein wichtiges Hilfsmittel der Statistik.

PAFNUTI LWOWITSCH TSCHEBYSCHEFR1821-1894) ist

die in Deutschlandibliche Transkription vorilad-
myTol JIBoBu Yebwmmes; im Englischen schreibt
man heute meistAENUTY LvovICH CHEBYSHEV. Er
studierte Mathematik in Moskau und publizierte bereits
wahrend seines Studiums in deutschen und fiainz
schen Fachzeitschriften. 1847 bekam er eine Stelle an
der Universiat von St. Petersburg, wo er bis 1882
lehrte, ab 1860 als Professor. Seine Ergebnisse spie-
len noch heute eine grof3e Rolle in der Wahrscheinlich-
keitstheorie, der Zahlentheorie (insbesondere Primzahl-
verteilung), der Approximationstheorie und in anderen
Gebieten der Mathematik.

Lemma: Die Funktionf € K(R",R) nehme keine negativen Werte
an. Dann istifir jede reelle Zaht > 0

u ({x eRrR” | fx) > c}) <

Beweis:Als Urbild der offenen Mengéxz € R | > ¢} unter der ste-
tigen Abbildungf istU = {z € R" | f(z) > ¢} eine offene Teilmenge
vonR"; da sie im (kompakten) &ager vonf liegt ist sie auRerdem be-
schiankt; es gibt also einen Quadg@rmit U C Q. Wie wir vor kurzem
gesehen habergt sichly als abZhlbare Vereinigung von Quade,
schreiben; nach den bekannten Eigenschaften des Quadseailst ist
dann fir jedesm € N

Is= ] 1 /f>Z/ f>2cu(czk)—c2n(@k)
i

171,
C

Furm — oo folgt || f||, > cZ,u(Qk) und damltz w(Qy) <

Die MengeU kann som|tuberdeckt werden durch Quader deren Ge-
samtvolumen ichstens gleich der rechten Seite ist; damit mu3 auch das
aullere Mal3 voly kleiner oder gleich dieser Schranke sein.



161 Analysis Il FSS2010

Als erste Anwendung dieser Ungleichungrikien wir zeigen, daf3 eine
CAUCHY-Folge beiiglich der [}-Norm zumindest eine Teilfolge hat,
die abgesehen von einer kleinen Teilmenge auch punktwaissagar
gleichmaRig konvergiert, genauer:

Lemma: Jede GUCHY-Folge (f}),cn aus K(R™, R) hat eine Teilfol-
ge, die fastiberall punktweise konvergiert. AuRerdem gibt ésjédes
e > 0 eine TeilmengeZ C R™ mit x*(Z) < ¢, so daf die Teilfolge auf
R™ \ Z sogar gleichraR3ig konvergiert.

Beweis:Wir konstruieren die Folge der Indizes, fur die Teilfolge
rekursiv:v; sei so gewhlt, daf||f, — f,||, < 7 ist fur allep,q > v;.
Die folgenderv, werden so ge@hlt, dafd

|fy = f,ll, <4 *furallep,g > v, und v, >v 4
ist. Mit g, = [, istdann eine Teilfolge der gegebenen Folge definiert
mit der Eigenschaft, daf3
llge — gill, < 4% furalle¢ > k.

Als Kandidat fir eine Grenzfunktion betrachten wir die Funktion
g:R" — R mit

g(z) = gy(z) + Z(gk+l(x) - 9k($)) .
k=1
Ilhre (n — 1)-te Teilsumme ist
n—1
g1(x) + Z(gkﬂ(x) - gk(f’?)) =g,(z),
k=1

denn jedegyy, mit k& < n steht in dieser endlichen Summe einmal
mit positivem und einmal mit negativem Vorzeichétalls die Reihe
konvergiert, ist sie also in der Tat ein Kandidat €ine Grenzfunktion.

Hier kommt nun die Ungleichung vons€HEBYSCHEFFNs Spiel: Da-
nach ist dagwufRere Mal3 der Menge

Y, = {I €R" | |9k+1(x) — g ()] > Z_k}
hochstens gleich

lgrer — gilly 4% _
T ok SR 2

Kap. 6: Mehrdimensionale Integrale 162

Dasauflere MaR der Vereinigurdg, allerY, mit £ > k ist daher kleiner
als 27 +27k1+... = 21"k Firz ¢ Z, ist nach Definition dieser
Menge|g,.,1(z) — g,(z)| < 27¢, also ist die geometrische Reihé2~*
eine konvergente Majorante der definierenden Reihegfoh Somit
konvergiert diese Reihe ali” \ Z, gleichmaRig. Da wir zu jedem
e > 0 eink e Nfinden konnen mit 3-* < ¢, ist damit die Behauptung
Uber die gleichraBige Konvergenz bewiesen.

Bleibt noch die punktweise Konvergenz aul3erhalb einemertige. Der
DurchschnittZ aller Z,, ist in jeder der Mengetr, enthalten, also ist
p*(Z) < 24 % fur allek € N und Z somit eine Nullmenge. i = ¢ Z
gibt es Menger¥,,, in denenz nicht enthalten ist, und wie wir gerade
gesehen haben, konvergiert die Reihe in jeder der MetigeR Z,.

Somit konvergiert sieifr allex € R" \ Z, also fastiberall.
]

Damit haben wir alles zusammen, was wir zum Nachweis der tlédial
niertheit des EBESGUEIntegrals brauchen; wie wir uns bereitserlegt
haben, folgt diese aus dem folgenden

Lemma: (fy)ren Seieine GUcHY-Folge aus B(R™, R), und die Folge
(fk(‘”))keN konvergiere fir fast allex € R™ gegen Null. Dann konver-

giert auch die Folge der'tNormen
| fills = / fx
]Rn
gegen Null.

Beweis:Wir betrachten die Teilfolgeg(,), .y aus dem vorigen Lemma.
Wenn wir zeigen knnen, daR die Teilfolge der Zahlgg, ||, gegen Null
konvergiert, folgt dasselbe audirfdie Folge defi f;||,, denn zu jedem
e > 1 gibt es, da f;), < €ine GUCHY-Folge ist, einV € N, so dal
| fo = fell, < 3¢ istfurallek,¢ > N. Dies gilt insbesondere auctrf
solche Indized = v, fur die f, = g, in der Teilfolge liegt. Fir die
Teilfolge wiederum gibt es ein/ € N, so dalj|g,||, < 3 ist fur alle
p > M. Wahlen wirN so, dalyy > M ist, folgt
9 g

1 Felly = e+ (Fo = Flls < W Sfells + 1o = fells < 5 + 5=¢-

Somit konvergiert auch die Folge der Normen degegen Null.
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Um zu zeigen, dal3 die Folge dgy, ||, eine Nullfolge ist, betrachten
wir eine > 0 und einen Quadep, der den Tager vory,, enttalt. Durch
eine langwierige Abscitzung werden wir gleich zeigen, dal’ dann gilt

1
llgwlly < 3. 261 +e(u@) + llgrlls) -

Wenn wir dies @ir allee > 0 gezeigt haben,dnnen wire gegen Null
gehen lassen und erhalten die Absziung

1
lgelly = 3751
aus der nalrlich sofort folgt, das die Normen eine Nullfolge bilden.
Bleibt also noch die obige Ungleichung zu zeigen. Wir defamer alle

Paarek, £) von natirlichen Zahler? > k Hilfsfunktioneny,,: R™ — R
durch

£
Vie(T) dzfzklgi+1(x) —g;(2)] ;

da dieg; als Elemente von KRr", R) stetig sind, sind auch diese Funk-
tionen stetig.

In einem ersten Schritt wollen wjg, (z)| durch die gerade definierten
Funktionen abscktzen. Dabei unterscheiden wir zwéillg:

1. Fall: z liegt nicht in der Teilmenge&Z aus dem vorigen Beweis und
lim g,.(z)=0.

k—o00

Dann ist

4

e”_>moo Z (gi+1(m) — 0k (:c))

940 = | I (001) ~ 9x(0) | =
i=k

4
< im ij |9is2(x) = i @)| < Jim 4 (a)

der letzte Grenzwert existiert, wie wir im Beweis des vondgemmas
gesehen haben, da er durch eine geometrische Reihe meajosisrden
kann.

Zu jedeme > 0O gibt es einV € N, so dal sichy,,(x) fur ¢ > N
um weniger alg von diesem Grenzwert unterscheidéir, §olchel ist
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dann auchg,(z)| < v4.(z) + . Da beide Seiten dieser Ungleichung
stetige Funktionen vom sind, gilt diese Ungleichung auch noch in einer
gewissen Umgebung vom; es gibt also insbesondere einen offenen
QuaderQ,, derz enthalt, so dal3g, (v)| < v.(y) + e furalley € Q.

2.Fall: z € Z oderi lim g, () existiert nicht oder existiert und ist von
Null verschieden. *7

Wie wir wissen, istZ eine Nullmenge, und nach Voraussetzung ist
auch die Menge aller € R", fur die mcht I|m 9i(z) = 0 qilt, eine

Nullmenge; somit ist auch die Verelnlgung der beiden Mengiee

NullmengeZ’. Daher gibt esiir jedess > 0 eine abahlbare Menge
von Quaderr@); derart, darZ’ in der Vereinigung de@); liegt und die

Summe von deren Volumina kleiner ist als

Wir betrachten nun die Meng#, die aus den&mtlichen Quaderq),,

aus dem ersten Fall sowie deimstlichen Quader®; aus dem zweiten
Fall besteht. Sie ist eine offefitberdeckung des kompakten Quad@rs
hat also eine endliche Téiberdeckung. Diese besteht aus endlich vielen
der @, — dies seien die Quadé?,, ..., P. — sowie aus endlich vielen
der@;; dies seien die Quadét,, ..., R,.

Fur jeden der QuadeP; gibt es einM;, so dafg,(z)] < 7v.(x) ist

fur alle ¢ > M;; bezeichnetM das Maximum diesen/; und P die

Vereinigung deP;, ist also|g,,(z)| < v;,(z) ist fur allez € P und alle

¢ > M. Indem wir dieP; nitigenfalls noch unterteilen, mi schneiden
und abschliel3endanen wir annehmen, dd®n @ die volumenfremde
Vereinigung von Quaders, ist. Dann ist

L L
'ye=/ /Ig-+1—g~\= /Igﬂ—gl
/Q (2 [a=ad=3 [ lon =g,
L 0 L
DO INEVEED SIPNEFA RS S
=k Y R? i=k i=k
oo
1
<Z4l_3.4k—1'
=k

Ersetzen wir nun auch noch die; durch die entsprechenden abge-
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schlossenen Quader, erhalten viir £ > M die Absclatzung

T S
o= [ 1ol = [ 1ol <3 [ o+ 3 [ ol
R™ Q i=1 Y Pi j=1 /&
T S
<3 [ G+ el k)
i=1 Y Ri =1

gZ/ (ke +8) + llglloo > 1(R))
i=1 Y i 3=1
</7ke+€(u(Q)+llgklloo)
Q
< lim /Q e + 2 (@) +llgllo)

1
< 3 451 +e(u@) + llgrllo) -

wie behauptet. Damit ist das Lemma und die Wohldefiniertde#
LEBESGUEINntegrals bewiesen. .
Wir bezeichnen die Menge allereBESGUEiIntegrierbarer Funktionen
aufR™ mit Leb, (R™, R), wobei der Index 1 bedeuten soll, dafd wir auch
fur f € Leb;(R", R) die Schreibweise

Iz [ 1

verwenden wollen. Es istklar, daf3 L¢R™, R) ein Vektorraum ist, aber
||-|, definiert keine Norm auf Lef§R"™,R): SchlieBlich ist||f||, = O
nicht nur fr die Nullfunktion, sondern aucliif jede Funktion, die nur
fastuberall verschwindet.

Es gibt zwei Ang&tze, um mit diesem Problem fertig zu werden:
Zum ersten knnten wir den Faktorraum*(R",R) des Vektorraums
Leb,(R*,R) nach dem Untervektorraum der fasberall verschwin-
denden Funktionen betrachten; nach dem gerade bewiesenena.ist
das ein normierter Vektorraum. Elemente va(@R" , R) sind dann aller-
dings nicht mehr Funktionen, sondekquivalenzklassen von Funktio-
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nen, wobei zwei Funktionen genau dann zur gleichguivalenzklasse
gelbren, wenn sie fadtberall gleich sind. Dieser Ansatz wird oft in der
Funktionalanalysis verwendet.

Alternativ kdnnen wir auch den Begriff der Norm etwas absébten:

Definition: EineHalbnormauf einenR- oderC-VektorraumV ist eine
Abbildung]|| - | : V' — R mit den Eigenschaften

a) |[Av]| = |A|||v] fur alleA € R bzw.C undv € V

b) |lv|| > Ofiurallev e V

) |jv+w| < |v]| +||Jw|| (Dreiecksungleichung)

Wir verlangen also alle Eigenschaften einer Norm aul3er deteffung,
daB sie nuriir den Nullvektor verschwinden darf. Offensichtlich|jst,
eine Halbnorm auf Lef§R™, R), und mit dieser wollen wir im folgenden
rechnen.

Da jede Funktion aus LgfR",R) Grenzwert einer approximierenden
Folge von Funktionen mit kompaktemaer ist, kbnnen wir die bereits

fur das Quaderintegral und damit auéhr fntegraletiber Funktionen

mit kompaktem Tager bewiesenen Eigenschaften des Integrals ohne
groRen Aufwand auf dasHBESGUEIntegral ibertragen: Insbesondere
ist das definierte Integrdéihear, d.h.

/Rn(f+g)=/Rnf+/ng,

wir haben die Monotonieeigenschaft

/ < / g falls f(x) < g(z) fur allez € R"
und nach Definition ist auch

/ f :/ g falls f undg fastuberall gleich sind,

(Damit folgt natirlich auch, dafd wir bei der Monotonieregel nur for-
dern nussen, daf¥(xz) < g(x) fast Uberall gilt, d.h. die eventuellen
Ausnahmepunkte bilden eine Nullmenge.)

Um zu sehen, dal’ das mit so grof3em Aufwand definierte Integcalzu
etwas 1iitze ist, wollen wir als &chstes einige Beispiele VOERESGUE
integrierbaren Funktionen betrachten.
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Selbstversindlich existiert das EBESGUEIntegral fur die DRICH-
LETsche Sprungfunktion

R—>R
f: w_}{l fallsz € Q -

0 sonst
denn wegen der Aldhlbarkeit vonQ ist diese Funktion fastiberall
gleich der Nullfunktion, also iszn f =0, wie erwartet.

Allgemeiner bnnen wir fir eine beliebige Teilmengd C R" die
sogenannteharakteristische Funktion

R* - R
XA
A xH{l fallsz € A
0 sonst
definieren und fragen, wann diese integrierbar ist.
Beginnen wir mit einen Intervall = (a, b) C R. Dann ist

XA(ﬂﬂ):{l fallsa <z <b '

0 sonst

Vollig analog zum FallA = (0, 2), anhand dessen wir uritberlegt
hatten, daR K(R,R) nicht vollstindig ist, zeigt man auch hier, daR
X 4(z) Grenzwert der Folge der Funktionen

0 fallsz ¢ (a, b)
) kx fa||Sa§m§a+%
f@) =91 fallsa+ % <z <b- L

k(b—z) fallsb—4 <z <b

aus K(R, R) ist, wobei wir allerdings nur Werte vdnbetrachten drfen,
fur dieb — a > 2/k ist. Diese Folge konvergiert auch punktweise
gegeny 4, ist also eine approximierende Folge.

Nach Definition des Quaderintegrals, das hier einfach dasiARIN-
Integral aus Kapitel 4 ist, haben wir

a+1/k b—1/k b
/fk= / kx dx + / dx + / k(b — z)dz
® a a+l/k b—1/k
1 2 1 1
= — + — - — + —=pH— R
2k <b “ k> % 0T
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was Ur k — oo gegenb — a konvergiert. Somit ist

/]RXA:(b—a).

was wohl niemandeiiberrascheniitfte.

Ersetzen wirA durch das abgeschlossene Intervall §] oder eines
der beiden halboffenen Intervalle,(b] oder [a, b), andert sich daran
nichts, denn die charakteristischen Funktionen sindifastall gleich:
Hochstens an den Stellerr ¢ undx = b kann es Abweichungen geben.

Ist @ = [aq, b4] X --- X [a,, b,] €ein Quader iNR", so ist im Punkt
T = (xla"'axn)

Xq(z) = Xla1, b1 () -+~ 'X[an,b"](mn) ,
und auch diese Funktiorbknen wir approximieren durch stetige Funk-
tionen mit kompaktem Eger, indem wir einfach als-te Funktion das
Produkt derf, (z;) nehmen, wobei wir nétlich in deri-ten Komponen-
te die Funktionf, fur das Intervall §,, b,] nehmen niissen. Nach der
rekursiven Definition des Quaderintegrals folgt dann stthdefd auch
Xo LEBESGUEIntegrierbar ist und daf wir auch hier das zu erwartete
Ergebnis

/ Xq = H(bz —a;) = Q)
QR i=1

bekommen. Wegen der Linedxitder Integration gilt etwas allgemeiner

/ exg =c- Q).
]Rn

Zumindest einfache unstetige Funktionen lassen sich alsgrieren.

Die Ungleichung von $CHEBYSCHEFKennen wir bislang nuiir stetige
Funktionen mit kompaktem @ger; wir wollen sie verallgemeinern auf
beliebige IEBESGUEIntegrierbare Funktionen:

Lemma: Die Funktionf € Leb;(R", R) nehme keine negativen Werte
an. Dann istifir jede reelle Zaht > 0

c




