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Tats̈achlich ist die Vereinigung allerEg sogar gleichU , denn jeder
Punktx 2 U ist innerer Punkt, es gibt also ein" > 0, so daß jeder Punkty 2 Rn mit ky � xk1 < " in U liegt. Wir wählen eing 2 N so, daß
2g > 1=" ist und setzenki = [2gxi], wobeixi die i-te Koordinate vonx

bezeichnet. Dann liegtx im Baustein

� k1
2g ; k1+1

2g ��� � �� � k1
2g ; k1+1

2g �, und
da dessen Kantenlänge 2�g kleiner ist als" ist ky � xk1 < " für alley

aus diesem Baustein. Somit liegt dieser ganz inU , undx 2 Eg.

Um U als Vereinigung volumenfremder Quader darzustellen, beginnen
wir mit der Menge aller Bausteinen der ersten Generation, die ganz
in U enthalten sind, und nehmen dann img-ten Schritt,g � 2, alle
Bausteine der Generationg dazu, die erstens ganz inU liegen und
zweitens nicht in einem der bereits vorhandenen Quader enthalten sind.
Nach demg-ten Schritt ist die Vereinigung aller bis dahin betrachteter
Quader gleichEg; insgesamt erhalten wir also die Vereinigung allerEg,
das heißt die MengeU .

Mit diesem Lemma k̈onnen wir nun das vorige in eine Form bringen, in
der es deutlich einfacher angewendet werden kann:

Lemma: f :D ! R sei eine stetig differenzierbare Abbildung auf der
offenen MengeD � Rn , undZ � D sei eine Nullmenge. Dann ist auchf (Z) eine Nullmenge.

Beweis:Nach dem gerade bewiesenen Lemma läßt sichD als abz̈ahlbare
Vereinigung kompakter QuaderQk schreiben. Auf jedem dieser Quader
erfüllt f eine LIPSCHITZ-Bedingung, denn f̈urx; y 2 Qk können wir die
Funktiong(t) = f�x+t(y�x)

�

betrachten, und nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung istf (y)� f (x) = g(1)� g(0) =

g(1)� g(0)
1� 0

= g0(� )

für ein� 2 [0; 1]. Nach der Kettenregel istg0(� ) = rf�x + � (y � x)

� � (y � x) ,

also insgesamtkf (y)� f (x)k1 =

rf�x + � (y � x)

� � (y � x)

1� max

�krf (z)k1 �� z 2 Q	 � ky � xk1 ,
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wobei das Maximum existiert, da wirf als stetigdifferenzierbar vor-
ausgesetzt haben und den Gradienten auf einer kompakten Menge be-
trachten. Somit gen̈ugt die Einschr̈ankung vonf aufQk einer LIPSCHITZ-
Bedingung mit diesem Maximum als Konstante, und damit istf (Qk\Z)
nach dem vorletzten Lemma eine Nullmenge.f (Z) ist die Vereinigung
dieser abz̈ahlbar vielen Nullmengenf (Qk\Z) und daher ebenfalls eine
Nullmenge.

Korollar: D � Rm sei eine offene Menge undf :D ! Rn eine stetig
differenzierbare Abbildung. Istm < n, so istf (Z) für jede TeilmengeZ � D eine Nullmenge inRn .

Beweis: Wir bettenRm ein inRn , indem wir einfach die letztenn�m

Koordinaten auf Null setzen. Das Bild vonRm liegt dann insbesondere
in der Hyperebenexn = 0 vonRn , ist also eine Nullmenge; erst recht ist
die EinbettungeA vonA eine Nullmenge inRn . Wir definieren eine neue
Abbildungg:D�Rn�m ! Rn , die jedem Punktx = (x1; : : : ; xm) den
Punktf (x1; : : : ; xm) zuordnet; die letztenn �m Koordinaten werden
also einfach ignoriert. Dann istf (A) = g( eA) nach dem vorigen Lemma
eine Nullmenge, wie behauptet.

Damit sind also Kurven inR 2 sowie Kurven und Fl̈achen inR 3 Null-
mengen, falls sie eine stetig differenzierbare Parametrisierung zulassen,
genauso alle Vereinigungen endlich oder abzählbar vieler solcher Men-
gen. Entsprechendes gilt natürlich auch in ḧoheren Dimensionen.

Für die Zwecke des noch zu definierenden LEBESGUE-Integrals wollen
wir Nullmengen weitgehend ignorieren; um dies sprachlich kurz und
einfach ausdr̈ucken zu k̈onnen, f̈uhren wir eine neue Sprechweise ein:

Definition: a) Zwei Funktionenf; g:D ! R aufD � Rn heißenfast
überall gleich,wenn es eine NullmengeZ � D gibt, so daßf (x) = g(x)
für allex 2 D n Z ist.
b) Eine Folge (fn)n2N von Funktionenfn:D ! R konvergiert fast
überall punktweisegegen die Funktionf :D ! R , wenn es eine Null-
mengeZ � D gibt, so daß

limn!1 fn(x) = f (x) für allex 2 D n Z .
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c) Die Folge (fn)n2N von Funktionenfn:D ! R konvergiert fast
überall punktweise,wenn es eine Funktionf :D ! R gibt, gegen die
sie fastüberall punktweise konvergiert.

Die Strategie zur Definition des LEBESGUE-Integrals ist nun einfach zu
formulieren:

Definition: a) Eine Folge (fn)n2N von Funktionenfn 2 K0
1(Rn ; R )

heißtapproximierendfür die Funktionf : Rn ! R , wenn sie erstens
eine CAUCHY-Folge ist und zweitens fastüberall punktweise gegenf

konvergiert.
b) Eine Funktionf : Rn ! R heißt integrierbar, wenn es dazu eine
approximierende Folge (fn)n2N von Funktionen aus K01(Rn ; R ) gibt; in
diesem Fall bezeichnen wirZRn f =

def
limk!1 fk

als das LEBESGUE-Integralüberf .

HENRI LÉON LEBESGUE(1875–1941) studierte ab 1894
an der Ecole Normale Supérieure. Nach seinem ersten
Abschluß 1897 studierte er noch zwei Jahre auf eige-
ne Faust weiter, hauptsächlich in der Bibliothek, bis er
1899 eine Stelle als Gymnasiallehrer in Nancy erhielt.
Dort schrieb er auch 1901 seine Arbeitüber die Defini-
tion des LEBESGUE-Integrals. 1902 promovierte er mit
einer weiteren Arbeit in Paris und bekam daraufhin eine
Stelle an der Universität von Rennes. 1906 wechselte er
nach Poitiers, 1910 an die Sorbonne in Paris. Ab 1921
war er Professor am Collège de France. Seine Arbeiten
befassen sich mit Integrationstheorie, Potentialtheorie,
Variationsrechnung, Topologie und anderen Gebieten.

Auch wenn es auf den ersten Blick so aussieht, haben wir damitnoch
nicht wirklich das LEBESGUE-Integral definiert:Erstenswissen wir noch
nicht, ob der Grenzwert der Folge von Integralen existiert,undzweitens
wissen wir noch nicht, daß alle approximierenden Folgen für f zum
selben Grenzwert führen.

Das erste Problem ist leicht zu lösen: Wegen der Linearität und der Mo-
notonieeigenschaft des Integrals für Funktionen mit kompaktem Träger
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gilt f ür jede approximierende Folge (fk)k2N����ZRn f` � ZRn fk���� =

����ZRn (f` � fk)

���� � ZRn jf` � fkj = kf` � fkk1 .

Da eine approximierende Folge nach Definition eine CAUCHY-Folge
bez̈uglich der L1-Norm ist, gibt es zu jedem" > 0 ein N 2 N , so
daß die rechte Seite kleiner als" ist für k; ` � N . Damit gilt dasselbe
erst recht f̈ur die linke Seite, d.h. die Folge der Integraleüber diefk

ist eine CAUCHY-Folge reeller Zahlen und konvergiert somit nach dem
CAUCHYschen Konvergenzkriterium.

Das zweite Problem erfordert mehr Arbeit. Sind (fk)k2N und (gk)k2N

zwei approximierende Folgen für dieselbe Funktionf : Rn ! R , so ist
(fk � gk)k2N eine approximierende Folge für die Nullfunktion, denn
nach der Dreiecksungleichung ist die Differenz zweier CAUCHY-Folgen
wieder eine CAUCHY-Folge, und sindZ1 bzw.Z2 die Nullmengen, au-
ßerhalb derer die Folge derfk(x) bzw.gk(x) gegenf (x) konvergiert,
so ist auchZ1 [ Z2 eine Nullmenge, und für x =2 Z1 [ Z2 konvergiert
die Folge der Funktionswertefk(x) � gk(x) gegenf (x) � f (x) = 0.
Wenn wir zeigen k̈onnen, daß f̈ur die Folge derfk � gk die Folge der
Integrale gegen Null konvergiert, zeigt uns die Linearität des Integrals,
daß die Folge der Integralëuber diefk bzw.gk gegen denselben Wert
konvergieren.

Wir müssen also zeigen, daß für eine approximierende Folge (fk)k2N zur
Nullfunktion die Folge der

RRn fk eine Nullfolge ist. Das Problem dabei
ist, daß die Folge der Funktionswertefk(x) nichtfür jeden Punktx 2 Rn

gegen Null konvergieren muß; wir m̈ussen uns̈uberlegen, daß diese
Abweichungen f̈ur das Integral irrelevant sind.

Dazu verallgemeinern wir zunächst den Begriff der Nullmenge:

Definition: A sei eine Teilmenge vonRn . Wir betrachten die Men-
geMA aller reeller Zahlens mit der Eigenschaft, daßA durch eine
abz̈ahlbare Menge von QuadernQk überdeckt werden kann derart, daßPk�1�(Qk) < s ist. Falls diese Menge leer ist, definieren wie das
äußere Maß��(A) als1; andernfalls ist��(A) das Infimum der Men-
geMA.
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Offensichtlich ist��(A) stets gr̈oßer oder gleich Null, dennMA kann
keine negativen Zahlen enthalten. Ist��(A) = 0, so gibt es zu jedem" > 0 eineÜberdeckung durch QuaderQk mit

Pk�1�(Qk) < ", die
MengeA ist also eine Nullmenge; umgekehrt ist auch dasäußere Maß
einer jeden Nullmenge gleich Null. Dasäußere Maß einer Teilmenge
kann selbstverständlich nicht gr̈oßer sein als das der größeren Menge,
denn jedeÜberdeckung dieser Menge ist erst recht eineÜberdeckung
der Teilmenge. Außerdem ist klar, daß für zwei TeilmengenA;B � Rn

stets��(A [ B) � ��(A) + ��(B) sein muß, wobei wir eine Summe,
in der (mindestens) einer der Summanden1 ist als1 interpretieren.
Nicht ganz so offensichtlich ist die Tatsache, daß dies auchfür abz̈ahlbare
Vereinigungen gilt: �� 1[k=1

Ak! � 1Xk=1

��(Ak) ,

wobei die Summe gleich1 sein soll, wenn sie divergiert oder wenn
mindestens einer der Summanden gleich1 ist. In diesen beiden F̈allen
ist die Ungleichung trivialerweise erfüllt; andernfalls beachten wir, daß
wir f ür jede der MengenAk und jedes" > 0 eineÜberdeckung vonAk

durch Quader finden k̈onnen, so daß die Summe von deren Volumina
kleiner ist als��(Ak) + "=2k. Nehmen wir alle diese Quader zusam-
men, soüberdecken sie die Vereinigung allerAk, und die Summe ihrer
Volumina ist kleiner als1Xk=1

���(Ak) +

"

2k � =

1Xk=1

��(Ak) +

1Xk=1

"

2k =

1Xk=1

��(Ak) + " .

Somit kann das Infimum̈uber die Menge allers 2 R derart, daß die Ver-
einigung derAk eineÜberdeckung durch Quader mit Gesamtvolumen
höchstenss hat, nicht kleiner sein als die erste Summe, und genau das
war zu beweisen.

Als nächstes wollen wir uns̈uberlegen, daß die L1-Norm einer Funk-
tion mit kompaktem Tr̈ager zwar keine obere Schranke für die Funk-
tionswerte liefern kann, wohl aber eine obere Schranke für dasäußere
Maß jener Teilmenge vonRn , auf der die Funktion Werte oberhalb
einer gegebenen Schranke annimmt. Die entsprechende Ungleichung
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von TSCHEBYSCHEFFgilt, wie wir bald sehen werden, auch noch unter
deutlich schẅacheren Voraussetzungen als im folgenden Lemma; sie ist
auch ein wichtiges Hilfsmittel der Statistik.

PAFNUTI LWOWITSCHTSCHEBYSCHEFF(1821–1894) ist
die in Deutschland̈ubliche Transkription vonPaf-nuty Lvoviq Qebyxev; im Englischen schreibt
man heute meist PAFNUTY LVOVICH CHEBYSHEV. Er
studierte Mathematik in Moskau und publizierte bereits
während seines Studiums in deutschen und französi-
schen Fachzeitschriften. 1847 bekam er eine Stelle an
der Universiẗat von St. Petersburg, wo er bis 1882
lehrte, ab 1860 als Professor. Seine Ergebnisse spie-
len noch heute eine große Rolle in der Wahrscheinlich-
keitstheorie, der Zahlentheorie (insbesondere Primzahl-
verteilung), der Approximationstheorie und in anderen
Gebieten der Mathematik.

Lemma: Die Funktionf 2 K0
1(Rn ; R ) nehme keine negativen Werte

an. Dann ist f̈ur jede reelle Zahl > 0����x 2 Rn �� f (x) > 	� � kfk1 .

Beweis:Als Urbild der offenen Mengefx 2 R j x > g unter der ste-
tigen Abbildungf istU = fx 2 Rn j f (x) > g eine offene Teilmenge
vonRn ; da sie im (kompakten) Träger vonf liegt ist sie außerdem be-
schr̈ankt; es gibt also einen QuaderQ mit U � Q. Wie wir vor kurzem
gesehen haben, läßt sichU als abz̈ahlbare Vereinigung von QuadernQk

schreiben; nach den bekannten Eigenschaften des Quaderintegrals ist
dann f̈ur jedesm 2 Nkfk1 =

ZRn f =

ZQ f � mXk=1

ZQk f � mXk=1

�(Qk) =  mXk=1

�(Qk) .

Für m ! 1 folgt kfk1 �  1Xk=1

�(Qk) und damit

1Xk=1

�(Qk) � kfk1 .

Die MengeU kann somitüberdeckt werden durch Quader deren Ge-
samtvolumen ḧochstens gleich der rechten Seite ist; damit muß auch das
äußere Maß vonU kleiner oder gleich dieser Schranke sein.
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Als erste Anwendung dieser Ungleichung können wir zeigen, daß eine
CAUCHY-Folge bez̈uglich der L1-Norm zumindest eine Teilfolge hat,
die abgesehen von einer kleinen Teilmenge auch punktweise und sogar
gleichm̈aßig konvergiert, genauer:

Lemma: Jede CAUCHY-Folge (fk)k2N aus K0
1(Rn ; R ) hat eine Teilfol-

ge, die fasẗuberall punktweise konvergiert. Außerdem gibt es für jedes" > 0 eine TeilmengeZ � Rn mit ��(Z) < ", so daß die Teilfolge aufRn n Z sogar gleichm̈aßig konvergiert.

Beweis:Wir konstruieren die Folge der Indizes�k für die Teilfolge
rekursiv:�1 sei so geẅahlt, daß

fq � fp1

< 1
4 ist für allep; q � �1.

Die folgenden�k werden so geẅahlt, daßfq � fp1

< 4�k für allep; q � �k und �k > �k�1

ist. Mit gk =
def

f�k ist dann eine Teilfolge der gegebenen Folge definiert

mit der Eigenschaft, daßkg` � gkk1 < 4�k für alle` � k .

Als Kandidat f̈ur eine Grenzfunktion betrachten wir die Funktiong: Rn ! R mit g(x) = g1(x) +

1Xk=1

�gk+1(x)� gk(x)

�

.

Ihre (n� 1)-te Teilsumme istg1(x) +

n�1Xk=1

�gk+1(x)� gk(x)

�

= gn(x) ,

denn jedesgk mit k < n steht in dieser endlichen Summe einmal
mit positivem und einmal mit negativem Vorzeichen.Falls die Reihe
konvergiert, ist sie also in der Tat ein Kandidat für eine Grenzfunktion.

Hier kommt nun die Ungleichung von TSCHEBYSCHEFFins Spiel: Da-
nach ist das̈außere Maß der MengeYk =

�x 2 Rn �� jgk+1(x)� gk(x)j > 2�k	
höchstens gleich kgk+1� gkk1

2�k < 4�k
2�k = 2�k .
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Dasäußere Maß der VereinigungZk allerY` mit ` � k ist daher kleiner
als 2�k + 2�k�1 + � � � = 21�k. Für x =2 Zk ist nach Definition dieser
Mengejg`+1(x)� g`(x)j < 2�`, also ist die geometrische Reihe

P
2�`

eine konvergente Majorante der definierenden Reihe vong(x). Somit
konvergiert diese Reihe aufRn n Zk gleichm̈aßig. Da wir zu jedem" > 0 eink 2 N finden k̈onnen mit 21�k < ", ist damit die Behauptung
über die gleichm̈aßige Konvergenz bewiesen.

Bleibt noch die punktweise Konvergenz außerhalb einer Nullmenge. Der
DurchschnittZ allerZk ist in jeder der MengenZk enthalten, also ist��(Z) < 21�k für allek 2 N undZ somit eine Nullmenge. F̈ur x =2 Z

gibt es MengenZk, in denenx nicht enthalten ist, und wie wir gerade
gesehen haben, konvergiert die Reihe in jeder der MengenRn n Zk.
Somit konvergiert sie f̈ur allex 2 Rn n Z, also fasẗuberall.

Damit haben wir alles zusammen, was wir zum Nachweis der Wohldefi-
niertheit des LEBESGUE-Integrals brauchen; wie wir uns bereitsüberlegt
haben, folgt diese aus dem folgenden

Lemma: (fk)k2N sei eine CAUCHY-Folge aus K01(Rn ; R ), und die Folge�fk(x)

�k2N konvergiere f̈ur fast allex 2 Rn gegen Null. Dann konver-

giert auch die Folge der L1-Normenkfkk1 =

ZRn fk

gegen Null.

Beweis:Wir betrachten die Teilfolge (gk)k2N aus dem vorigen Lemma.
Wenn wir zeigen k̈onnen, daß die Teilfolge der Zahlenkgkk1 gegen Null
konvergiert, folgt dasselbe auch für die Folge derkfkk1, denn zu jedem" > 1 gibt es, da (fk)k2N eine CAUCHY-Folge ist, einN 2 N , so daßkf` � fkk1 < 1

2" ist für allek; ` > N . Dies gilt insbesondere auch für
solche Indizes` = �p, für die f` = gp in der Teilfolge liegt. F̈ur die
Teilfolge wiederum gibt es einM 2 N , so daß

gp1

< 1
2" ist für allep �M . Wählen wirN so, daß�N �M ist, folgtkfkk1 = kfk + (f` � fk)k1 � kfkk1 + kf` � fkk1 < "

2
+

"

2
= " .

Somit konvergiert auch die Folge der Normen derfk gegen Null.



163 Analysis II FSS 2010

Um zu zeigen, daß die Folge derkgkk1 eine Nullfolge ist, betrachten
wir ein " > 0 und einen QuaderQ, der den Tr̈ager vongk entḧalt. Durch
eine langwierige Abscḧatzung werden wir gleich zeigen, daß dann giltkgkk1 � 1

3 � 4k�1
+ "��(Q) + kgkk1� .

Wenn wir dies f̈ur alle " > 0 gezeigt haben, k̈onnen wir" gegen Null
gehen lassen und erhalten die Abschätzungkgkk1 � 1

3 � 4k�1
,

aus der naẗurlich sofort folgt, das die Normen eine Nullfolge bilden.

Bleibt also noch die obige Ungleichung zu zeigen. Wir definieren für alle
Paare (k; `) von naẗurlichen Zahlen` � k Hilfsfunktionenk`: Rn ! R

durch k`(x) =
def

`Xi=k jgi+1(x)� gi(x)j ;

da diegi als Elemente von K01(Rn ; R ) stetig sind, sind auch diese Funk-
tionen stetig.

In einem ersten Schritt wollen wirjgk(x)j durch die gerade definierten
Funktionen abscḧatzen. Dabei unterscheiden wir zwei Fälle:

1. Fall: x liegt nicht in der TeilmengeZ aus dem vorigen Beweis und
limk!1 gk(x) = 0.

Dann istjgk(x)j =

���� lim`!1�g`+1(x)� gk(x)

����� =

����� lim`!1 `Xi=k �gi+1(x)� gk(x)

������� lim`!1 `Xi=k jgi+1(x)� gi(x)j � lim`!1 k`(x) ;

der letzte Grenzwert existiert, wie wir im Beweis des vorigen Lemmas
gesehen haben, da er durch eine geometrische Reihe majorisiert werden
kann.

Zu jedem" > 0 gibt es einN 2 N , so daß sichk`(x) für ` � N
um weniger als" von diesem Grenzwert unterscheidet; für solche` ist
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dann auchjgk(x)j < k`(x) + ". Da beide Seiten dieser Ungleichung
stetige Funktionen vonx sind, gilt diese Ungleichung auch noch in einer
gewissen Umgebung vonx; es gibt also insbesondere einen offenen
QuaderQx, derx entḧalt, so daßjgk(y)j < k`(y) + " für alley 2 Qx.

2. Fall: x 2 Z oderi limk!1 gk(x) existiert nicht oder existiert und ist von
Null verschieden.

Wie wir wissen, istZ eine Nullmenge, und nach Voraussetzung ist
auch die Menge allerx 2 Rn , für die nicht limk!1 gk(x) = 0 gilt, eine

Nullmenge; somit ist auch die Vereinigung der beiden Mengeneine
NullmengeZ 0. Daher gibt es f̈ur jedes" > 0 eine abz̈ahlbare Menge
von QuadernQj derart, daßZ 0 in der Vereinigung derQj liegt und die
Summe von deren Volumina kleiner ist als".
Wir betrachten nun die MengeU, die aus den s̈amtlichen QuadernQx

aus dem ersten Fall sowie den sämtlichen QuadernQj aus dem zweiten
Fall besteht. Sie ist eine offeneÜberdeckung des kompakten QuadersQ,
hat also eine endliche Teilüberdeckung. Diese besteht aus endlich vielen
derQx – dies seien die QuaderP1; : : : ; Pr – sowie aus endlich vielen
derQj ; dies seien die QuaderR1; : : : ; Rs.
Für jeden der QuaderPi gibt es einMi, so daßjgk(x)j < k`(x) ist
für alle ` � Mi; bezeichnetM das Maximum dieserMi und P die
Vereinigung derPi, ist alsojgk(x)j < k`(x) ist für allex 2 P und alle` �M . Indem wir diePi nötigenfalls noch unterteilen, mitQ schneiden
und abschließen, können wir annehmen, daßP \Q die volumenfremde
Vereinigung von QuadernPi ist. Dann istZQ ` =

ZQ `Xi=k ZQ jgi+1 � gij =

`Xi=k ZQ jgi+1 � goj

=

`Xi=k ZRn jgi+1 � goj =

`Xi=k kgk+1 � gkk < `Xi=k 4�i

< 1Xi=k 4�i =
1

3 � 4k�1
.

Ersetzen wir nun auch noch dieRj durch die entsprechenden abge-
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schlossenen Quader, erhalten wir für ` �M die Abscḧatzungkgkk1 =

ZRn jgkj =

ZQ jgkj � rXi=1

ZPi jgkj + sXj=1

ZRj jgkj� rXi=1

ZRi (k` + ") +

sXj=1

kgkk1 �(Rj)

� rXi=1

ZRi (k` + ") + kgkk1 sXj=1

�(Rj)

< ZQ k` + "��(Q) + kgkk1�� lim`!1 ZQ k` + "��(Q) + kgkk1�� 1
3 � 4k�1

+ "��(Q) + kgkk1� ,

wie behauptet. Damit ist das Lemma und die Wohldefiniertheitdes
LEBESGUE-Integrals bewiesen.

Wir bezeichnen die Menge aller LEBESGUE-integrierbarer Funktionen
aufRn mit Leb1(Rn ; R ), wobei der Index 1 bedeuten soll, daß wir auch
für f 2 Leb1(Rn ; R ) die Schreibweisekfk1 =

def

ZRn f

verwenden wollen. Es ist klar, daß Leb1(Rn ; R ) ein Vektorraum ist, aberk�k1 definiert keine Norm auf Leb1(Rn ; R ): Schließlich istkfk1 = 0
nicht nur f̈ur die Nullfunktion, sondern auch für jede Funktion, die nur
fastüberallverschwindet.

Es gibt zwei Ans̈atze, um mit diesem Problem fertig zu werden:
Zum ersten k̈onnten wir den Faktorraum L1(Rn ; R ) des Vektorraums
Leb1(Rn ; R ) nach dem Untervektorraum der fastüberall verschwin-
denden Funktionen betrachten; nach dem gerade bewiesenen Lemma ist
das ein normierter Vektorraum. Elemente von L1(Rn ; R ) sind dann aller-
dings nicht mehr Funktionen, sondernÄquivalenzklassen von Funktio-
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nen, wobei zwei Funktionen genau dann zur gleichenÄquivalenzklasse
geḧoren, wenn sie fasẗuberall gleich sind. Dieser Ansatz wird oft in der
Funktionalanalysis verwendet.

Alternativ können wir auch den Begriff der Norm etwas abschwächen:

Definition: EineHalbnormauf einemR - oderC -VektorraumV ist eine
Abbildungk � k :V ! R mit den Eigenschaften
a) k�vk = j�j kvk für alle� 2 R bzw.C undv 2 V
b) kvk � 0 für allev 2 V

c) kv +wk � kvk + kwk .(Dreiecksungleichung)

Wir verlangen also alle Eigenschaften einer Norm außer der Forderung,
daß sie nur f̈ur den Nullvektor verschwinden darf. Offensichtlich istk�k1
eine Halbnorm auf Leb1(Rn ; R ), und mit dieser wollen wir im folgenden
rechnen.

Da jede Funktion aus Leb1(Rn ; R ) Grenzwert einer approximierenden
Folge von Funktionen mit kompaktem Träger ist, k̈onnen wir die bereits
für das Quaderintegral und damit auch für Integraleüber Funktionen
mit kompaktem Tr̈ager bewiesenen Eigenschaften des Integrals ohne
großen Aufwand auf das LEBESGUE-Integralübertragen: Insbesondere
ist das definierte Integrallinear, d.h.ZRn (f + g) =

ZRn f +

ZRn g ,

wir haben die MonotonieeigenschaftZRn f � ZRn g falls f (x) � g(x) für allex 2 Rn ,

und nach Definition ist auchZRn f =

ZRn g falls f undg fastüberall gleich sind ,

(Damit folgt naẗurlich auch, daß wir bei der Monotonieregel nur for-
dern m̈ussen, daßf (x) � g(x) fast überall gilt, d.h. die eventuellen
Ausnahmepunkte bilden eine Nullmenge.)

Um zu sehen, daß das mit so großem Aufwand definierte Integralauch zu
etwas n̈utze ist, wollen wir als n̈achstes einige Beispiele von LEBESGUE-
integrierbaren Funktionen betrachten.
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Selbstversẗandlich existiert das LEBESGUE-Integral f̈ur die DIRICH-
LETsche Sprungfunktionf :

8<: R ! Rx 7! n

1 fallsx 2 Q

0 sonst

,

denn wegen der Abzählbarkeit vonQ ist diese Funktion fasẗuberall
gleich der Nullfunktion, also ist

RRn f = 0, wie erwartet.

Allgemeiner k̈onnen wir f̈ur eine beliebige TeilmengeA � Rn die
sogenanntecharakteristische Funktion�A:

8<: Rn ! Rx 7! n

1 fallsx 2 A

0 sonst
definieren und fragen, wann diese integrierbar ist.

Beginnen wir mit einen IntervallA = (a; b) � R . Dann ist�A(x) =

n

1 fallsa < x < b

0 sonst
.

Völlig analog zum FallA = (0; 2), anhand dessen wir unsüberlegt
hatten, daß K01(R ; R ) nicht vollsẗandig ist, zeigt man auch hier, daß�A(x) Grenzwert der Folge der Funktionen

fk(x) =

8>><>>:

0 fallsx =2 (a; b)kx falls a � x � a + 1k

1 fallsa + 1k � x � b� 1kk(b� x) falls b� 1k � x � b

aus K0
1(R ; R ) ist, wobei wir allerdings nur Werte vonk betrachten d̈urfen,

für die b � a > 2=k ist. Diese Folge konvergiert auch punktweise
gegen�A, ist also eine approximierende Folge.

Nach Definition des Quaderintegrals, das hier einfach das RIEMANN-
Integral aus Kapitel 4 ist, haben wirZR fk =

a+1=kZa kx dx +

b�1=kZa+1=k dx +

bZb�1=k k(b� x) dx
=

1
2k +

�b� a� 2k� +
1
2k = b� a� 1k ,
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was f̈ur k !1 gegenb� a konvergiert. Somit istZR �A = (b� a) ,

was wohl niemanden̈uberraschen d̈urfte.

Ersetzen wirA durch das abgeschlossene Intervall [a; b] oder eines
der beiden halboffenen Intervalle (a; b] oder [a; b), ändert sich daran
nichts, denn die charakteristischen Funktionen sind fastüberall gleich:
Höchstens an den Stellenx+a undx = b kann es Abweichungen geben.

Ist Q = [a1; b1] � � � � � [an; bn] ein Quader inRn , so ist im Punktx = (x1; : : : ; xn)�Q(x) = �[a1; b1](x1) � � � � � �[an; bn](xn) ,

und auch diese Funktion können wir approximieren durch stetige Funk-
tionen mit kompaktem Träger, indem wir einfach alsk-te Funktion das
Produkt derfk(xi) nehmen, wobei wir natürlich in deri-ten Komponen-
te die Funktionfk für das Intervall [ai; bi] nehmen m̈ussen. Nach der
rekursiven Definition des Quaderintegrals folgt dann schnell, daß auch�Q LEBESGUE-integrierbar ist und daß wir auch hier das zu erwartete
Ergebnis ZQ �Q =

nYi=1

(bi � ai) = �(Q)

bekommen. Wegen der Linearität der Integration gilt etwas allgemeinerZRn �Q =  � �(Q) .

Zumindest einfache unstetige Funktionen lassen sich also integrieren.

Die Ungleichung von TSCHEBYSCHEFFkennen wir bislang nur für stetige
Funktionen mit kompaktem Träger; wir wollen sie verallgemeinern auf
beliebige LEBESGUE-integrierbare Funktionen:

Lemma: Die Funktionf 2 Leb1(Rn ; R ) nehme keine negativen Werte
an. Dann ist f̈ur jede reelle Zahl > 0����x 2 Rn �� f (x) > 	� � kfk1 .


