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§2: Das Lebesgue-Integral aufR n

Bei der Definition eines mehrdimensionalen Integrals wollen wir gleich-
zeitig auch das eindimensionale Integral noch etwas verallgemeinern.
Beim RIEMANN-Integral lernten wir die DIRICHLETsche Sprungfunktionf :

8<: R ! Rx 7! n

1 fallsx 2 Q

0 sonst
kennen als Beispiel einer nicht integrierbaren Funktion: Wenn wir sie
über irgendeinem Intervall [a; b] durch Treppenfunktionen approximie-
ren, m̈ussen wir f̈ur die RIEMANNschen Obersummen stets Stufen der
Höhe eins ẅahlen und f̈ur die Untersummen Stufen der Höhe null, denn
in jedem noch so kleinen Intervall positiver Länge gibt es sowohl ratio-
nale als auch irrationale Zahlen.

Nun gibt es aber nur abzählbar viele rationale Zahlen, während die irra-
tionalen Zahlen nicht abzählbar sind. Wenn wir ein Integral wollen, das
mit Grenzwerten vertauschbar ist, müssen wir daher auch der DIRICH-
LETschen Sprungfunktion ein Integral zuordnen: Ist nämlich': N ! Q

eine Abz̈ahlung der rationalen Zahlen, eine bijektive Abbildung also, so
können wir f̈ur jedesn 2 N eine Funktionfn: R ! R definieren durchfn(x) =

n

1 falls es eink � n gibt mit'(k) = x

0 sonst
.

Da fn somit nur an den endlich vielen Stellen'(1); : : : ; '(n) von Null
verschieden ist, istfn RIEMANN-integrierbar, und das Integralüber jedes
(endliche oder unendliche) Intervall verschwindet. Für n!1 konver-
giert die Folge der Funktionenfn gegen die DIRICHLETsche Sprung-
funktion, denn f̈ur die bez̈uglich der Abz̈ahlung durch' n-te rationale
Zahl x = '(n) ist fk(x) = 1 für allek � n, und f̈ur irrationale Zahlen
verschwinden allefk. Wenn wir also ein Integral suchen, für das gilt

limn!1 Z ba fn(x) dx =

Z ba limn!1 fn(x) dx ,

dann m̈ussen wir auch Integranden wie die DIRICHLETsche Sprungfunk-
tion zulassen und ihr für jedes Intervall das Integral Null zuordnen.

Dazu definieren wir nun die sogennanten Nullmengen; das sollen solche
Teilmengen vonRn sein, auf die es bei der Integration nicht ankommt.
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Definition: Eine TeilmengeZ � Rn heißt Nullmenge, wenn es zu
jedem" > 0 QuaderQ1; Q2; : : : gibt derart, daßZ � [k�1

Qk und

Xk�1

�(Qk) < " .

Man beachte, daß die FolgeQ1; Q2; : : : nicht endlich sein muß; wir
können auch abzählbar unendlich viele Quader nehmen. Deshalb ist
beispielsweiseQ � R eine Nullmenge, denn wir k̈onnen f̈ur eine bi-
jektive Funktion': N ! Q als

”
Quader“Qk einfach das einpunktige

Intervall ['(k); '(k)] nehmen. Genauso folgt auch allgemeiner, daßjede
endliche oder abz̈ahlbare Teilmenge vonRn eine Nullmenge ist.

Umgekehrt muß nicht jede Nullmenge abzählbar sein: Beispielsweise
ist auchZ = Rn�1 � f0g, also die Menge aller Punkte ausRn mit
letzter Koordinate Null eine Nullmenge, denn sie wirdüberdeckt durch
die Quader Qk = [�k; k] � � � � [�k; k]| {z }n� 1 Faktoren

�[0; 0] ,

die allesamt das Volumen Null haben. Damit ist auch die Summeihrer
Volumina Null und somit kleiner als jedes vorgegebene" > 0.

Ein Quader mit von Null verschiedenem Volumen kann dagegen nie eine
Nullmenge sein: Nehmen wir für " beispielsweise das halbe Volumen
des Quaders, so kann es unmöglich eineÜberdeckung durch Quader
geben, deren Volumina sich zu einer Summe von kleiner" addieren.

Gelegentlich wird es einfacher sein, statt mit kompakten Quadern mit
Würfeln oder mit offenen Quadern zu arbeiten; das ist auch problemlos
möglich nach dem folgenden

Lemma: Für eine TeilmengeA � Rn sind folgende Aussagen̈aquiva-
lent:
a) A ist eine Nullmenge.
b) Für jedes" > 0 gibt es offene QuaderQ1; Q2; : : : derart, daßA in
der Vereinigung allerQi enthalten ist und die Summe der Volumina der
sämtlichenQi kleiner ist als".
c) Für jedes" > 0 gibt es Ẅurfel W1;W2; : : : derart, daßA in der
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Vereinigung allerWi enthalten ist und die Summe der Volumina der
sämtlichenWi kleiner ist als".
Beweis: Natürlich folgt a) ausc), denn jeder Ẅurfel ist insbesondere ein
Quader. Genauso schnell folgta) ausb), denn hier k̈onnen wir einfach
die offenen QuaderQi durch ihre Abschl̈usse ersetzen.

Für die Umkehrungen gehen wir aus von einer NullmengeA und einem" > 0. Dazu gibt es QuaderQ1; Q2; : : : derart, daßA in der Vereinigung
allerQi enthalten ist und die Summe der Volumina der sämtlichenQi

kleiner ist als"=2.

Zum Beweis vonb) betrachten wir jeden QuaderQi = [a1; b1] � � � � � [an bn] auch eQi = (˜a1; ˜b1)� � � � � (˜an ˜bn) ,

wobei ˜ak und ˜bk jeweils so geẅahlt sind, daß ˜ak < ak � bk < ˜bk ist
und ˜bk � ˜ak < np2 (bk � ak). Dann ist eQi ein offener Quader, derQi

entḧalt und ḧochstens das doppelte Volumen vonQi hat. Somit ist die
Summe der Volumina dereQi kleiner als", undb) ist bewiesen.

Zum Beweis vonc) können wir fast genauso vorgehen; jetzt wählen
wir aber die ˜ak; ˜bk so, daß sie rationale Zahlen sind und imübrigen
dieselben Ungleichungen erfüllen wir oben. Dann isteQi = [˜a1; ˜b1] � � � � � [ ˜an ˜bn]

zwar kein Ẅurfel, aber eine Vereinigung volumenfremder Würfel: Be-
zeichnetN den Hauptnenner aller̃bk � �˜ak, so k̈onnen wir eQi unter-
teilen in Würfel der Kantenl̈ange 1=N , und die Summe der Volumina
der s̈amtlichen so erhaltenen Ẅurfel ist gleich der Summe der Volumina
aller eQi, also kleiner als".
Einige weitere elementare Eigenschaften von Nullmengen sind im fol-
genden Lemma zusammengefaßt:

Lemma: a) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.
b) Die Vereinigung endlich oder abzählbar vieler Nullmengen ist wieder
eine Nullmenge.

Beweis: a) Ist Y � Z undZ � Rn eine Nullmenge, so gibt es für jedes" > 0 eine Folge von QuadernQk, so daßZ in der Vereinigung allerQk
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liegt und die Summe der Volumina�(Qk) kleiner ist als". DaY in Z
enthalten ist,̈uberdecken dieQk auchY .

b) Z1; Z2; : : : seien endlich oder abzählbar viele Nullmenge. Zu jedem" > 0 gibt es dann f̈ur jedesZi QuaderQi1; Qi2; : : : derart, daßZi in der
Vereinigung dieser Quader enthalten ist und die Summe der Volumina�(Qij) kleiner ist als"=2i. Nehmen wir nun alleQij zusammen, so ist
die Vereinigung derZi darin enthalten und die Summe der Volumina

ist kleiner als

X1i=1

"

2i = ". Somit ist auch die Vereinigung derZi eine

Nullmenge.

Lemma: Eine Nullmenge hat keine innere Punkte. Insbesondere ist
keine nichtleere offene Menge Nullmenge.

Beweis: Ein Punktx 2 Z � Rn ist bekanntlich genau dann ein innerer
Punkt, wenn es ein" > 0 gibt, so daß auch alle Punktey 2 Rn mitkx� yk < " inZ liegen. Da alle Normen aufRn äquivalent sind, gibt es
dann auch ein" > 0, so daß dies für die Maximumsnorm gilt;Z entḧalt
also f̈ur ein gewisses" > 0 den offenen Ẅurfel aus alleny 2 Rn mitkx� yk1 < ", insbesondere also auch den abgeschlossenen Würfel aus
alleny 2 Rn mit kx� yk1 � "=2, Dieser ist aber, wie wir uns oben
überlegt haben, keine Nullmenge. Damit kann auchZ keine Nullmenge
sein, denn nach dem vorigen Lemma ist jede Teilmenge einer Nullmenge
selbst eine Nullmenge. Da jeder Punkt einer offenen Menge innerer
Punkt ist, kann damit auch keine nichtleere offene Menge Nullmenge
sein.

Wie wir oben gesehen haben, ist die durchxn = 0 definierte Hyperebene
in Rn eine Nullmenge. Entsprechend sollte man erwarten, daßjede
Teilmenge einer Dimension echt kleinern Nullmenge ist. Bevor wir so
etwas beweisen k̈onnen, m̈ußten wir aber zuallererst einmal wissen, was
die Dimensionen einerbeliebigen Teilmenge vonRn ist. Wir können
nicht einfach sagen, eine TeilmengeA � Rn seim-dimensional, wenn
sie sich als Bild einer TeilmengeA = '(B) einer injektiven Abbildung
einer TeilmengeB � Rm darstellen l̈aßt, denn durch eine Variante des
aus Kapitel 1 bekannten ersten CANTORschen Diagonalverfahrens läßt
sich zeigen, daßR undR 2 gleichm̈achtig sind, daß es also eine bijektive
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AbbildungR ! R 2 gibt. Mit vollständiger Induktion folgt dann leicht,
daß es f̈ur beliebigen;m 2 N auch eine bijektive AbbildungRm ! Rn

gibt.

Als nächsten Versuch k̈onnten wir verlangen, daß die Abbildung'

stetig sein soll. Leider bekommen wir auch damit Probleme, zumin-
dest wenn wir auch surjektive Abbildungen an Stelle von bijektiven
zulassen: 1890 konstruierte GUISEPPEPEANO eine stetige surjektive Ab-
bildung': [0; 1] ! [0; 1] � [0; 1]. Die Idee dazu, in einer 1891 von
DAVID HILBERT angegebenen Vereinfachung, ist folgende: Wir teilen
im ersten Schritt sowohl das IntervallI = [0; 1] als auch das QuadratQ = [0; 1]� [0; 1] in vier gleich große Teilintervallebzw. -quadrate. BeiI soll dasi-te Teilintervall einfach das von (i� 1)=4 bisi=4 sein, beiQ

wird die Sache etwas komplizierter, denn wir wollen eine Unterteilung,
bei der dasi-te Quadrat stets benachbart zum (i+ 1)-ten ist. Das k̈onnen
wir zum Beispiel durch das Schema2 3

1 4 erreichen.

Fürk > 1 gehen wir von der vorhandenen Unterteilung desk-ten Schritts
aus und unterteilen wieder jedes einzelne Intervall oder Quadrat in vier
Teile, so daß Quadrate mit aufeinanderfolgender Nummer benachbart
sind. Im zweiten Schritt k̈onnten wir dazu nach dem Schema

6 7 10 11
5 8 9 12
4 3 14 13
1 2 15 16

vorgehen: Die ersten vier Quadrate derk-ten Unterteilung sollen im
ersten der (k�1)-ten liegen, die n̈achsten vier im zweiten, und so weiter.
Damit auch noch nach der Unterteilung aufeinanderfolgendeQuadrate
benachbart sind, m̈ussen wir bei der Vierteilung darauf achten, daß das
jeweils vierte Teilquadrat an das nächste Quadrat der vorigen Stufe
angrenzt; die Numerierung der neuen Quadrate kann also nicht immer
nach dem Schema2 3

1 4 erfolgen, sondern wir m̈ussen beispielsweise auch
die relative Reihenfolge4 3

1 2 zulassen.

Jeder Punktx 2 I kann nun definiert werden durch eine Intervallschach-
telung aus IntervallenJk, wobeiJk eines der Teilintervalle derk-ten
Stufe ist. (Bei Punkten der Formi=4k haben wir hier mehrere M̈oglich-
keiten, was jedoch für das Ergebnis irrelevant ist.) Die Abbildung wird
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nun so konstruiert, daß dasi-te Intervall derk-ten Unterteilung auf dasi-te Quadrat derk-ten Unterteilung vonQ abgebildet werden soll. Man
überlegt sich leicht, daß wir dadurch eine Folge von ineinander enthal-
tenen Quadraten bekommen, deren waagrechte und senkrechteKanten
jeweils Intervallschachtelungen für reelle Zahleny undz sind. Mit der
Definition '(x) = (y; z) ist die HILBERTsche Kurve erkl̈art, und man
kann ohne gr̈oßere Schwierigkeiten zeigen, daß sie alle behaupteten Ei-
genschaften hat.' ist übrigens auch ein Beispiel einer stetigen, aber
nirgends differenzierbaren Funktion.

GUISEPPEPEANO (1858–1932) war Sohn eines Landar-
beiters und wuchs auf einem Bauernhof nahe Cuneo im
Piemont auf. 1870 brachte ihn ein Bruder seiner Mutter
nach Turin, wo er weiterf̈uhrende Schulen und schließ-
lich die Universiẗat besuchte. Dort wurde er 1880 As-
sistent und 1890 Professor. Bekannt ist er unter durch
einen Existenzsatz für Lösungen von Differentialglei-
chungen und ein Beispiel für nichteindeutige L̈osungen.
Die ber̈uhmten PEANO-Axiome für die naẗurlichen Zah-
len ver̈offentlichte er 1889, und zwar aus unerfindlichen
Gründen in lateinischer Sprache. Später bescḧaftigte er
sich vor allem mit Logik.

DAVID HILBERT (1862–1943) wurde in K̈onigsberg ge-
boren, wo er auch zur Schule und zur Universität ging.
Er promovierte dort 1885 mit einem Thema aus der In-
variantentheorie, habilitierte sich 1886 und bekam 1893
einen Lehrstuhl. 1895 wechselte er an das damalige Zen-
trum der deutschen wie auch internationalen Mathema-
tik, die Universiẗat Göttingen, wo er bis zu seiner Eme-
ritierung im Jahre 1930 lehrte. Seine Arbeiten umfassen
ein riesiges Spektrum aus unter anderem Invarianten-
theorie, Zahlentheorie, Geometrie, Funktionalanalysis,
Logik und Grundlagen der Mathematik sowie auch zur
Relativiẗatstheorie. Er gilt als einer der Väter der mo-
dernen Algebra.

Das Beispiel der von PEANO und HILBERT konstruierten Kurven zeigt
insbesondere, daß das Bild einer Nullmenge unter einer stetigen Abbil-
dung keine Nullmenge mehr sein muß: Identifizieren wir das Einheits-
intervall mit der Menge aller Punkte (x; 0) 2 R 2 mit 0 � x � 1, so ist
dies eine Nullmenge; das Bild dieser Menge unter der oben konstruierten
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stetigen Abbildung (x; 0) 7! '(x) aber ist ein Quadrat mit Seitenlänge
eins, also definitiv keine Nullmenge.

Solche Beispiele sind nicht mehr möglich, wenn wir an Stelle der bloßen
Stetigkeit eine sogenannte LIPSCHITZ-Bedingung fordern:

Definition: Die Funktionf :Z ! Rn auf der TeilmengeZ � Rn erfüllt
eine LIPSCHITZ-Bedingung mit LIPSCHITZ-Konstante� > 0, wenn f̈ur
allex; y 2 Z gilt: kf (x)� f (y)k1 � � kx� yk1 .

Ist Z eine offene Menge, so ist eine solche Funktion nicht nur stetig,
sondern sogar gleichm̈aßig stetig, denn für jedes" > 0 gilt für Æ = "=�,
daßkf (x)� f (y)k1 < " ist wann immerkx� yk1 < Æ ist.

RUDOLF OTTO SIGISMUND LIPSCHITZ (1832–1903)
wurde in Königsberg geboren und starb in Bonn. Am
besten bekannt ist er durch die gerade definierte LIP-
SCHITZ-Bedingung die f̈ur die Existenz und Eindeu-
tigkeit der L̈osungen von Differentialgleichungen ei-
ne große Rolle spielt. Sein Hauptarbeitsgebiet wa-
ren Differentialgleichungen und andere Hilfsmittel der
mathematischen Physik,beispielsweise Matrizengrup-
pen. Seine Arbeiten̈uber dynamische Systeme ha-
ben wichtige Anwendungen in der Himmelsmecha-
nik.

Lemma: Erfüllt die Abbildungf :Z ! Rn eine LIPSCHITZ-Bedingung
und istZ � Rn eine Nullmenge, so ist auchf (Z) eine Nullmenge.

Beweis: � sei eine LIPSCHITZ-Konstante f̈ur f und Q � Rn sei ein
kompakter Ẅurfel. Wir wollen uns als erster̈uberlegen, daß das Bildf (Q\Z) in einem Ẅurfel eQ liegt mit �( eQ) � (2�)n�(Q). FallsZ \Q
leer ist, gibt es nichts zu beweisen; andernfalls seix ein Punkt aus dem
Durchschnitt. Ista die Kantenl̈ange vonQ, so erf̈ullt jeder Punkty 2 Q
die Ungleichungkx� yk1 � a, denn in keiner dern Koordinaten
können sich zwei Punkte eines Würfels um mehr alsa unterscheiden.
Wegen der LIPSCHITZ-Bedingung ist daher für alley 2 Q \ Zkf (x)� f (y)k1 � � kx� yk1 = �a .
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Somit liegen alle diese Punkte im ẄurfeleQ =

�z 2 Rn �� kf (x)� zk1 � �a	
mit Mittelpunktf (x) und Kantenl̈ange 2�a. Sein Volumen ist�( eQ) = (2�a)n = (2�)nan = (2�)n�(Q) ,

wie behauptet.

Um nun zu zeigen, daßf (Z) eine Nullmenge ist, geben wir uns ein" > 0 vor. DaZ eine Nullmenge ist, k̈onnen wir Ẅurfel Q1; Q2; : : :

finden, so daßZ in der Vereinigung dieser Ẅurfel liegt und die Summe
von deren Volumina kleiner ist als"=(2�)n. Für jeden dieser Ẅurfel liegtf (Z \Qi) in einer Würfel mit Volumen kleiner (2�)n�(Qi), also wirdf (Z) von diesen Ẅurfeln überdeckt und ihr Gesamtvolumen ist kleiner
als". Damit istf (Z) als Nullmenge erkannt.

LIPSCHITZ-Konstanten sind oft nicht leicht direkt zu finden; darin un-
terscheiden sie sich nicht von den Konstanten aus dem BANACHschen
Fixpunktsatz. Dort haben wir in den̈Ubungen gesehen, daß für diffe-
renzierbare Funktionen der Mittelwertsatz der Differentialrechnung hier
oft nützlich ist. Genauso wird das auch hier sein; bevor wir das zeigen
können, m̈ussen wir uns zun̈achstüberlegen, daß sich beliebige offene
Mengen durch Quader

”
ausscḧopfen“ lassen:

Lemma: Jede offene TeilmengeU � Rn läßt sich als Vereinigung
höchstens abz̈ahlbar vieler volumenfremder (kompakter) Quader schrei-
ben.

Beweis: Wir bezeichnen einen Ẅurfel der Form�k1

2g ; k1 + 1
2g �� � � � � �k1

2g ; k1 + 1
2g � � Rn

als Baustein der Generationg 2 N . Offensichtlich istRn für jedesg

die volumenfremde Vereinigung aller Bausteine der Generation g, und
es gibt abz̈ahlbar viele solcher Bausteine.Eg sei die Vereinigung aller
Bausteine der Generationg, die vollsẗandig inU enthalten sind; das ist
offensichtlich f̈ur jedesg eine Teilmenge vonU , und auch die Vereini-
gung allerEg liegt inU .


