
Kapitel 6
Mehrdimensionale Integrale
Auch im Mehrdimensionalen ist die Integralrechnung nach der Diffe-
rentialrechnung das zweite Standbein der Analysis. Während allerdings
für Funktionen einer Veränderlichen Differentiation und Integration ein-
ander entgegengesetzte Operationen sind, ist die Situation hier kompli-
zierter: Die Ableitung einer reellwertigen Funktion mehrerer Ver̈ander-
licher ist schließlich keine reellwertige Funktion mehr, sondern eine
vektorwertige; so etwas wie eine Stammfunktion kann daher nur für
Funktionen inn Variablen mit Werten inRn existieren, die sogenannten
Vektorfeldern.Mit Vektorfeldern und Integralen darüber bescḧaftigt sich
die Analysis III; hier in der Analysis II geht es um einen Integralbegriff,
der die Fl̈acheninterpretation des eindimensionalenbestimmtenIntegrals
verallgemeinert. Anstelle eines Integrationsintervalls[a; b] können (und
müssen) wir imRn naẗurlich sehr viel allgemeinere Mengen betrachten;
um möglichst schnell zu Beispielen zu kommen, für die wir die bekann-
te eindimensionale Integrationstheorie verwenden können, beginnen wir
aber mit Integralen̈uber Quader. Der Zugang hier folgt im wesentlichen
dem von ROLF WALTER in seinerEinführung in die Analysis 2,der wie-
derum Argumente von SERGELANG verwendet, dem wohl produktivsten
Autor mathematischer B̈ucher im zwanzigsten Jahrhundert.

§1: Integration stetiger Funktionen über Quader
Unter einen Quader imRn wollen wir im folgenden, wenn nichts ande-
res gesagt wird, stets einenabgeschlossenen achsenparallelen Quader
verstehen, also eine Menge der FormQ =

nYi=1

[ai; bi] =

�

(x1; : : : ; xn)

�� ai � xi � bi für allei	 ,
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wobei jeweilsai � bi sein soll. Als zugeḧorigenoffenenQuader be-
zeichnen wir das entsprechende Produkt der offenen Intervalle, alsoÆQ =

def

nYi=1

(ai; bi) =

�

(x1; : : : ; xn)

�� ai < xi < bi für allei	 .

Im Eindimensionalen sind Quader natürlich einfach Intervalle; im Zwei-
dimensionalen sind sie achsenparallele Rechtecke.

Das mehrdimensionale Integral, das wir in diesem Kapitel betrachten
wollen, soll insbesondere auch zur Volumenbestimmung oder– besser –
zur Volumendefinitiondienen: F̈ur eine von krummen Flächen begrenz-
ten Teilmenge wissen wir schließlich selbst im Dreidimensionalen nicht
wirklich, wie wir ihr Volumen definieren sollen.

Dieses Problem stellte sich bereits den klassischen griechischen Ma-
thematikern; auf sie geht auch der Ansatz zurück, auf dem jeder
heute gebr̈auchliche Integralbegriff beruht: Wir können mit elemen-
taren Methoden die Volumina vieler geradlinig begrenzter Flächen und
Körper berechnen; durchExhaustionoderAusscḧopfungkonnten EUDO-
XOS (erste Ḧalfte des vierten vorchristlichen Jahrhunderts), ARCHIME-
DES (287–212) und andere viele kompliziertere Flächen und Volumina
zurückführen auf die bekannter Polygone und Körper.

Am einfachsten sind Rechtecke und Quader; wir definieren allgemein
das Volumen�(Q) eines Quaders imRn als Produkt seinern Kan-
tenl̈angen, d.h.�(Q) = �(

ÆQ) =

nYi=1

(bi � ai) für Q =

nYi=1

[ai; bi] .

Falls irgendeinai gleich dem zugeḧorigenbi ist, verschwindet dieses
Produkt; solcheentartetenQuader haben also das Volumen Null. Das
entspricht insofern unserem Alltagsgebrauch des Wortes Volumen, als
wir auch da einem Rechteck zwar eine Fläche zuordnen; wenn wir aber
aber vom (dreidimensionalen) Volumen reden, betrachten wir es als
Quader der Dicke Null und damit auch mit Volumen Null.

In der Tradition von EUDOXOSund ARCHIMEDESwollen wir komplizier-
te Volumina

”
ausscḧopfen“ durch Vereinigungen von Quadern; dabei

müssen wir naẗurlich darauf achten, daß sich diese nichtüberschneiden,
zumindest nicht so, daß der Durchschnitt ein positives Volumen hat.



133 Analysis II FSS 2010

Definition: Zwei QuaderQ und Q0 heißenvolumenfremd,wenn die
zugeḧorigen offenen Quader leeren Durchschnitt haben.

volumenfremd nicht volumenfremd

Als ersten Schritt in Richtung auf die Definition einesn-dimensionalen
Integrals definieren wir nun Integrale stetiger Funktionenüber Quader
in einer zwar sehr willk̈urlichen, daf̈ur aber unmittelbar zum Rechnen
geeigneten Weise:

Definition: f :D ! Rn sei eine stetige Funktion undQ =

nQi=1
[ai; bi]

sei ein inD enthaltener Quader. Dann istZQ f =

bnZan
0�� � �0� b2Za2

0� b1Za1

f (x1; : : : ; xn) dx1

1A dx2

1A � � �1A dxn

fürQ 6= ; und

R; f = 0.

Bei dieser Definition bezieht sich jede einzelne Integration nur aufeine
Variable; wenn wir̈uberdxi integrieren, betrachten wir diëubrigen Va-
riablenxj als festgehaltene Parameter. Beim innersten Integralüberdx1
halten wir alsox2 bisxn fest und integrieren nur̈uberx1; das Ergebnis ist
für jedes feste (n�1)-Tupel (x2; : : : ; xn) eine reelle Zahl und insgesamt
betrachtet eine Funktion, die nun nur noch von den Variablenx2 bisxn
abḧangt. Die zweite Integration eliminiert auch noch die Variable x2
und so weiter, bis wir zuletzt nur noch eine Funktion vonxn integrieren
und als Ergebnis eine reelle Zahl erhalten. Somit lassen sich bei allenn Integralen die in Kapitel 4 entwickelten Techniken anwenden.
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Für konkret gegebene Funktionenf lassen sich die so definierten Integra-
le, wie wir bald anhand von Beispielen sehen werden, meist problemlos
ausrechnen – zumindest, wenn wir die Stammfunktionen der jeweiligen
Integranden angeben können. Ansonsten haben wir mit dieser Definition
allerdings mindestens zwei Probleme:

Erstenskönnen wir nicht sicher sein, daß das Integralüberhaupt existiert:
Wie wir in Kapitel 4 gesehen haben, gibt es durchaus Funktionen einer
Veränderlichen, dienicht integrierbar sind. Zwar wissen wir, daß jede
stückweise stetige Funktion einer Veränderlichen integrierbar ist, und
wir habenf sogar als stetige Funktion vorausgesetzt, aber wir wissen
nicht, ob nach der ersten Integration die entstehende Funktion vonx2
bisxn noch stetig zumindest inx2 ist.

Zweitenshaben wir uns willk̈urlich darauf festgelegt, zuerstüberx1,
dannüberx2 und so weiter zu integrieren. Wenn wir bei einer anderen
Integrationsreihenfolge ein anderes Ergebnis bekommen, widerspricht
dies allem, was wir von einem sinnvoll definierten Integral erwarten.
Außerdem kann es auch aus praktischen Gründen gelegentlich sehr
viel einfacher sein, die Integrationen in einer anderen Reihenfolge aus-
zuführen.

Das erste Problem läßt sich gl̈ucklicherweise recht einfach lösen: Wie
das folgende Lemma induktiv zeigt, sind für eine stetige Funktionf

auch alle Zwischenintegranden stetig:

Lemma: D � Rn sei eine offene Menge, [a; b] � R ein abgeschlosse-
nes Intervall undeD � Rn�1 eine offene Menge derart, daß [a; b] � eD

in D liegt. Für eine stetige Funktionf :D ! R definiert dann die Zu-
ordnung F (y) =

def

bZa f (x; y) dx

eine stetige FunktionF : eD ! R .

Beweis:Wegen der Stetigkeit vonf insbesondere auch inx integrieren
wir f ür jedes festey 2 eD über eine stetige Funktion; das Integral
existiert also. Um die Stetigkeit vonF zu beweisen, benutzen wir die
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Charakterisierung durch Folgen:F ist genau dann stetig in einem Punkty0 2 eD, wenn f̈ur jede gegeny0 konvergierende Folge (yk)k2N auch die
Folge der FunktionswerteF (yk) gegenF (y0) konvergiert, wenn es also
zu jedem" > 0 einN 2 N gibt, so daßjF (yk)� F (y0)j < " ist für allek � N .

Wegen der Lineariẗat der (eindimensionalen) Integration und der Mono-
tonieregel istjF (yk)� F (y0)j =

������ bZa f (x; yk) dx� bZa f (x; y0) dx������

=

������ bZa �f (x; yk)� f (x; y0)

� dx������

� bZa jf (x; yk)� f (x; y0)j dx ,

und das k̈onnen wir weiter abscḧatzen, falls wir eine handhabbare obere
Schranke f̈ur den Integranden finden. Dazu verhilft uns ein Kompakt-
heitsargument:

Wir beginnen mit der MengeY � Rn�1 bestehend ausy0 und denyk

mit k 2 N . Diese ist kompakt, denn jede offeneÜberdeckungU vonY

entḧalt insbesondere eine offene MengeU , diey0 entḧalt. Damit entḧaltU auch f̈ur irgendein" > 0 alley 2 Rn�1 mit ky � y0k1 < ", also gibt
es wegen der Konvergenz der Folge (yk)k2N gegeny0 einN 2 N , so daßyk 2 U für allek � N . Damit entḧalt U alle yk mit höchstens endlich
vielen Ausnahmen. F̈ur jede dieser Ausnahmen gibt es (mindestens) eine
offene MengeV 2 U, in der sie enthalten ist; also gibt es eine endliche
Teilüberdeckung vonU.

Somit istY nach dem Satz von HEINE-BOREL abgeschlossen und be-
schr̈ankt, und damit gilt naẗurlich dasselbe auch für [a; b] � Y , so daß,
wieder nach dem Satz von HEINE-BOREL, auch diese Menge kompakt
ist. Nach dem letzten Lemma aus Kapitel 5,x4a) ist die stetige Funkti-
onf daher auf der Teilmenge [a; b]�Y gleichm̈aßig stetig, es gibt also
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zu jedem" > 0 einÆ > 0, so daßjf (x; y)� f (x�; y�)j < " ist für alle
(x; y); (x�; y�) 2 D mitk(x; y)� (x�; y�)k1 = max

�jx� x�j ; ky � y�k1	 < Æ .

Dies gilt insbesondere für alle Punkte (x; y0) und (x; yk) aus [a; b] � Y
mit ky0 � ykk1 < Æ, und wegen der Konvergenz der Folge (yk)k2N
gegeny0 gibt es einN 2 N , so daß dies f̈ur allek � N erfüllt ist. Für
diesek ist daher auchjf (x; y0)� f (x; yk)j < " für allex 2 [a; b].
Um nun die Konvergenz der Folge derF (yk) gegenF (y0) zu beweisen,
betrachten wir irgendein" > 0. Wie wir gerade gesehen haben, gibt es
dazu einN 2 N , so daßjf (x; y0)� f (x; yk)j < "b� a für allek � N und allex 2 [a; b] .

Damit ist nach der ersten Abschätzung dieses Beweises für k � N auch

jF (yk)� F (y0)j � bZa "b� a dx = " ,

die Folge konvergiert also gegenF (y0) undF ist stetig iny0. Day0 2 eD

beliebig war, istF stetig aufeD.

Auch für unserer zweites Problem brauchen wir als ersten Schritt zu einer
Lösung ein Lemma nach Art des gerade bewiesenen, jetzt allerdings
für differenzierbare Funktionen, wobei wir uns auf zunächst aufR 2

beschr̈anken wollen:

Lemma: I � R sei ein Intervall,D � R 2 sei eine offene Menge, die
[a; b] � I enthalte, undf :D ! R erfülle die beiden Bedingungen
1.) Für jedesy 2 [; d] ist die Funktionx 7! f (x; y) stetig auf [a; b]
2.) Die partielle Ableitungfy existiert in jedem Punkt (x; y) aus

[a; b] � [; d] und ist dort stetig. Dann definiert die Vorschrift

F (y) =
def

bZa f (x; y) dx
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eine in jedem Punktx 2 [a; b] stetig differenzierbare FunktionF

und F 0(y) =

bZa fy(x; y) dx .

Beweis:Wir beschr̈anken uns zun̈achst auf den Fall, daßI = [; d]
ein kompaktes Intervall ist und zeigen, daß der Differenzenquotient
für h! 0 gegen das rechtsstehende Integral konvergiert, d.h.

limh!0

F (y0 + h)� F (y0)h =

bZa fy(x; y0) dx .

für alle y0 2 [; d]. Liegt auchy0 + h in [; d], können wir den
Zähler schreiben alsF (y0 + h)� F (y0) =

bZa f (x; y0 + h) dx� bZa f (x; y0) dx

=

bZa �f (x; y0 + h)� f (x; y0)

� dx .

Da f bez̈uglich y eine Stammfunktion vonfy ist, können wir den
Integranden weiter ausrechnen als

f (x; y0 + h)� f (x; y0) =

y0+hZy0

fy(x; y) dy ,

und nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung aus Kapitel 4,xa3)gibt es ein� 2 [0; 1], so daß dieses Integral gleichhfy(x; y0+�h)
ist. Somit istf (x; y0 + h)� f (x; y0) = hfy(x; y0 + �h) ,

also F (y0 + h)� F (y0)h =

bZa f (x; y0 + �h) dx .
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Wir müssen zeigen, daß wir beim Grenzübergangh! 0 auch rechts
einfachh = 0 setzen k̈onnen. Dazu verwenden wir die Kompaktheit
von [a; b]� [; d]: Nach Voraussetzung istfy dort stetig, also wegen
der Kompaktheit nach dem letzten Lemma aus Kapitel 5,x4a) sogar
gleichm̈aßig stetig. Daher gibt es zu jedem� > 0 einÆ > 0, so daß��fy(x; y)� fy(x�; y�)�� < � falls k(x; y)� (x�; y�)k1 < Æ .

Insbesondere ist alsojf (x; y0 + �h)� f (x; y0)j < �, falls j�hj < Æ,
also erst recht, wennjhj < Æ ist. Somit ist������F (y + h)� F (y)h � bZa fy(x; y) dx������

=

������ bZa fy(x; y0 + �h) dx� bZa fy(x; y) dx������

� bZa ��fy(x; y0 + �h)� fy(x; y0)

�� dx < � � (b� a)

für alleh mit jhj < Æ.
Zum Abschluß des Beweises für kompakte Intervalle betrachten wir
irgendein" > 0 und setzen� = "=(b� a). Für jhj < Æ ist dann������F (y + h)� F (y)h � bZa fy(x; y) dx������ < � � (b� a) = " ,

das heißt

limh!0

F (y + h)� F (y)h =

bZa fy(x; y) dx .

Damit ist die Differenzierbarkeit vonF und auch die behauptete Formel
für F 0 gezeigt.

Bleibt noch der Fall, daßI kein kompaktes Intervall ist. Dann liegt trotz-
dem jedesy 2 I in einem kompakten Teilintervall; da die Behauptung
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für alle Punkte aus diesem Teilintervall richtig ist, gilt sie insbesondere
für y, also, day beliebig war, f̈ur alle Punkte ausI.

Damit können wir nun zeigen, daß das oben definierte Integral einer
stetigen Funktion̈uber einen Quader unabhängig ist von der Integrati-
onsreihenfolge. Wir betrachten zunächst den Fall einer stetigen Funktion
zweier Variablen; hier ist die Behauptung die folgende schwache Form
des Satzes von FUBINI :

Satz: f :D ! R sei eine stetige Funktion auf der offenen TeilmengeD � R 2. Für ein Rechteck [a; b] � [; d] � D ist dannbZa
0� dZ f (x; y) dy1A dx =

dZ
0� bZa f (x; y) dx1A dy .

Beweis:Wir betrachten die beiden FunktionenF (x) =

xZa
0� dZ f (�; y) dy1A d� und G(x) =

dZ
0� bZa f (x; y) dx1A dy ;

die Behauptung ist dann̈aquivalent zur GleichungF (b) = G(b). Nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und den beiden
vorigen Lemmata istF 0(x) =

dZ f (x; y) dx = G0(x) ,F undG unterscheiden sich also höchstens um eine additive Konstante.
DaF (a) = G(a) = 0 ist, muß diese aber verschwinden, d.h.F (x) = G(x)
für allex und damit insbesondere für x = b.
Wie wir in den Übungen sehen werden, kann sich der Aufwand für
die Berechnung der beiden Seiten der Gleichung im Satz von FUBI-
NI deutlich unterscheiden; der Satz hat also durchaus auch praktische
Bedeutung. Um ihn auf Funktionen vonn > 2 Variablen zu verallge-
meinern, beachten wir, daß sich jede Permutation� der n Variablenx1; : : : ; xn als Produkt von Transpositionen schreiben läßt, d.h. also als
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Produkt von Vertauschungen zweier Variablenxi und xj . Tats̈achlich
können wir� sogar als Produkt von Vertauschungen benachbarter Va-
riablen schreiben: Bezeichnet nämlich (i j) für i < j die Vertauschung
vonxi undxj , so ist die Hintereinanderausführung (j j +1)(i j)(j j +1)
gleich (i j + 1). Somit folgt induktiv, daß sich die Transposition (i j) miti < j schreiben l̈aßt als

(j�1 j)(j�2 j) � � � (i+1i+2)(i i+1)(i+1i+2) � � � (j�2 j�1)(j�1 j) .

Auf die Vertauschung zweier benachbarter Variablen können wir aber
den gerade bewiesenen Satz anwenden.

Daher k̈onnen wir in der FormelZQ f =

bnZan
0�� � �0� b2Za2

0� b1Za1

f (x1; : : : ; xn) dx1

1A dx2

1A � � �1A dxn

die Reihenfolge dern Integrationen beliebig permutieren.

Der italienische Mathematiker GUIDO FUBINI (1879–
1943) arbeitete zun̈achst auf dem Gebiet der Diffe-
rentialgeometrie, interessierte sich dann aber immer
mehr f̈ur analytische Themen wie Differentialgleichun-
gen und Funktionen mehrerer komplexer Veränderli-
cher. 1901 wurde er Professor in Catania auf Sizilien,
sp̈ater in Genua und ab 1908 in Turin, wo er blieb, bis er
1939 trotz seiner angegriffenen Gesundheit wegen des
italienischen Faschismus nach USA emigrierte und ans
Institute for Advanced Study in Princeton wechselte.
Der hier zitierte Satz ist zwar sein bekanntestes, aber
ganz sicher nicht sein bedeutendstes Ergebnis.

Damit sind beide der gleich nach der Definition erwähnten Probleme
gelöst und wir k̈onnen unbesorgt mit den so definierten Integral rech-
nen. Wir wollen als n̈achstes einige zwar ziemlich offensichtliche, aber
dennoch zu beweisende weitere Eigenschaften zusammenstellen:

Zerlegungsregel: Läßt sich der QuaderQ als Vereinigung der paarwei-
se volumenfremden QuaderQ1; : : : ; Qr schreiben, so istZQ f =

ZQ1

f + � � � + ZQr f .
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Zum Beweisschreiben wirQ =

nYi=1

[ai; bi] und Qj =

nYi=1

[a(j)i ; b(j)i ] .

Im Falle n = 1 haben wir dann einfach ein Zerlegung des Intervalls
[a1; b1] in Teilintervalle; durch Umordnung derQj können wir errei-
chen, daßa1 = a(1)

1 � b(1)
1 = a(2)

1 � b2
1 = a(3)

1 � � � � b(r�1)
1 = a(r)

1 � b(r)
1 = b1

ist, und wie wir aus Kapitel 4 wissen, istb1Za1

f (x1) dx1 =

rXj=1

bj1Z
a(j)

1

f (x1) dx1 .

Leider k̈onnen wir diese Zerlegung für n > 1 nicht einfach durch die
Definition durchziehen, denn unsere Quaderzerlegung muß nicht von
festen Zerlegungen der Intervalle [ai; bi] induziert sein. Wir k̈onnen
sie allerdings so verfeinern, daß dies der Fall ist, indem wir die Qua-
derQj noch weiter zerlegen: F̈ur jedesi betrachten wir die Menge der

sämtlichenaji undbji und ordnen sie der Größe nach zu einer Folgeai = i1 < i2 < : : : < iri = bi ,

wobei wir mehrfach vorkommende Zahlen nur einfach berücksichtigen.
Dann betrachten wir die (in der Zeichnung gestrichelten)

Qni=1 ri Quader
der Form rYi=1

[iji ; i;ji+1] .
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Auch sie bilden eine Zerlegung des QuadersQ durch paarweise volu-
menfremde Teilquader, und für jeden der QuaderQj bildet die Teilmen-
ge jener Quader, die inQj liegen, eine Zerlegung vonQj , die ebenfalls
von dieser speziellen Form ist. Es genügt daher, wenn wir zeigen, daß
die Behauptung f̈ur diese spezielle Zerlegung vonQ gilt, und da folgt
sie induktiv aus der Definition von

RQ f und der obigen Formel für den
Fall n = 1.

Monotonieregel: Ist f (x) � g(x) für allex 2 Q, so ist

RQ f � RQ g.

Insbesondere ist

���RQ f ��� � RQ jf j .

Beweis:Für den eindimensionalen Fall kennen wir die Monotonieregel
aus Kapitel 4; die Verallgemeinerung aufn-dimensionale Quader folgt
aus der Definition von

RQ f sofort durch vollsẗandige Induktion. Die
Aussagëuber den Betrag wiederum folgt daraus wegen der Ungleichung� jxj � x � jxj.
Aus den beiden vorigen Regeln folgt sofort

Korollar: f :D ! R sei stetig auf der offenen MengeD � Rn und die
QuaderQ;Q1; : : : ; Qr seien Teilmengen vonD.
a) IstQ � Q1 [ � � � [Qr, so istZQ f � ZQ1

f + � � � + ZQr f .

b) IstQ1 [ � � � [Qr � Q und sind dieQi paarweise volumenfremd, so
ist ZQ1

f + � � � + ZQr f � ZQ f .

Beweis: a)Durch Unterteilung k̈onnen wir annehmen, daßQ die Verei-
nigung gewisser volumenfremderQi ist; dann ist

RQ f die Summe der

entsprechenden

RQi f . Die restlichen

RQj f sind wegen der Nichtnega-
tivit ät vonf allesamt gr̈oßer oder gleich null.

b) Hier können wir durch Unterteilung annehmen, daßQ die volumen-
fremde Vereinigung derQi zusammen mit einigen weiteren QuadernQj � Q ist. Da

RQj f � 0 für allej, folgt auch hier die Behauptung.
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Linearität: Für zwei stetige Funktionenf; g:D ! R unda; b 2 R gilt
für einen QuaderQ � D � RnZQ(af + bg) = a ZQ f + b ZQ g .

Der Beweisfolgt induktiv aus der entsprechenden Aussage im Eindi-
mensionalen.

Lemma: Für jedes 2 R ist

RQ  =  � �(Q).

Beweis:Auch dies folgt induktiv aus dem entsprechenden Lemma für
den eindimensionalen FallbZa  dx = (b� a) .

Damit haben wir Integralëuber Quader recht gut verstanden; in vielen
Anwendungen m̈ussen wir aber̈uber allgemeinere Teilmengen vonRn

integrieren. Als ersten Zwischenschritt in Richtung auf entsprechende
Integrale betrachten wir stetige Funktionen, die außerhalb eines Quaders
verschwinden:

Definition: a) Für eine TeilmengeX � Rn ist derAbschlußX vonX

die kleinste abgeschlossene TeilmengeY � Rn , dieX entḧalt, d.h. der
Durchschnitt aller abgeschlossener TeilmengenZ � Rn , dieX enthal-
ten.
b) f :D ! R sei eine stetige Funktion auf der offenen MengeD � Rn .
DerTrägervonf ist der Abschluß der Menge allerx 2 D, für dief (x)
nicht verschwindet, d.h. die Menge Tr(f ) =

�x 2 D �� f (x) 6= 0

	

.
c) Eine stetige Funktionf :D ! R heißt Funktion mit kompaktem
Träger,falls Tr(f ) eine kompakte Teilmenge vonRn ist.
d) C0(D; R ) ist die Menge aller stetiger FunktionenD ! R undK0(D; R ) die Teilmenge der Funktionen mit kompaktem Träger.C0(D; R ) ist ein Vektorraum, da jede Linearkombination stetiger Funk-
tionen wieder stetig ist, undK0(D; R ) ist ein Untervektorraum, denn
der Tr̈ager einer Linearkombination zweier Funktionenf; g ist enthalten
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in der Vereinigung der Träger vonf und vong. Bei der Definition eines
möglichst allgemeinenn-dimensionalen Integrals werden die Funktio-
nen mit kompaktem Träger im folgenden die gleiche Rolle spielen wie
die Treppenfunktionen bei der Definition des RIEMANN-Integrals f̈ur
Funktionen einer Veränderlichen.

Da jede kompakte Teilmenge vonRn beschr̈ankt ist, liegt sie insbeson-
dere in einem Quader; für eine Funktionf : Rn ! R mit kompaktem
Träger gibt es also einen QuaderQ � Rn , so daßf (x) = 0 für allex 6= Q. Daf nach Definition stetig auf ganzRn und damit insbesondere
auch aufQ ist, existiert das Integral̈uberQ und wirdefinierenZRn f =

ZQ f .

Diese Definition ist nur sinnvoll, wenn wir zeigen können, daß sie nicht
vom QuaderQ abḧangt; das ist aber einfach, denn sindQ; eQ zwei
Quader, die den Träger vonf enthalten, so liegt der Träger auch im
DurchschnittQ \ eQ. Wie im Beweis der Zerlegungsregel können wir
QuaderQ1; : : : ; Qr finden derart, daß sowohlQ als aucheQ als auch der
DurchschnittQ\ eQ Vereinigung gewisserQi sind. AlleQi, die nicht inQ\ eQ liegen, sind disjunkt zum Träger vonf ; nach der Zerlegungsregel
sind sowohl

RQ f als auch

ReQ f als auch

RQ\eQ f gleich der Summëuber

diejenigen
RQi f , für dieQi im DurchschnittQ \ eQ liegt.

Für die Konstruktion allgemeinerer Integrale wollen wir alserstes Inte-
grale allgemeinerer als der bisher betrachteten Funktionen überRn defi-
nieren; danach wollen wir aucḧuber allgemeinere Teilmengen vonRn

integrieren.

Für beides ist es wichtig,K0(Rn ; R ) zu einemnormiertenVektorraum
zu machen. Um zu sehen, daß nicht auf jedem normierten Vektorraum
alle Normen, so wie aufRn , äquivalent sein m̈ussen, definieren wir
gleich zwei Normen: Die erste Norm, die L1-Norm ist definiert alskfk1 =

ZRn f ;

nach Definition einer Funktion mit kompaktem Träger existiert dieses
Integral f̈ur jede Funktion mit kompaktem Träger.
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Als zweite Norm aufK0(Rn ; R ) betrachten wir die Supremumsnormkfk1 = sup

�jf (x)j �� x 2 Rn	 .

Für Funktionen mit kompaktem Träger ist das Supremum des Betrags
überRn gleich dem Supremum vonjf (x)j über den kompakten Träger,
denn auchjf (x)j ist eine stetige Funktion ist. Damit ist dieses Supremum
nach dem Satz vom Maximum gleich dem Funktionswert an einem Punkt
im Träger, also eine reelle Zahl.

Wir bezeichnen den normierten VektorraumK0(Rn ; R ) mit der L1-
Norm ausK0

1(Rn ; R ); mit der Supremumsnorm bezeichnen wir ihn
als K01(Rn ; R ). Bez̈uglich beider Normen ist der Vektorraum nicht
vollständig:

Betrachten wir etwa die Folge der Funktionenfk: R ! R mit

fk(x) =

8>><>>:

0 fallsx =2 (0; 2)kx falls 0� x � 1k

1 falls 1k � x � 2� 1kk(2� x) falls 2� 1k � x � 2

.

0 1k 2� 1k1 2

Sie konvergiert punktweise gegen die Funktionf : R ! R mitf (x) =

�

0 fallsx =2 (0; 2)
1 fallsx 2 (0; 2)

,

denn f̈ur jedesx 2 (0; 2) gibt es einN 2 N , so daß1k � x � 2� 1k
für alle k � N . Diese Funktion ist unstetig an den Sprungstellen beix = 0 undx = 2, liegt also insbesondere nicht inK0(R ; R ). Trotzdem
ist die Folge derfk eine CAUCHY-Folge, denn f̈ur ` � k stimmen die
Funktionenfk undfl überein außer in den beiden Intervallen (0; 1k ) und
(2� 1k ; 2). Diese haben jeweils die Länge1k , und da alle Funktionswerte
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in [0; 1] liegen, ist dortjf`(x)� fk(x)j � 1. Daher istkf` � fkk1 =

ZR jf` � fkj � 2k .

Wählen wir also zu vorgegebenem" > 0 einN 2 N mit 2=N < ",
so istkf` � fkk < " für allek; ` � N , die Folge (fk)k2N ist also eine
CAUCHY-Folge bez̈uglich der L1-Norm, konvergiert aber nicht gegen
eine Funktion ausK0(R ; R ).

Bez̈uglich der Supremumsnorm ist (fk)k2N keine CAUCHY-Folge, denn
für k � ` ist f`� 1`�� fk( 1`� = 1� k` , und das ist f̈ur ` � 2k stets gr̈oßer
als 1

2.

Es gibt allerdings auch CAUCHY-Folgen bez̈uglich der Supremumsnorm,
die nicht gegen ein Element vonK0(R ; R ) konvergieren. Als Beispiel
betrachten wir die Funktioneng(x) = e�x2

undgk(x) =

8<: e�x2

falls jxj � ke�k2�jk + 1j � jxj� falls k � jxj � k + 1
0 sonst

.

Offensichtlich liegen allegk in K0(R ; R ), denn sie sind stetig und der

Träger [�k�1; k+1] ist kompakt. F̈ur ` � k ist jg`(x)� gk(x)j � e�k2

für alle x 2 R , also istkgk � g`k < e�N2

für alle k; ` � N und
wie haben eine CAUCHY-Folge bez̈uglich der Supremumsnorm. Da die
Grenzfunktiong für kein x 2 R verschwindet, hatg aber naẗurlich
keinen kompakten Träger.

Man könnte die Unvollsẗandigkeit vonK0(R ; R ) bez̈uglich beider Nor-
men als Nachteil sehen, tatsächlich aber das genaue Gegenteil der Fall:
Die Funktionen, die uns wirklich interessieren, haben schließlich nur
in den seltensten F̈allen kompakte Tr̈ager, und zumindest gelegentlich
müssen wir auch Funktionen mit Sprungstellen betrachten, beispiels-
weise bei Kostenfunktionen mit Rabattstaffeln. Wie wir sehen werden,
lassen sich fast alle solche Funktionen als Grenzwerte von CAUCHY-
Folgen von Funktionen mit kompaktem Träger bez̈uglich der L1-Norm
realisieren, die zur Vollständigkeit vonK0

1(R ; R )
”
fehlenden“ Funktio-

nen sind also genau die Funktionen, die uns interessieren.


