Kapitel 6
Mehrdimensionale Integrale

Auch im Mehrdimensionalen ist die Integralrechnung nachhiéfe-
rentialrechnung das zweite Standbein der Analysigh¥¥nd allerdings
fur Funktionen einer Vénderlichen Differentiation und Integration ein-
ander entgegengesetzte Operationen sind, ist die Siuaigo kompli-
zierter: Die Ableitung einer reellwertigen Funktion metereVerander-
licher ist schlie3lich keine reellwertige Funktion mehondern eine
vektorwertige; so etwas wie eine Stammfunktion kann dalerfir
Funktionen i Variablen mit Werten ifR™ existieren, die sogenannten
VektorfeldernMit Vektorfeldern und Integralen daber beschftigt sich
die Analysis Ill; hier in der Analysis Il geht es um einen Igtalbegriff,
der die Fcheninterpretation des eindimensionddestimmtemntegrals
verallgemeinert. Anstelle eines Integrationsintenallsh] konnen (und
missen) wir imR™ natirlich sehr viel allgemeinere Mengen betrachten;
um mdglichst schnell zu Beispielen zu kommeiar, flie wir die bekann-
te eindimensionale Integrationstheorie verwendimien, beginnen wir
aber mit Integralefiber Quader. Der Zugang hier folgt im wesentlichen
dem von RLF WALTER in seinerEinfihrung in die Analysis 2jer wie-
derum Argumente VOnERGEL ANG verwendet, dem wohl produktivsten
Autor mathematischeriBher im zwanzigsten Jahrhundert.

§81: Integration stetiger Funktionen Uber Quader

Unter einen Quader iR™ wollen wir im folgenden, wenn nichts ande-
res gesagt wird, stets einabgeschlossenen achsenparallelen Quader
verstehen, also eine Menge der Form

Q=[]la;» b.1= {(@1,...,x,) | a; < z; < b, furallei},
=1
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wobei jeweilsa; < b; sein soll. Als zugetrigen offenenQuader be-
zeichnen wir das entsprechende Produkt der offenen Inleradso

Q d=ef1:|1:(ai’ b) = {(xy,...,2,) | a; < z; < b, furallei} .

Im Eindimensionalen sind Quader iidich einfach Intervalle; im Zwei-
dimensionalen sind sie achsenparallele Rechtecke.

Das mehrdimensionale Integral, das wir in diesem Kapitéiaobten
wollen, soll insbesondere auch zur Volumenbestimmung-etlesser —
zur Volumenrefinitiondienen: kir eine von krummen Bchen begrenz-
ten Teilmenge wissen wir schlief3lich selbst im Dreidimenalen nicht
wirklich, wie wir ihr Volumen definieren sollen.

Dieses Problem stellte sich bereits den klassischen gsigdn Ma-
thematikern; auf sie geht auch der Ansatzimk; auf dem jeder
heute gebiuchliche Integralbegriff beruht: Wirdknen mit elemen-
taren Methoden die Volumina vieler geradlinig begrenztéacken und
Korper berechnen; dur&xhaustioroderAussclpfungkonnten EJDO-
x0s (erste Hilfte des vierten vorchristlichen JahrhundertsCAIME-
DES (287—-212) und andere viele komplizierteréé¢tien und Volumina
zurickfuhren auf die bekannter Polygone undrier.

Am einfachsten sind Rechtecke und Quader; wir definiergyealkin
das Volumenu(Q) eines Quaders inR™ als Produkt seinen Kan-
teningen, d.h. n n

wQ) = u(@) = H(bi —a;) fur Q= H[aiv bil -

=1 i=1

Falls irgendeim; gleich dem zugelrigeny; ist, verschwindet dieses
Produkt; solcheentartetenQuader haben also das Volumen Null. Das
entspricht insofern unserem Alltagsgebrauch des Wortésnén, als
wir auch da einem Rechteck zwar ein@é¢thie zuordnen; wenn wir aber
aber vom (dreidimensionalen) Volumen reden, betrachtenewials
Quader der Dicke Null und damit auch mit Volumen Null.

In der Tradition von BDOXx0sund ARCHIMEDESwollen wir komplizier-

te Volumina, ausscbpfen* durch Vereinigungen von Quadern; dabei
mussen wir ndirlich darauf achten, daf? sich diese nighérschneiden,
zumindest nicht so, daf3 der Durchschnitt ein positives el hat.
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Definition: Zwei Quader@ und Q' heiRenvolumenfremdwenn die
zugelbrigen offenen Quader leeren Durchschnitt haben.

I:_

volumenfremd nicht volumenfremd

Als ersten Schritt in Richtung auf die Definition eineslimensionalen
Integrals definieren wir nun Integrale stetiger Funktiofiber Quader
in einer zwar sehr willlrlichen, dafir aber unmittelbar zum Rechnen
geeigneten Weise:

Definition: f: D — R" sei eine stetige Funktion ur@ = [][a;, b;]
=1
sei ein inD enthaltener Quader. Dann ist
by by

/Qf:/"" ([ smin) as) ) s

fur@ #0und [, f =0.

Bei dieser Definition bezieht sich jede einzelne Integratiar aufeine
Variable; wenn wiriberdz, integrieren, betrachten wir digbrigen Va-
riablenz; als festgehaltene Parameter. Beim innersten Intédpeidz,
halten wir alsac, bisz,, festund integrieren niirberz; das Ergebnis ist
fur jedes fester{ — 1)-Tupel &5, . . ., z,,) eine reelle Zahl und insgesamt
betrachtet eine Funktion, die nun nur noch von den Variabldois z,,
abrangt. Die zweite Integration eliminiert auch noch die Vakéar,
und so weiter, bis wir zuletzt nur noch eine Funktion wgnintegrieren
und als Ergebnis eine reelle Zahl erhalten. Somit lassénikscallen
n Integralen die in Kapitel 4 entwickelten Techniken anwende
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Fur konkret gegebene Funktiongtassen sich die so definierten Integra-
le, wie wir bald anhand von Beispielen sehen werden, meistiepmlos
ausrechnen — zumindest, wenn wir die Stammfunktionen deziligen
Integranden angebeknen. Ansonsten haben wir mit dieser Definition
allerdings mindestens zwei Probleme:

Erstenskodnnen wir nicht sicher sein, dal? das Integitz¢rhaupt existiert:
Wie wir in Kapitel 4 gesehen haben, gibt es durchaus Fun&ti@iner
Veranderlichen, dieicht integrierbar sind. Zwar wissen wir, dal3 jede
stiickweise stetige Funktion einer \arderlichen integrierbar ist, und
wir habenf sogar als stetige Funktion vorausgesetzt, aber wir wissen
nicht, ob nach der ersten Integration die entstehende Fwmion x,

bis x,, noch stetig zumindest i, ist.

Zweitenshaben wir uns willirlich darauf festgelegt, zuergberz,
dannuibetz, und so weiter zu integrieren. Wenn wir bei einer anderen
Integrationsreihenfolge ein anderes Ergebnis bekommaterspricht
dies allem, was wir von einem sinnvoll definierten Integnalarten.
AuBerdem kann es auch aus praktischen@den gelegentlich sehr
viel einfacher sein, die Integrationen in einer anderem&wblge aus-
zufuhren.

Das erste Problermaf3t sich glicklicherweise recht einfacldsen: Wie
das folgende Lemma induktiv zeigt, sindrfeine stetige Funktiorf
auch alle Zwischenintegranden stetig:

Lemma: D C R" sei eine offene Mengeg[ b] C R ein abgeschlosse-
nes Intervall und C R*~* eine offene Menge derart, daf [b] x D
in D liegt. Fir eine stetige Funktiori: D — R definiert dann die Zu-
ordnung

b
FO) g, [ fendo

eine stetige Funktiod: D — R.

Beweis:Wegen der Stetigkeit vofi insbesondere auch mintegrieren
wir fUr jedes festey € D Uber eine stetige Funktion; das Integral
existiert also. Um die Stetigkeit voR' zu beweisen, benutzen wir die
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Charakterisierung durch FolgeR:ist genau dann stetig in einem Punkt
Yo € D, wenn fir jede gegen, konvergierende Folge(),cy auch die
Folge der Funktionswertg(y,,) gegenF'(y,) konvergiert, wenn es also
zu jedene > 0 einN € N gibt, so da3F(y,) — F(yo)| < e istfuralle
k> N.

Wegen der Lineardt der (eindimensionalen) Integration und der Mono-
tonieregel ist

b b
Fyy) — Flyo)| = / fe, ) dee / £, o) de

b

= / (F@u) — (@, y0) da

a

b
< / ) — o) de,

und das knnen wir weiter abs@izen, falls wir eine handhabbare obere
Schranke {ir den Integranden finden. Dazu verhilft uns ein Kompakt-
heitsargument:

Wir beginnen mit der Meng® c R"~! bestehend aug, und deny,

mit & € N. Diese ist kompakt, denn jede offebéerdeckundl vonY
enthaltinsbesondere eine offene Mergedie y, enthalt. Damit entfalt

U auch firirgendeire > 0 alley € R™~* mit ||y — yo|., < &, also gibt

es wegen der Konvergenz der Folgg), .y gegeny, ein N € N, so dal

y, € U fur allek > N. Damit entlalt U alle y,, mit hochstens endlich
vielen Ausnahmen.i jede dieser Ausnahmen gibt es (mindestens) eine
offene Mengé/ € 41, in der sie enthalten ist; also gibt es eine endliche
Teiluberdeckung vo#sl.

Somit istY nach dem Satz von #EINE-BOREL abgeschlossen und be-
schiankt, und damit gilt natrlich dasselbe auclif [a, b] x Y, so daR,
wieder nach dem Satz vongtle-BOREL, auch diese Menge kompakt
ist. Nach dem letzten Lemma aus Kapitek8a) ist die stetige Funkti-
on f daher auf der Teilmenge | b] x Y gleichn&aRig stetig, es gibt also
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zu jedeme > 0 eind > 0, so dal3f(z,y) — f(z*,y")| < e istfur alle
(z,y), (=", y*) € D mit
1@, 9) = @yl = max{lz — 2"], ly — vl } <9

Dies gilt insbesondereéif alle Punkte, yo) und @, y,) aus f, b] x Y’
mit [|yo — ¥l < 6, und wegen der Konvergenz der Folgg X.cn
gegeny, gibt es einV € N, so daf diesiir allek > N erfullt ist. Fur
diesek ist daher auchf (z, yo) — f(z,y;)| < € fur allez € [a, b].

Um nun die Konvergenz der Folge dE(y,) gegenF (y,) zu beweisen,
betrachten wir irgendeia > 0. Wie wir gerade gesehen haben, gibt es
dazu einN € N, so daf}

\f(z,y0) — Fl@,yp)| < bL fir allek > N und allez € [a, b].
—Qa

Damit ist nach der ersten Absiatzung dieses Beweisdgfc > N auch
b

P - Faol < [ 5

der =¢,

—a
die Folge konvergiert also gegéi{y,) und F ist stetig iny,. Day, € D
beliebig war, istF" stetig aufD. .
Auch fir unserer zweites Problem brauchen wir als ersten Schether
Losung ein Lemma nach Art des gerade bewiesenen, jetztiatisrd
fur differenzierbare Funktionen, wobei wir uns auf aohst aufR?
beschanken wollen:

Lemma: I C R sei ein Intervall,D C R? sei eine offene Menge, die
[a, b] x I enthalte, undf: D — R erfille die beiden Bedingungen

1.) Hirjedesy € [¢, d] ist die Funktionz — f(z,y) stetig auf f, b]
2.) Die partielle Ableitungf, existiert in jedem Punkta( y) aus
[a, b] x [¢, d] und ist dort stetig. Dann definiert die Vorschrift

b
FO) g, [ fendo
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eine in jedem Punkt € [a, ] stetig differenzierbare Funktiof'
und

b
F@=/@mwm.

Beweis:Wir beschanken uns zuichst auf den Fall, daB= [c, d]
ein kompaktes Intervall ist und zeigen, dal? der Differenpetient
fur h — 0 gegen das rechtsstehende Integral konvergiert, d.h.

lim F(yo+h) — F(yp)
h—0 h

b
= / fy(@,y0) dz .

fur alley, € [c, d]. Liegt auchyy + h in [c, d], kbnnen wir den
Zahler schreiben als

b b
H%+m—ﬂw:/fm%+mw—/jm%mI

b

=/kﬂaywwn—f@waﬁm.

a

Da f bediglich y eine Stammfunktion vorf, ist, kdnnen wir den
Integranden weiter ausrechnen als

Yoth

ﬂ%%+m—f@w&:/n@@wwy
Yo

und nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung aus Khgit
§a3)gibteseird € [0, 1], sodal dieses Integral gleielfi, (z, yo+0h)
ist. Somit ist

f(xa Yo + h) - f(xa yO) = hfy(:v,yo + oh) ’
also

F(yo + h) — F(yp)
h

b
= [ favo+ o) do.
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Wir miissen zeigen, daf3 wir beim Gréibergangr — 0 auch rechts
einfachh = 0 setzen &nnen. Dazu verwenden wir die Kompaktheit
von [a, b] X [¢, d]: Nach Voraussetzung igf, dort stetig, also wegen
der Kompaktheit nach dem letzten Lemma aus Kapité4a) sogar
gleichrméRig stetig. Daher gibt es zu jedem> 0 einé > 0, so daf3

|y, 9) = £, (=", y")

Insbesondere ist algg(z, yo + 0h) — f(z,yo)| < n, falls|6h| < 4,
also erst recht, wenfk| < § ist. Somit ist

b
Fy+h)-F
P =P [ g enas

<n falls|(z,y) — (", y")|, <9

b b
:/@m%wmm—/@mwm

b
s/uua%+wo—@@wﬂdx<ww—@

fur alleh mit |p| < 4.
Zum Abschlul3 des Beweisearfkompakte Intervalle betrachten wir
irgendeine > 0 und setzemw = ¢/(b — a). Fur |h| < ¢ ist dann

b

das heildt

b
Limow :/fy(m,y)dm.

Damit ist die Differenzierbarkeit voR' und auch die behauptete Formel
fur F' gezeigt.

Bleibt noch der Fall, daB kein kompaktes Intervall ist. Dann liegt trotz-
dem jedeg € I in einem kompakten Teilintervall; da die Behauptung
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fur alle Punkte aus diesem Teilintervall richtig ist, gik shsbesondere
fury, also, day beliebig war, @r alle Punkte aus. .
Damit kdnnen wir nun zeigen, dal3 das oben definierte Integral einer
stetigen Funktioriiber einen Quader unabhgig ist von der Integrati-
onsreihenfolge. Wir betrachten Zishst den Fall einer stetigen Funktion
zweier Variablen; hier ist die Behauptung die folgende sutive Form

des Satzes vonuBiNI:

Satz: f: D — R sei eine stetige Funktion auf der offenen Teilmenge
D C IR?. Fir ein Rechteckd, b] x [¢, d] C D ist dann
b d

/ fﬂam@/dwa/ jﬂ%w¢vdy

a c

Beweis:Wir betrachten die beiden Funktionen

x

d d b
F@= [ | [ fendy)de wd 6@)= [ | [ fwnde | v
die Behauptung ist daniquivalent zur Gleichung’(b) = G(b). Nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ued lkeiden
vorigen Lemmata ist

d
F@=/ﬂ%wm=@@,

F undG unterscheiden sich als@bhstens um eine additive Konstante.
DaF(a) = G(a) = 0ist, muR diese aber verschwinden, &fr) = G(z)
fur allez und damit insbesonderérfz = b. .
Wie wir in den Ubungen sehen werden, kann sich der Aufwaid f
die Berechnung der beiden Seiten der Gleichung im Satz wmn- F
NI deutlich unterscheiden; der Satz hat also durchaus au&tiqutze
Bedeutung. Um ihn auf Funktionen ven> 2 Variablen zu verallge-
meinern, beachten wir, dal3 sich jede Permutatioter n Variablen
x4, ..., z, als Produkt von Transpositionen schreib&ft| d.h. also als
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Produkt von Vertauschungen zweier Variablgnund z;. Tatsachlich
kdnnen wirr sogar als Produkt von Vertauschungen benachbarter Va-
riablen schreiben: Bezeichnedmlich ¢ j) firi < 5 die Vertauschung
vonz; undz;, so istdie Hintereinanderausfrung ¢ j+1)@ j)(j j+1)
gleich ¢ 7 +1). Somit folgt induktiv, daf? sich die Transpositianjj mit

1 < j schreibendit als

G-1)G-25)---(G+1i+2)@i+1)G+1i+2)---(j—25-1)(G—-17).

Auf die Vertauschung zweier benachbarter Variablénrien wir aber
den gerade bewiesenen Satz anwenden.

Daher ldnnen wir in der Formel
by by

/Qf=/bn / /f(a:l,...,acn)d:vl dz, | --- | dz,,

die Reihenfolge den Integrationen beliebig permutieren.

Der italienische Mathematiker @o FusINI (1879—
1943) arbeitete zuthst auf dem Gebiet der Diffe-
rentialgeometrie, interessierte sich dann aber immer
mehr fur analytische Themen wie Differentialgleichun-
gen und Funktionen mehrerer komplexer afederli-
cher. 1901 wurde er Professor in Catania auf Sizilien,
spater in Genua und ab 1908 in Turin, wo er blieb, bis er
1939 trotz seiner angegriffenen Gesundheit wegen des
italienischen Faschismus nach USA emigrierte und ans
Institute for Advanced Study in Princeton wechselte.
Der hier zitierte Satz ist zwar sein bekanntestes, aber
ganz sicher nicht sein bedeutendstes Ergebnis.

Damit sind beide der gleich nach der Definition awten Probleme
gelost und wir lbnnen unbesorgt mit den so definierten Integral rech-
nen. Wir wollen als &chstes einige zwar ziemlich offensichtliche, aber
dennoch zu beweisende weitere Eigenschaften zusamnienstel

Zerlegungsregel: LaRlt sich der Quad&) als Vereinigung der paarwei-
se volumenfremden Quad€y, . . ., Q,. schreiben, so ist

/Qf: Q1f+'”+ Qrf.
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Zum Beweisschreiben wir

Q= H[az, b und Q=] [la%, 9.
=1
Im Fallen = 1 haben wir dann einfach ein Zerlegung des Intervalls
[aq, b1] in Teilintervalle; durch Umordnung de®; kdnnen wir errei-
chen, daf3
wzal <t =af <= < b Vol <t =0,

ist, und wie wir aus Kapitel 4 wissen, ist

/ feday =3 / Fwy) des

Jl(a)

Leider kdnnen wir diese Zerlegungifn > 1 nicht einfach durch die
Definition durchziehen, denn unsere Quaderzerlegung neii won
festen Zerlegungen der Intervalle;] b;] induziert sein. Wir kbnnen
sie allerdings so verfeinern, dalR dies der Fall ist, indemdig Qua-
der@; noch weiter zerlegen:U jedes: betrachten wir die Menge der
samtlichena? undd? und ordnen sie der ®Re nach zu einer Folge
a; =¢;p <Cp<...<¢y, =b;,

wobei wir mehrfach vorkommende Zahlen nur einfactilo&sichtigen.
Dann betrachten wir die (in der Zeichnung gestricheljgtt), 7, Quader

der Form .
[Ileis., cijonl.
=1

......

..........
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Auch sie bilden eine Zerlegung des Quad@rslurch paarweise volu-
menfremde Teilquader, undifieden der Quade); bildet die Teilmen-
ge jener Quader, die i), liegen, eine Zerlegung vog ;, die ebenfalls
von dieser speziellen Form ist. Es dgggh daher, wenn wir zeigen, dal3
die Behauptungifr diese spezielle Zerlegung v@hgilt, und da folgt
sie induktiv aus der Definition voyiQ f und der obigen Formelif den

Falln=1 -

Monotonieregel: Ist f(z) < g(z) fur allex € Q, so isth f< fQ g.

Insbesondere i#thf‘ < Jolfl.

Beweis:Fir den eindimensionalen Fall kennen wir die Monotonieregel
aus Kapitel 4; die Verallgemeinerung arfdimensionale Quader folgt
aus der Definition voer f sofort durch vollshindige Induktion. Die
Aussageiber den Betrag wiederum folgt daraus wegen der Ungleichung

—|z| <z < ||
u

Aus den beiden vorigen Regeln folgt sofort

Korollar: f: D — R sei stetig auf der offenen Mende C R™ und die
Quader®, @4, ..., Q, seien Teilmengen voi.
a)lstQ CQ,U---UQ,, soist

/fé fr+ [ f.
Q Q1 Qr

b)IstQ,U---UQ®, C Q und sind dieR, paarweise volumenfremd, so

ist
+/rf§/Qf-

Beweis: a)Durch Unterteilung knnen wir annehmen, d&Rdie Verei-
nigung gewisser volumenfremdey; ist; dann isth f die Summe der

entsprechendefb_ f. Die restlichean_ f sind wegen der Nichtnega-
tivitat von f allesamt gdl3er oder gleich null.
b) Hier kdnnen wir durch Unterteilung annehmen, da@ie volumen-

fremde Vereinigung de€), zusammen mit einigen weiteren Quadern
Q; C Qist. Dan_ f > 0fur alleyj, folgt auch hier die Behauptung.
’ |
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Linearitat: Fur zwei stetige Funktionefy, g: D — R unda, b € R gilt
fur einen Quade® ¢ D C R*

A§ﬁ+mn:qéf+yég.

Der Beweisfolgt induktiv aus der entsprechenden Aussage im Eindi-

mensionalen. .

Lemma: Firjedesc € R ist fQ c=c-u(Q).

Beweis:Auch dies folgt induktiv aus dem entsprechenden Lemima f
den eindimensionalen Fall
b

/cda::c(b—a).

e |
Damit haben wir Integraléber Quader recht gut verstanden; in vielen
Anwendungen riassen wir abetiber allgemeinere Teilmengen vt
integrieren. Als ersten Zwischenschritt in Richtung aulsprechende
Integrale betrachten wir stetige Funktionen, die auRbrkiakes Quaders
verschwinden:

Definition: a) Fiir eine TeilmengeX C R™ ist derAbschluRX von X
die kleinste abgeschlossene Teilmedg€& R™, die X enthalt, d.h. der
Durchschnitt aller abgeschlossener Teilmengea R", die X enthal-
ten.

b) f: D — R sei eine stetige Funktion auf der offenen Medg& R™.
DerTragervon f ist der Abschlul® der Menge allere D, fur die f(z)
nicht verschwindet, d.h. die Menge Fi(= {x € D | f(z) 7 0}.

c) Eine stetige Funktionf: D — R heif3t Funktion mit kompaktem
Trager,falls Tr(f) eine kompakte Teilmenge vdi® ist.

d) C°D,R) ist die Menge aller stetiger FunktioneR — R und
K°D, R) die Teilmenge der Funktionen mit kompaktenager.

C%(D, R) ist ein Vektorraum, da jede Linearkombination stetigemkeu
tionen wieder stetig ist, un&°(D, R) ist ein Untervektorraum, denn
der Trager einer Linearkombination zweier Funktiongmg ist enthalten
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in der Vereinigung der Byger vonsf und vong. Bei der Definition eines
moglichst allgemeinem-dimensionalen Integrals werden die Funktio-
nen mit kompaktem Byger im folgenden die gleiche Rolle spielen wie
die Treppenfunktionen bei der Definition desERANN-Integrals fir
Funktionen einer Vémnderlichen.

Da jede kompakte Teilmenge v@&¥ beschankt ist, liegt sie insbeson-
dere in einem Quaderiif eine Funktionf: R® — R mit kompaktem
Trager gibt es also einen Quad@rC R™, so dalRf(x) = O fur alle
x 7 Q. Da f nach Definition stetig auf gar&™ und damit insbesondere
auch aufQ ist, existiert das Integralber@ und wir definieren

/j=4f

Diese Definition ist nur sinnvoll, wenn wir zeigedfnen, daf sie nicht
vom Quader) abhangt; das ist aber einfach, denn sigdQ zwei
Quader, die den &ger vonf enthalten, so liegt der &ger auch im
DurchschnittQ) N @ Wie im Beweis der Zerlegungsregebknen wir
Quader), . .., Q, finden derart, da® sowobtl als aucr@ als auch der
Durchschnitt) N @ Vereinigung gewissep; sind. AlleQ;, die nicht in
QNQ liegen, sind disjunkt zum &ger vonf; nach der Zerlegungsregel
sind sowohlfQ f als auchfaf als aucthmaf gleich der Summéber

diejenigeani f, fur die @, im Durchschnittt) N @ liegt.

Fur die Konstruktion allgemeinerer Integrale wollen wir afstes Inte-
grale allgemeinerer als der bisher betrachteten FunktitiheiR™ defi-
nieren; danach wollen wir audiber allgemeinere Teilmengen v
integrieren.

Fur beides ist es wichtigk °(R™, R) zu einemnormiertenVektorraum

zu machen. Um zu sehen, daf3 nicht auf jedem normierten Vakitor
alle Normen, so wie auR"™, aquivalent sein iiasssen, definieren wir
gleich zwei Normen: Die erste Norm, di¢4Norm ist definiert als

= [ 1

nach Definition einer Funktion mit kompaktemaper existiert dieses
Integral fir jede Funktion mit kompaktem ager.
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Als zweite Norm aufk°(R", R) betrachten wir die Supremumsnorm

1flloe = sup{|f(@)| | z € R"}.

Fur Funktionen mit kompaktem @&ger ist das Supremum des Betrags
tberR" gleich dem Supremum vdif(z)| Uber den kompakten #&ger,
denn auchyf ()| ist eine stetige Funktion ist. Damit ist dieses Supremum
nach dem Satz vom Maximum gleich dem Funktionswert an einarktP

im Trager, also eine reelle Zahl.

Wir bezeichnen den normierten VektorraufiP(R”, R) mit der L!-
Norm aust(R”,R); mit der Supremumsnorm bezeichnen wir ihn
als KSO(R”,R). BeZiglich beider Normen ist der Vektorraum nicht
vollstandig:

Betrachten wir etwa die Folge der FunktiongnR — R mit

0 fallsz ¢ (0, 2)

) kx fallsO§x§%
f@ =91 fallst<z<2-1
k(2 —z) fallsZ—%gw_Z
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Sie konvergiert punktweise gegen die FunktjoiR — R mit

_[0 fallsz ¢ (0, 2)
flx) = {1 fallsz € (0, 2)

denn fir jedesz € (0, 2) gibt es einV € N, sodalf <z <2 %

fur alle k > N. Diese Funktion ist unstetig an den Sprungstellen bei
z = 0 undz = 2, liegt also insbesondere nicht ii°(R, R). Trotzdem

ist die Folge derf,, eine GwucHY-Folge, denniir ¢ > k stimmen die
Funktionenf,, und f, Uberein auf3er in den beiden Intervallen ﬁQ und
(2- %, 2). Diese haben jeweils dieélnge%, und da alle Funktionswerte
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in [0, 1] liegen, ist dor{ f,(x) — f;.(z)| < 1. Daher ist

2
1o fulla :/R\fe “Rl<2.

Wahlen wir also zu vorgegebenem> 0 ein N € N mit 2/N < ¢,
soist| f, — fill < e furallek,¢ > N, die Folge ),y ist also eine
CAUCHY-Folge beiiglich der [}-Norm, konvergiert aber nicht gegen
eine Funktion augk°(R, R).

Beziglich der Supremumsnorm isfy), . keine GucHy-Folge, denn
furk < istf,(3) — £,(3) = 1— %, und das istifr ¢ > 2k stets goRer
als3.

Es gibt allerdings auchATICHY-Folgen beiglich der Supremumsnorm,
die nicht gegen ein Element vaiki°(R, R) konvergieren. Als Beispiel
betrachten wir die Funktioneg(z) = e~ und

e falls |z| < k
9k(@) = e ¥ (k+1| - |2|) fallsk <|z|<k+1-
0 sonst

Offensichtlich liegen allgy, in K°(R,R), denn sie sind stetig und der
Trager -k — 1, k+ 1] ist kompakt. Bir ¢ > kist |g,(z) — g, (z)| < e
fur allez € R, also ist||g, — g,/] < e~ fur alle k,¢ > N und
wie haben eine 8JcHy-Folge befiglich der Supremumsnorm. Da die
Grenzfunktiong fur kein z € R verschwindet, hay aber nairlich
keinen kompakten Bger.

Man kbnnte die Unvollsindigkeit vonk °(R, R) bediglich beider Nor-
men als Nachteil sehen, tathlich aber das genaue Gegenteil der Fall:
Die Funktionen, die uns wirklich interessieren, habenis@fich nur

in den seltenstendfen kompakte Tager, und zumindest gelegentlich
missen wir auch Funktionen mit Sprungstellen betrachteispigds-
weise bei Kostenfunktionen mit Rabattstaffeln. Wie wiresekverden,
lassen sich fast alle solche Funktionen als Grenzwerte vty -
Folgen von Funktionen mit kompaktemaGer beiaglich der *-Norm
realisieren, die zur Vollgindigkeit vonk (R, R) ,fehlenden* Funktio-
nen sind also genau die Funktionen, die uns interessieren.



