113 Analysis Il FSS2010

§3: Banach-Raume

Die reellen Zahlen unterscheiden sich vor allem dadurchdesnratio-
nalen Zahlen, dal viele Folgen rationaler Zahlen, die ketaenzwert

in Q haben, doch gegen einen GrenzwertRuk®nvergieren. Insheson-
dere hat inR jede GwcHY-Folge einen Grenzwert. Diese Eigenschaft
der reellen Zahlen wollen wir in diesem Paragraphen vezailgjinern
und dabei auch sehen, daf3 sich beispielsweise das auslKbpkannte
HErRON-Verfahren zur Berechnung der Quadratwurzel einordneinia e
Gruppe viel allgemeinerer Techniken.

a) Vollstandigkeit

CaucHy-Folgen und der Begriff der Vollandigkeit lassen sichif be-
liebige metrische Rume definieren; da wir die Begriffe nicht in die-
ser Allgemeinheit beitigen, besctimken wir uns auf normierte Vek-
torraume; die Verallgemeinerung auf metrischi#uRe sollte tir jeden
interessierten Leser offensichtlich sein.

Definition: V sei ein normierter Vektorraum mit Norff||.

a) Eine Folge ¢,,),,cy von Elementerc,, € V heil3st GuucHy-Folge,
wenn es zu jedem > 0 ein N € N gibt, so dafjjz,, — z,,|| < e fur
allen,m > N.

b) V heil3t einvollstindiger normierter Vektorraumder BANACH-Raum,
wenn jede GucHY-Folge aud/ gegen ein Element voW konvergiert.

STEFAN BANACH (1892-1945) wurde in Krakau gebo-
ren und ausgebildet, promovierte und arbeitete dann
aber an der Universit von Lvov in der Ukraine, wo

er unter schwierigen Bedingungen unter deutscher Be-
satzung den zweiten Weltkrieg verbrachte. Durch seine
Arbeiteniiber lineare Operatoren uiitier Vektoraume

von Funktionen wurde er zum Begrder der modernen
Funktionalanalysis. Nach dem Krieg wollte er auf einen
Lehrstuhl an der Universit Krakau wechseln, starb
aber 1945 an Lungenkrebs. Das wichtigste mathema-
tische Forschungsinstitut Polens, das Banach-Zentrum
in Warschau, ist nach ihm benannt.

Einfachstes Beispiel eines\BACH-Raums ist natrlich R selbst mit der
Betragsfunktion als Norm; hier ist die Volistdigkeitsaussage gerade
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das QwcHysche Konvergenzkriterium. Da es in diesem Semester vor
allem um Funktionen mehrerer \&rderlicher geht, sollten wir uns als
nachstediberlegen, ob aucR™ ein BaNACH-Raum ist. WAhrend wir

in R immer mit dem Betrag arbeiten, haben wir im Mehrdimensiona-
len allerdings verschiedene Normen, undssen uns, bevor wir von
Vollstandigkeit reden &nnen, auf eine davon festlegen.

Zumindest @ir die Konvergenz von Folgen kommt es it nicht dar-
auf an, mit welcher Norm wir arbeiten: Wie wir in Abschritt gese-
hen haben, sind alle Normen alf &aquivalent, und wie wir bereits
ausg§1b)wissen, fihrenaquivalente Normen zum gleichen Konvergenz-
begriff. Dasselbe gilt aucliif CAucHy-Folgen: Sind|-||, und||-||, zwei
aquivalente Normen auf einelR-VektorraumV und ist ¢,,),.cy €ine
CaucHy-Folge beiglich ||-||,, so gibt es zu jedera > 0 ein N € N,
so daR||z,, — z,,||;, < ¢ fur allen,m > N. Wegen derAquivalenz
der beiden Normen gibt es auRerdem eine positive reellecZabldal
lz]|, < clz|, ist fur allez € V. Wahlen wir daher einl/, so dald
|z, — x|, <e/cistfurallen,m > M, so ist

g
||"En _‘rm||2 < CHmn - mm“l <c: E =€

fur allen, m > M; die Folge ist also auch bigglich |||, eine G\UCHY-
Folge. Damit folgt insbesondere, d&genau dann ein B\ACH-Raum
beZiglich der Norm||-||,, ist, wennV" ein BANACH-Raum beiglich der
dazuaquivalenten Nornjj-||, ist.

Speziell fir V = R", wo alle Normenaquivalent sind, reicht es also, die
Vollstandigkeit be#glich irgendeiner beliebigen Norm zu beweisen; sie
folgt dann automatisch auctirfalle anderen Normen.

Lemma: R" ist ein BANACH-Raum be#glich der Maximumsnorm und
damit beziglich jeder beliebigen Norm.

Beweis:(z; )y S€i eine GUCHY-Folge von Elementen auR™; wir
schreiben das-Tupelz;,, € R* alsz;, = (z;4,...,%y,). ZU jedem
e > 0gibteseinV € N, so dal}

2y, — 2ol = maX{|zy; — 24| [ §=1,...,n} <e

ist fur allek, ¢ > N. Damit ist insbesonded&rkj - méj\ < e fur jeden
Index j, d.h. die Folgen, ),y sind CAUCHY-Folgen reeller Zah-
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len. Nach dem @ucHyschen Konvergenzkriterium konvergiert daher
jede dieser Folgen gegen einen Grenzwert R. Damit konvergiert
die Folge £;),cy In R gegen den Punkiyy, .. .,y,), denn wie wir
bereits ing1b) gesehen haben, ist Konvergenzibgich der Maximums-
norm einfach Konvergenz in jeder Komponente. Somit korieergede
CaucHy-Folge inR™, und damit istR™ vollstandig, d.h. ein BNACH-
Raum.

|
Da jeder endlichdimensional®-Vektorraum V' isomorph ist zu ei-
nemR"™, sind somit auch alle dieséd@me vollsandig. Um Vektoraume
zu finden, die keine BNACH-Raume sind, massen wir entwedef)
oder allgemeinefQ™ betrachten oder aber unendlichdimensioridle
Vektorraume. Im letzten Abschnitt dieses Paragraphen werden ste er
Beispiele von FunktioneAumen betrachten, die teils\BACH-Raume
sind, teils auch nicht.

b) Fixpunkte von Abbildungen

Betrachten wir noch einmal dasRoN-Verfahren zur Aherungsweisen
Berechnung voRr/2: Wir starten mit irgendeiner positiven Zaty und
berechnen sukzessive neue Werte

tn = f ) mit (@)= 2 <a: . 2) .
2 T
Firz = V2 ist
1 2 1
F(V2) =3 <\f2+ﬁ> =2 (VZ+V2) = V2;
ist umgekehrte eine positive reelle Zahl mif(z) = z, so istf(z) = z
aquivalent zur Gleichung

1 2 1/2
$—§<Z’+E> Oder é(E—JJ)—O,

also istz = 2/ und somitz? = 2, was im Positiven nur diedsung

= = v/2 hat. HERONhat also die Gleichung? = 2 umgeschriebenin eine
Gleichungf(z) = x, und Bst sie @herungsweise, indem er auf einen
beliebigen Startwert immer wieder die Funktifmnwendet. bsungen
von Gleichungen der Fornfi(z) = = beschreiberrixpunkteim Sinne
der folgenden
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Definition: M sei eine Menge ung: M — M eine Abbildung. Ein
Fixpunktvon f ist ein Element: € M mit f(x) = x.

HERONs iterativer Ansatz funktioniert nichtiif jede Funktion: Die
Gleichungz? = 2 ist beispielsweise auchquivalent zur Gleichung

x = g(z) = 2/z; wenn wir aber ausgehend vep = 1 immer wieder die
Funktiong anwenden, pendeln wir nur zwischen den beiden Werten 1
und 2 hin und her, ohne der Wurzel jalrer zu kommen.

Ein wichtiges Thema dieses Paragraphen ist die Frage, waiehen
Bedingungen ein iteratives Verfahren wie das vaerEIN zum Erfolg
fuhrt. Wir wollen dieses Problem nicht unter den sélthstniaglichen
\Voraussetzungelsen, sondern suchen stattdessen nach einfadberu
prifendenhinreichenderKriterien. So ist auch die folgende Definition
fur den eindimensionalen Fall nicht die allgemeindgtiche:

Definition: f: D — R sei eine differenzierbare Abbildung auf der
offenen TeilmengeD C R. Ein Punktz € D mit f(x) = x heilRt
stabileroderanziehendeFixpunkt vonf, wenn|f'(z)| < 1ist; er heidt
instabiler oderabstoRendeFixpunkt, wenn f'(z)| > 1 ist.

(Den Fall|f'(z)| = 1 betrachten wir nicht, da er im allgemeinen erheb-
lich schwieriger zu behandeln ist.)

Lemma: Istx ein anziehender Fixpunkt vofy so gibt es eim > 0, so
daf3 fir allexy € D mit |z — zy| < e die durchz;, = f(x)_,) definierte
Folge gegen: konvergiert. Eir einen abstoRenden Fixpunkt dagegen
konvergiert diese Folge nur dann gegenvenn sie bereits nach endlich
vielen Iterationen den Wetterreicht.

Beweis:Sei zurachstz ein anziehender Fixpunkt.iF alle h € R mit
y=xz+h € Distdann
f(z+h) = f(z)+ f'(@)h+o(h) =z + f'(x)h +o(h) .
Wir schreiben f'(z)| = 1 — 2¢; da| f'(x)| kleiner ist als eins, ist die so
definierte Zaht positiv. Der Fehlerterma(h) geht schneller gegen Null
geht alsh; daher gibt es ein; > 0, so dalo(h)| < ch fur alle h mit
|h| < e,. Fur solcheh ist daher
@) — f@)| = |f(z +h) =z =[f'(@)h + o(h)| < [f' ()R] + [o(h)]
<(@=2)|hl+c|h|=@A—c)|h] < [h] =y —a| .
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Das allein reicht allerdings noch nicht, denn wir wisserhtjiob f(y)
im DefinitionsbereichD liegt, so dal3 wirf auch iterieren &nnen.
Da D offen ist, gibt es aber eig, > 0, so dal} allez € R" mit
|z — x| < g, in D liegen. Nehmen wir nun alsdas Minimum vore,
unde,, so ist wiederiir jedesy € D mit [y — x| < ¢

lf@) —z| <A-0)ly—=[<e,
und dae < ¢, ist, liegt f(y) inD.
Starten wir also mit einem,, fur das|z — zy| < ¢ ist, so folgt induktiv,
dal? auch alle:;, mit £ > 1 in D liegen, so da wir die Folge:(),cn
definieren bnnen; aulRerdem ist
|z — @ < (1—0)‘$_$k71| <<=z —ao| < (1- o).
Dies zeigt, daf die Folge deyf, gegenz konvergiert.
Gehen wir allerdings aus von einem abstolienden Fixpunkb ist
|f'(z)| > 1; wir schreiben dies als 1 +2nit einer reellen Zaht > 0.
Wieder gibt es eim > 0, so daf in der Formel

fl@+h) = f(z)+ f'(@)h +o(h) =z + f'(z) + o(h)
der Betrag voro(h) kleiner ist alsc fur alle h mit |h| < e. Fir ein
y =z +hmit|h| <eistdaher
f@) — f@)| = |f(@+h) — 2] =[f'(@)h +o(h)]| = |f'(2)h] — |o(h)]
> @A —=2c¢)|hl+c|h|=A—¢c)|h| > |h|=|y—z| .

Nehmen wir nun anfir irgendeinz, ausD lasse sich die Folgecf),cy
definieren, und sie konvergiere gegenDann dgibe es einV € N, so
dal3|z, — x| < e ware fur allen > N. Fir jedesn > N ware daher
|z, — x| > |z,+1 — x|, was lir eine gegen: konvergierende Folge nur

dann ndglich ist, wenn allez,, = z sind.
]

Im Mehrdimensionalen ist die Situatiom Prinzipgenauso; der Beweis
erfordert allerdings &ze aus der Linearen Algebra, die nicht allen
Horern bekannt sind. Daher sei das Ergebnis nur kurz skizzier
Fur eine differenzierbare Abbildunfy D — R™ auf einer offenen Teil-
mengeD C R" mit Fixpunktz ist, solanger + h in D liegt,

fla+h) = f(@)+ Js(h) - h+o([|h]]) =2+ Js(h) - h+o(||h]])
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und damit|| f(z + k) — z|| < || J¢(R) - h|| +||o(/IRIl)]] -

Den Fehlerterm &nnen wir wiederifir hinreichend kleine Norm voh
unter jede gewnschte positive Schranke bringen; wir brauchen also in
erster Linie eine Schrankérfdie Norm vonJ,(h) - h.

Falls J¢(h) eine Diagonalmatrix ist, &nnen wir vorgehen wie im ein-
dimensionalen Fall: Di¢-te Komponente des Vektofswird mit dem
i-ten Diagonaleintrag der Matrix multipliziert; falls dierseinen Betrag
kleiner eins hat, konvergiert die Folge der iterierten Ridd zumindest
in deri-ten Komponente gegen Null. Die Folge dgrmit z;, = f(z,_4
konvergiert alsoiir einen Anfangswert, hinreichend nahe bei ge-
nau dann gegem, wenn alle Diagonaleirdige Betage kleiner als eins
haben.

Leider istJ(h) nur in den seltenstendfien eine Diagonalmatrix.

die Frage, ob eine Folge von Vektorep gegen einen Vektat konver-
gieren, ist es aber gleiciilig, in welcher Basis wir die Vektoren aus-
dricken; falls es also eine Basis gibt, biglich dererJ,(h) eine Diago-
nalmatrix ist, kbnnen wir wie oben argumentieren. Dabei spielt es keine
Rolle, ob wir eine solche Basigif R™ oder nur fir C" finden lkbdnnen.

Die Eintrage der Diagonalmatrix sind bekanntlich gerade die Eigenwe
te von J,(h); die Folge der Iterierten konvergiert also, falls die Ma-
trix J;(h) diagonalisierbar ist und alle ihre Eigenwerte B kleiner
eins haben.

FallsJ(h) nicht diagonalisierbar istalt sich die Matrix als eine Summe
J¢(h) = D + N schreiben mit einer diagonalisierbaren Matfixund
einer Matrix NV, deren Potenzen ab einem gewissen Exponentém
gleich der Nullmatrix sind. AulRerdem kommutieréh und N, d.h.
DN = ND. Deshalb Bnnen wir auf diese speziellen Matrizen den
binomischen Lehrsatz anwenden und erhalten
Ji(W™=(D+N)" =Y (’Z) DMk N®
k=0

Fur k > r verschwindetV*; fir m > r ist also

r—1 r—1
m m
J (W)™ = (D+N)™ = Dm=FNk = pm-r ( >DT_’“N’“.
(W)™ = (D+N) §<k> > (}
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Dar eine feste, vonn unablaingige Zahl ist, wird das Verhalten von
J¢(h)™ - h fur m — oo daher wieder von den Eigenwerten vép(x)
kontrolliert; auch hier konvergiert also die Folge der igeten, falls
alle Eigenwerte von/,(h) einen Betrag kleiner eins haben. Deshalb
definieren wir

Definition: f: D — R" sei eine differenzierbare Abbildung auf der of-
fenen Teilmenged C R"™. Ein Punktz € D mit f(z) = z hei3tstabiler
oderanziehendefixpunkt von f, wenn alle Eigenwerte derdosi-
Matrix J,(z) einen Betrag kleiner eins haben; er heif3tabiler oder
abstol3endeFixpunkt, wenn mindestens ein Eigenwert einedligren
Betrag als eins hat.

Damit laRdt sich, mit praktisch demselben Beweis, das obige Lemma

auch fir hohere Dimensionen beweisen.

c) Das Newton-Verfahren

Nicht nur bei Extremwertproblemen, egal ob mit oder ohne é¥eb
bedingungen, ist es oft notwendig, die Nullstellen einehtlinearen
Gleichung oder eines nichtlinearen Gleichungssystemsestirbmen.
Nur in sehr speziellendllen kbnnen diese Nullstellen exakt berechnet
werden; meist muf3 man sich miiNerungsisungen zufrieden geben.

Die numerische Mathematik kennt daher zahlreiche Methaderhe-
rungsweisen Berechnung von Nullstellen; alle haben soiinken als
auch Schwchen.

Das hier betrachteteB\WwTON-Verfahren wird gerne verwendet bei diffe-
renzierbaren Funktionen, deren Ableitung sich einfacledtaren &f3t,
also beispielsweise bei Polynomen. Es wurde 1669 sand NEWTON
vorgeschlagen und unaéihgig davon 1690 vono3EPHRAPHSON heu
entdeckt und in der heute géichlichen Form publiziert. Man bezeich-
net es daher oft auch als Verfahren voevfoN-RAPHSON Wie viele
numerische Verfahrenist es ein Iterationsverfahrenheolerfahren ha-
ben den Vorteil, dal sie Rundungsfehler, die in einem [raschritt
entstehen, in den Folgeschritten im allgemeinen nichtré&ern, son-
dern verkleinern.
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SR IsAaAc NEWTON wurde gera dem damals noch
in England geltenden Julianischen Kalender am 25. De-
zember 1642 geboren. Nach dem in den meisten katholi-
schen Staaten bereits eingleften Gregorianischen Ka-
lender war dies der 4. Januar 1643. Er studierte ab 1661
an der Universit Cambridge, wo er 1669 Professor
wurde. Dort entwickelte er die Infinitesimalrechnung,
die er 1671 in seinem Buche Methodis Serierum et
Fluxionumbeschrieb, arbeiteti#gher Optik, wo er unter
anderem dnne Schichten und Beugunggpiomene un-
tersuchte (HwTtonsche Ringe), entdeckte seine Bewe-
gungsgesetze und das Gravitationsgesetffestlicht
1687 in seinem BucPhilosophiae naturalis principia
mathematicagdas von vielen als bedeutendstes wissenschaftliches BlecizZaiten an-
gesehen wird. Nach zwei Nervenzusamménohen ging er 1693 nach London, wo er die
konigliche Minze leitete. Er starb am 31.8w 1727.

Uber die Biographie vonabEPHRAPHSON (1648-1715) ist sehr viel weniger bekannt.
Auch er studierte in Cambridge, wo er 1692 seinen M.A. ethiigreits 1690 veiffent-
lichte er sein BuchAnalysis Aequationum universaldas seine Version deseM/TON-
Verfahrens enthit, und wurde 1691 Mitglied der Royal Society.&8gre Richer bescifti-

gen sich auf3er mit Mathematik auch mit theologischen unarplailosophischen Fragen.

Gegeben sei eine differenzierbare FunktfoiR — R; wir suchen eine
Nullstellez von f. Dem Thema dieses Paragraphen entsprechend wollen
wir z als Fixpunkt einer Abbildung interpretieren und iteratréchnen.

Der einfachste denkbare Ansatz besteht darin, daR wir diciding
f(x) = 0 umschreiben als = = + f(z). Testet man diesen Ansatz mit
einfachen Funktionelfi(xz), so merkt man schnell, daf3 er nur selten zu
einem brauchbaren Ergebnighft.

Das NewToN-Verfahren geht aus von folgender Beobachtungzjst
eineeinfacheNullstelle vonf, d.h. f'(z) # 0, so schneidet die Tangente
an die Kurvey = f(z) im Punkt mitz-Koordinatez, die z-Achse an
der Stellex = z.

Fur ein beliebigex, aus dem Definitionsbereich vagfy in dem f/(z,)
nicht verschwindet, hat die Tangente im Pufig, f(z,)) die Gleichung
y = f(zo) + f'(zo)(x — z) und schneidet daher dieAchse im Punkt

_ f(zo
0 f(zo)

r =T
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der in der Tat genau dann mi} Ubereinstimmt, wenifi(z,) verschwin-
det. Zur iterativen Bestimmung einer Nullstellérihen wir also ver-
suchen, mit irgendeinem Startwer§ € D anzufangen und weitere
Naherungswerte zu bestimmen durch die Vorschrift

_ f(x'n,—l)

n=Tp_1— furallen € N.
! fl(‘,‘cnfl)

T

Als erstes Beispiel betrachten wir die Funktigtr) = z> — a, deren
Nullstellen die Quadratwurzeln vom sind. Hier istf'(z) = 2z, fur
z,; 7 0 haben wir also die Iterationsvorschrift

2 _—a Tpy, @ 1 < L @ >
T, =T —— = — ==\
n n—1 n—1 n—1 ’
2$n71 2 23}'"71 2 $n71

hier erhalten wir also die aus der Analysis | bekannte FordieHERON
bereits rund sechzehn Jahrhunderte vewiNON benutzte, und von der
wir gesehen haben, dal} sie schnell gute Ergebnisse liefert.

Auch bei komplizierteren Polynomen hat sich daswNoN-Verfahren in
der Praxis sehr beihrt. Um zu verstehen, warum das so ist, betrachten
wir die Funktion

@)
f@)’

die fur allez mit f'(z) # O definiert ist und die uns zu einem Iterations-

wertz,, den Folgewert,, ., liefert. Offensichtlich ist genau dann eine

einfache Nullstelle vorf, wennp(z) = z ist; die einfachen Nullstellen

von f sind also genau die Fixpunkte vgn

px) ==

Angenommen, wir haben uns einem solchen Fixpunkt bis aub#ie
stanzh gerahert, d.h. wir haben ein,, = z + h. Wir wollen abschtzen,
wie weit dannz,,.; = ¢(z;) von z entfernt ist.

Falls h klein ist, kdnnen wir auchy ohne groRen Fehler durch seine
Linearisierung ersetzen:

Tpe1 = @(z +h) & p(2) + h'(2) = 2 + hy'(2) .
Die Ableitung vonp kénnen wir leicht nach der Quotientenregel be-
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rechnen:
p(x) =z — ;,((a;)) = ¢(r)=1- f'(a)” J;(J;()?f”(w)
i R0
Somit ist .
s e+ nl L <

da f(z) verschwindet.

Dieses Ergebnis war, wenn man ein bi3chen nachdenkKirlicht zu
erwarten; es ist aberollig nutzlos, um den Abstand zwischen,,
undz zu bestimmen. Wenn wir eiritzliches Ergebnis erhalten wollen,
durfen wir uns daher nicht auf eine lineare ApproximationdheEnken,
sondern rnissen zumindest auch noch den quadratischen Teriacher
sichtigen.

Wir gehen daher aus von der Approximation
p(x +h) ~ () + he' () + 3h2¢" (x)

¢"(z) ist die Ableitung vony'(z) = % also ist nach der Quoti-
entenregel
") = F'@?(f' @) f" @) + f@) " ()

7 f'@)
Speziell fir z = z, wo f(z) verschwindet ungb(z) = z ist, erhalten wir
die Absclatzung

" p h2 " >
J;“((z)) und ¢(z+h)~z+ —f—() .
Der Abstand des neuen Iterationswert zur Nullsteligt also fir kleine
Werte vonh bis auf einen nur vor abrangigen Vorfaktor gleich dem
Quadrat des alten und verkleinert sich somit bei kleinent®evonh
sehr schnell.

©"(2) =

Leider ist diese Aussage nicht so konkret, daf3 rifgendeinen vor-
gegebenen Startwert entscheidéniten, ob und gegebenenfalls wohin
das NewTton-Verfahren konvergiert, denn wir wissen nicht, wann der
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Abstandh ,klein" ist oder wird. Betrachten wir dazu als Beispiel das Po
lynom f(z) = 23 — 5z = z(x? — 5); seine Nullstellen sind offensichtlich
« = 0 undz = ++/5. Die zu iterierende Funktion ist hier

@)=z — f(x) N z — 5z

) 7 f@ " 37-5

Fur z = 1 ist daher

—4 4

xlzap(l)zlf_—zzfl und xzzap(fl):flf_—zzl.

Damit ist klar, daf3z,, fur alle geradem gleich eins ist undir die
ungeraden-1; mit Startwertz, = 1 (oder -1) bekommen wir also nie
ein nitzliches Ergebnis.

Die folgende Tabelle zeigt, was passiert, wennayiteicht vergd3ern.
(Die Werte derz; sind zwar nur mit finf geltenden Ziffern angegeben,
die Iterationen wurden aber mit hundertstelliger Genagiigjerechnet.)
Top Ty T I3 Ty Ts Tg Xy Tg Tg Typ Ti1 Ty2

1+10~1 -1,9431 -2,3191 -2,2403 -2,2361 -2,2361 -2,2361 -2,23@1361 -2,2361 -2,2361 -2,2361 -2,2361
1+1072 -1,0623 1,4853 4,0498 3,0053 2,4569 2,2627 2,2365 2,238362, 2,2361 2,2361 2,2361
1+107% -1,0060 1,0370-1,2570 15,310 10,280 6,9631 4,8073 3,45806@ 2,3254 2,2410 2,2361
1+107% -1,0006 1,0036 -1,0220 1,1435 -2,7749 -2,3610 -2,2453B62,22,2361 -2,2361 -2,2361 -2,2361
1+107° -1,0001 1,0004 -1,0022 1,0131-1,0826 1,7096 2,6521 2,242801 2,2361 2,2361 2,2361
1+107% -1,0000 1,0000 -1,0002 1,0013 -1,0078 1,0483 -1,3532 500,6,8125 -4,7108 -3,3956 -2,6462
1+10~7 -1,0000 1,0000 -1,0000 1,0001 -1,0008 1,0047 -1,0286 0,395915 -3,3238 -2,6095 -2,3035
1+10~% -1,0000 1,0000 -1,0000 1,0000 -1,0001 1,0005 -1,0028 DOL1090 2,0814 2,2552 2,2363

Das Verfahren konvergiert offensichtlich gegen eine deddoe Null-
stelleny/5 oder—+/5, wobei keine Regel erkennbar ist, wann es gegen
welche der beiden konvergiert. Wenn wir dieselbe Rechnusdiaren

fir die Startwerte - 107, erhalten wir ein langweiligeres Ergebnis:
Nun konvergiert das Verfahren stets gegen die dritte NallesiNull.

Der Startwertz, = 1 liegt also in der lhe der Einzugsbereiche aller
drei Nullstellen, was verandlich macht, dal? dort Probleme auftreten.

Einahnliches Problem bekommen wir, wenn wir dawNoN-Verfahren
anwenden zur Nullstellenbestimmung des Polyngiag = 2+ 2: Hier
ist
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fur reellesz,, natirlich auch wieder reell, die Folge def, kann al-
so fur keinen reellen Startwertt, gegen eine der Nullstelleft+/—2
konvergieren. Br z, = 1 beispielsweise erhalten wir die Folge

—1,13, 030357 —3,14233 —1,25293 0,17166 —5,73953 ... .

Wenn wir allerdings mit, = ¢ oder z.B. mitc, = 1+2 beginnen, haben
wir bereits nach wenigen Iterationen ein Ergebnis mit zetmdkten
Nachkommastellen sowohl im Realteil als auch in Imagiail.

Das folgende Bild zeigt das Verhalten demsiron-Verfahrens im Kom-
plexen anhand des Polynonf§z) = z* — 1, von dem wir aus der
Analysis | wissen, dal3 es die drei komplexen Nullstellen

1.3
= _— 4+ —3 = __ —
, P >t 5t und p 5 5t

hat. Bei allen blau gezeichneten Startwerten konvergest\@rfahren
gegen eins,ifr die ginen gegep und fur die roten gegep. Tn der Um-
gebung jeder Nullstelle haben alle Punkte deren Farbe, aGdenzen
gibt es eine komplizierte (fraktale) Struktur. Treffpuider drei Grenz-
gebiete ist der Nullpunkt, der nicht als Startpunkt genomnverden
kann, daf’(z) = 3z dort verschwindet.

1

Hauptanwendung deseMTon-Verfahrens ist allerdings die Bestim-
mung reeller Nullstellen. Wie wir gesehen haben, gibt eshéauier
keine Garantie, dal3 es mit einem vorgegebenen Startwedichiige-
gen eine Nullstelle konvergiert; es gibt allerdings einezgaReihe von
Untersuchungen, die auf hinreichende Kriteriéhren. Ein einfaches
Beispiel ist das folgende:
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f sei ein Polynom und: < b seien zwei reelle Zahlen,uf die
f(a) - f(b) < 0 ist. Dann haberyf(a) und f(b) verschiedene Vorzei-
chen, also mul3 es zwischerund b mindestens eine Nullstelle voh
geben. Weiterhin sef’(x) entweder positiviir allez mita < z < b
oder aber negativiif alle solcher. Damit steigt oderdllt der Graph
von f(x) zwischena undb monoton, so dal3 es dort neineNullstelle
geben kann. AuRerdem folgt, dal das Maximum yf@)| im Inter-
vall [a,b] in einem der beiden Endpunkte angenommen wird; diesen
Endpunkt bezeichnen wir mit Um zu verhindern, daf3 die Tangenten-
steigungen zu sehr schwanken und uns die Iterationen auktienvall

[a, b] hinausfihren, verlangen wir auRerdem noch, gdRx) dort ent-
wederuberall nichtnegativ ist (d.h. der Graph ist konkav) oidberall
nichtpositiv (Graph konvex), und wir fordern, daf3

f(e)
f'(e)
ist; daraus folgt, daR die Tangente im Pufiktf(z)) die z-Achse im

Intervall [a, b] schneidet. Dann zeigt eine nicht sehr aufwendige Rech-

nung, dal das BvTON-Verfahren @ir jeden Startwert:, zwischena
undb gegen die eindeutig bestimmte Nullstelle in §] konvergiert.

Ahnliche und auch sehr viel allgemeinere Aussagen findet (rman
Beweisen) in praktisch jedem Lehrbuch der Numerischen &tath
tik; allgemein ARt sich sagen, daR sich daswWon-Verfahren in der
Praxis fast immer sehr gut veily, daf’ sich aber wirklich allgemeine
theoretische Aussagen nur schwer beweisen lassen.

Selbstversindlich BRt sich das BwTon-Verfahren auch auf mehrdi-
mensionale Probleme anwenden: Wenn wir eine differenarerbunk-

tion f: D — R"™ haben mitD C R*, kdnnen wir sie in der Bhe eines
Punktesc, € D anrghern durch die lineare Funktion

Uz) = f(zo) + J (o) - (z — m0) -
Diese Funktion verschwindet genau dann, weneine Losung des
linearen Gleichungssystems

Jf(%) T = Jf(mo) -z — f(zo)
ist. Falls die dcoBl-Matrix J;(z) invertierbar ist, hat dieses Glei-
chungssystem genau einédung, mlichz = z; — Jf(xo)_lf(xo).

<b—-a
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Daher kbnnen wir auch hier eine lteration definieren durch

Ty =Ty 1 — Jf(wn)_lf(mnfl)
— immer vorausgesetzt, die Matrizéip(z,,) werden nie singgir.

d) Der Banachsche Fixpunktsatz

In den beiden letzten Abschnitten hatten wir jeweils Aussedgiiber,
daf3 eine Folgea(,), .y Mit 2, = f(x,_;) unter gewissen Vorausset-
zungen gegen einen vorgegebenen Fixpunkan f konvergiert, wenn
der Startwertz, hinreichend nahe bai liegt. Es sagt uns aber weder,
wie nahe das in einem konkreten Fall sein muf3, noch sagt es ues, ob
Uberhaupt einen Fixpunkt gibt. In diesem Abschnitt gehtraseinen
Satz, der sowohl die Existenz eines Fixpunkts als auch dieeé&genz
dorthin unabBngig von Startwert garantiert. Die Voraussetzungen sind
natirlich deutlich sarker, was die Anwendbarkeit etwas eingotkt;
trotzdem ist der Satz von zentraler Bedeutung sowiahtlfe reine als
auch die angewandte Mathematik. Wir werden ihn daher adakive
allgemein formulieren und beweisen; auch wenn er uns im Abiliek
vor allem fir Funktionen auf Teilmengen dr's interessiert.

Definition: V sei ein normierter Vektorraum unki C V. Eine Abbil-
dung f: X — V heildtkontrahierendwenn es eine reelle Zagl < 1
gibt, so daBir allez,y € X qgilt: ||f(y) — f(@)|| < qlly — z|| .

Banachscher Fixpunktsatz: V' sei ein normierter VektorraunX C V'
eine abgeschlossene Teilmenge, yhd — V eine kontrahierende
Abbildung mit f(X) C X. Dann hatf genau einen Fixpunkt* € X,
und fur jedesxy € X konvergiert die Folgea,,),,cy Mit z,, = f(z,,_1)
gegenc*.
Beweisg < 1 sei die Konstante{if die||f(y) — f(z)|| < q|ly — z|| ist
furallez,y € X. Wir zeigen als erstes, dalRxhstenginen Fixpunkt
gibt: Istz* = f(x*) undy™ = f(y™), soist

ly* — 2" = 1f@") — fFII < allz" — " -
Das ist aber nur figlich, wenn|ly* — z*|| = O ist, alsoz™ = y*.

Als nachstes wollen wir sehen, daf3 die Folgedefir jeden Startwert
eine QwcHY-Folge ist. Fallsf(zy) = z, ist, haben wir eine konstante
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Folge, und alles ist klar. Andernfallsirasen wir Differenzen von Fol-
gengliedern absétzen; sei alsa eine naiirliche Zahl undn =n + &
fur eink € N. Dann ist nach der Dreiecksungleichung

k—1
12 = @l = [0 — 2l = |[D (@nejer — Tnsy)
j=0

k
<Y @ nejer — T | -
=1

Da f kontrahierend ist, folgt weiter, daBrfjedes/ € N gilt
[Zges — @l < q|wp — zp_a]| < P [|womy — @] <o
< ¢* fley — 2ol -
Somit ist nach der Summenforméirfdie geometrische Reihe

k-1 & — "
= 2l <Y 0™ 2y = o]l = F— — [lwa — ol
=0 7
<q" |71 — |
—_ 1_ q .
Wenn wir uns eire > 0 vorgeben, ist somitz,, — z,, || < ¢, falls

n Ty — o] <e oder ¢" < (1—g)k .
1-g¢ |z — ol
Da rechts eine positive Zahl steht und die Folge der Potexaary
eine Nullfolge ist, gibt es eitV € N, so daR diese Ungleichungrfalle
n > N erfllltist; (x,,),cy it also eine GucHy-Folge.

DaV als BanacH-Raum vollséindig ist, konvergiert diese Folge gegen
einen Grenzwert* € V. Da allez,, in der abgeschlossenen Menge
liegen, liegt auch der Grenzwert dort, d4i. € V. Wir wollen uns
Uberlegen, daB* ein Fixpunkt vonf ist:

Fur jedess > 0 gibt es einM € N, so daBj|z* — z,,|| < e fir alle
n > M. Damit ist auch
* * qe €
17@") = fe)ll < gqlle” — 2l < 5 < 3.

AuRerdem gibt es, da wir eineaGcHy-Folge haben, eidV > M, so
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daB||z,, — z,_4| < e firallen,m > N. Damitist

1£@") = 2" || = [|(f@) = fz) + (flz,) —2,) + (2, — 2
SNF@E™) = @l + [ @0 — 2 || + [, — 27|
9 e 9 -

Dadiesfirjedes > 0gilt, muB3|| f(z*) — z*|| = O sein, und das gilt nur,
falls f(z*) = «* ist. Damit haben wir einen Fixpunkt iX gefunden;
es gibt also genau diesen einen Fixpunkt, uindjéden Startwert,,

konvergiert die Folge det(,),, .y gegernx™.
|

e) Konvergenz von Funktionenfolgen

Im nachsten Kapitel werden wir zur Definition mehrdimensionkdee-
grale auch Folgen von Funktionen betrachten. Zur Vorbangitvollen
wir hier bereits einige allgemeinere Tatsachen betracliterdie kein
Integralbegriff notwendig ist.

Seien zuachstf,: D — R irgendwelche Funktionen, die auf einer
TeilmengeD C R" definiert sind, und sef: D — R eine weitere
Funktion. Fir jedest € D haben wir dann eine Folg(g”(:cn))neN von
Elementen au®™ und kdnnen fragen, ob und gegebenenfalls wohin

diese Folge konvergiert.

Definition: Eine Folge ,),,cy von Funktionenf,:D — R kon-
vergiert auf der Teilmengel C D punktweisegegen die Funktion
fiD — R, wennfirallex € Aqilt lim f, (z)=f(z).

n— oo

Als Beispiel betrachten wir die Funktionefy: R — R mit f,(z) =
cos' z. Fur jedesz € R haben wir dann die Folgeds™x),,c. Fur
|cogz < 1 ist das bekanntlich eine Nullfolgeiif sinz = 1 haben
wir die konstante Folge (1, .y, die gegen 1 konvergiert, und falls
cosz = —1 divergiert die Folge. Bekanntlich ist cos= 1 genau dann,
wennz ein ganzzahliges Vielfaches vom &st, und cos = —1 fir alle
ungeradzahligen Vielfachen van Setzen wir also

A=R\ {@k+ L | ke,
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so konvergiert die Folge dgf, auf A punktweise gegen die Funktion

A—=R

f:{ . {1 fallsz = 2kn fir eink € Z -
0 sonst

Obwohl die Funktionery,, allesamt stetig sind, ist die Grenzfunktion

unstetig bei allen ganzzahligen Vielfachen ven Bei den ungeradzah-

ligen Vielfachen vonr ist sie sogar nicht einmal definiert.

Wir kénnen bei der Definition der Konvergenz aber auch andergvorg
hen: Wir betrachtenifr eine beliebige TeilmengP c R" die Menge
Cy(D,R) aller beschiinkter Funktionerf: D — R, d.h. also die Menge
aller Funktionen, iir die es eine reelle Zatilf gibt, so daff(z)| < M
istfur allex € D.

Offensichtlich istC, (D, R) ein Vektorraum, denn die Nullfunktion ist
beschénkt, und @ir zwei beschinkte Funktionery, g mit Schranken
M, N und zwei reelle Zahlen, b ist

|af(z) +bg(x)| < |af - [f()] +[b] [g(x)] < M |a] + N [b] .
Fur jedesf € C,(D,R) existiert
£l = sup{|f(2)||z e D},

© def
da die rechtsstehende Menge be&aaht ist. Wie bei der Maximums-
norm aufR™ rechnet man leicht nach, daR dies eine Norm@yD, R)

definiert, die sogenannte Supremumsnorm.

Wenn eine Folgef,),, <y von Funktionen au€’, (D, R) beziglich dieser
Norm gegen eine Funktiofi € C, (D, R) konvergiert, gibt es zu jedem
e >0einN €N, sodal3

If = fulloo = sUp{|f(z)| |z € D} <e furallen > N;

insbesondere ist alsdif jedesz € D der Betrag vonf(z) — f,,(x)
kleiner alse fur allen > N. Das ist eine $trkere Eigenschaft als bei
der punktweisen Konvergenz: Dort reicht es, weinjédes: > 0 und
jedesz € D ein N € N existiert, so daf}f(z) — f,(z)| < e fur alle
n > N; dasN darf also vone abrangen.

Definition: Eine Folge ,,),,cy Von Funktionenf,,: D — R konver-
giertgleichnaRiggegen die Funktiorfi: D — R auf der Menged C D,
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wenn es zu jedem > 0 ein N € N gibt, so daf}f(z) — f,,(z)| < e fur
aller € Aundallen > N.

Die obige Folge der Funktionen ¢bs konvergiert nicht gleichalig
gegen ihre Grenzfunktion: Andernfallsifdte sie insbesondere auf
R\ Z~ gleichnm&Rig gegen die Nullfunktion konvergieren, d.h. zu jedem
e > 0 mifBte es einV € N geben, so dafcos’ z| < ¢ ist fur alle

n > N. Angenommen, esape so einV zue = % Firn > N ware
dann|cos’ z| < 3 fir allez, die keine ganzzahligen Vielfachen van
sind. Andererseits ist ab&in™ z| eine auf ganR stetige Funktion, die
bei allen ganzzahligen Vielfachen vanden Wert eins annimmt und
somit in einer gewissen Umgebung dieser Punkte nur Wertenamin
die gioRer sind als;.

Bei einer gleichralig konvergenten Folge kann es nicht passieren, dafl3
die Grenzfunktion einer Folge stetiger Funktionen ungtetrd:

Lemma: D C R" sei eine offene Menge unf),: D — R seien stetige
Funktionen. Falls die Folgef(), .y gleichmaliig gegen eine Funktion
f: D — R konvergiert, ist auclf stetig.

BeweisWir mussen zeigen, dal3 es zu jeder D und jedent > 0 ein
§ > 0gibt, sodaBf(y) — f(z)| < eistfiralley € D mit||y — z|| < 4,
wobei||-|| irgendeine Norm auR™ bezeichnet.

Wegen der gleichémigen Konvergenz der Folgef, (), oy gibt es
zurachsteinV € N, sodaff(y) — f,.®)| < %a ist fur allen > N und
alley € D. Wir wahlen irgendein solches Die Funktionf,, ist Vor-
aussetzung stetig; daher gibt es & 0, so dafif,,(y) — f,.(z)| < %a
ist fur alley € D mit |y — z| < §. Fur diesey ist dann auch

f@) = F@)] = [(f) = @) + (£,) = fu(@)) + (£.(2) - f(2))]
<f@) = £+ @) — £@)] + [ £, () — f(2)]

Damit ist die Stetigkeit vorf bewiesen.



