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mengen vonRn . Nach diesem Satz wird sich sicherlich mancher Leser
fragen, warum man kompakte Mengen nicht einfach als abgeschlossene
und beschr̈ankte Mengendefiniert; das ẅare auf jeden Fall einfacher,
als die Definition mit endlichen Teilüberdeckungen. Tatsächlich gibt es
Lehrb̈ucher der Analysis, in denen so eine Definition zu finden ist.

In der Mathematik spielt der Begriff der Kompaktheit allerdings eine
sehr große Rolle nicht nur für Teilmengen desRn , sondern auch für viel
allgemeinere R̈aume. Dort ist der Satz von HEINE-BOREL im allgemei-
nen falsch; teilweise läßt sich sogar nicht einmal definieren, was eine
beschr̈ankte Teilmenge sein soll. Im̈ubrigen lassen sicḧUberdeckun-
gen ohnehin nicht vermeiden; für die meisten Anwendungen kompakter
Mengen m̈ussen wir mit dieser Definition arbeiten. Ein Beispiel dafür
ist die für uns wichtigste Anwendung kompakter Mengen, die Existenz
von Maxima und Minima; diese beruht auf dem folgenden

Lemma: f :D ! Rm sei eine stetige Abbildung aufD � Rn , undX � D sei kompakt. Dann ist auchf (X) � Rm kompakt.

Beweis:U = fUi j i 2 Ig sei eine offenëUberdeckung vonf (X). Daf

eine stetige Abbildung ist, sind dann auch die Urbilderf�1(Ui) =

�x 2 D �� f (x) 2 Uig

offen, und naẗurlich bilden sie einëUberdeckung vonX. DieseÜber-
deckung hat wegen der Kompaktheit vonX eine endliche Teil̈uber-
deckungff�1(Ui1); : : : ; f�1(Uir ). Damit überdeckenUi1; : : : ; Uir die
Mengef (X), die vorgegebenëUberdeckung hat also eine endliche Teil-
überdeckung.

Lemma: f :D ! R sei eine stetige Abbildung aufD � Rn , undX � D sei kompakt. Dann nimmtf sowohl ihr Maximum als auch ihr
Minimum an; es gibt also Elementexm undxM ausX, so daß f̈ur allex 2 X gilt: f (xm) � f (x) � f (xM ).

Beweis:Nach dem vorigen Lemma istf (X) eine kompakte Teilmenge
von R , also insbesondere beschränkt Somit existieren sowohl das Infi-
mumm als auch das SupremumM vonf (X). Wir müssen zeigen, daß
sie inf (X) liegen.
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Falls einer dieser beiden Punkte nicht in der abgeschlossenen Mengef (X) läge, m̈ußte er in ihrem offenen KomplementR n f (X) liegen
und ḧatte damit eine"-Umgebung, die ganz inR n f (X) läge. Im Falle
des Supremums ẅurde dies bedeuten, daß beispielsweise auchM � "

2
eine obere Schranke vonf (X) wäre, im Widerspruch zur Definition des
Supremums alskleinsteroberer Schranke; im Falle des Infimums wäre
entsprechendm + "

2 eine untere Schranke.

Daher m̈ussenm und M in f (X) liegen, es gibt also Elementexm

undxM in X, so daßf (xm) = m undf (xM ) = M ist.

Als Beispiel f̈ur die Nützlichkeit dieses Lemmas wollen wir die relativen
Maxima und Minima der Funktionf (x; y) = cos2 x + cos2 y unter der
Nebenbedingungx2 + y2 � 1 bestimmen.

Der Gradient vonf ist rf (x; y) =

��2 sinx cosx�2 siny cosy �; beide Kompo-

nenten verschwinden genau dann, wenn entweder der Sinus oder der
Kosinus verschwindet, wenn alsox undy halbzahlige Vielfache von�

sind. Da �
2 größer ist als eins, kommt unter der angegebenen Neben-

bedingung hierf̈ur nur der Nullpunkt in Frage. Dort istf (0; 0) = 2 in
der Tat ein (absolutes) Maximum der Funktion, denn der Kosinus kann
nirgends gr̈oßer als eins werden.

Bleiben die Extrema auf dem Randg(x; y) = x2 + y2 � 1 = 0. Da der
Gradientrg =

�2x
2y� vong dort nirgends verschwindet, muß es für jedes

solche Extremum ein� geben mitrf (x; y) = �rg(x; y), also konkret

sinx cosx = ��x und siny cosy = ��y .

Setzen wirx = 0 odery = 0, ist jeweils eine der beiden Gleichungen
erfüllt. Wegen der Nebenbedingung muß die jeweils andere Koordi-
nate Betrag eins haben, und� bestimmt sich aus der jeweils anderen
Gleichung. Wir haben somit vier Kandidaten (0; 1); (0;�1) (1; 0) und
(�1; 0). In allen vier Punkten istf (x; y) = cos2 0 + cos2 1 = 1 + cos2 1 .

Falls wederx nochy verschwinden, k̈onnen wir dividieren und erhalten
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die deutlich unangenehmeren Gleichungen�� =
sinx cosxx =

siny cosyy .

Um diese etwas zu vereinfachen, beachten wir, daß nach EULER gilt

sinx cosx =

eix � e�ix

2i � eix + e�ix

2
=

e2ix � e�2ix

4i =
sin 2x

2
,

wir haben also die etwas einfachere Gleichung�� =
sin 2x

2x =
sin 2y

2y .

Wir wollen daraus folgern, daßx = �y sein muß. Dazu m̈ussen wir die
Funktionh(t) = sin(t)=t genauer untersuchen. Offensichtlich isth(t) =h(�t), und wir wissen auch, daß nachDE L’H ÔPITAL der Grenzwert
für t ! 0 gleich eins ist. Wir wollen uns̈uberlegen, daß die Funktion
für 0 < t < � monoton f̈allt. Das ist genau dann der Fall, wenn ihre
Ableitung h0(t) =

t cost� sintt2
dort nirgends positiv wird. Das Vorzeichen dieser Ableitung ist das ihres
Zählers. Dieser verschwindet an der Stellet = 0; da seine Ableitung

(t cost� sint)0 = cost� t sint� cost = �t sint

für 0 < t < � negativ ist, f̈allt er im Intervall (0; �) monoton, ist dort
also negativ. Somit isth dort monoton fallend; da wir nurx- undy-Werte
vom Betrag ḧochstens eins betrachten, ist alsoh(2x) = h(2y) nur dann
möglich, wenny = �x ist. Eingesetzt in die Nebenbedingung führt das
auf die Gleichung x = �p2

2
und y = �p2

2
;

wir haben also wieder vier Kandidaten, und in allen vieren haben wir
denselben Funktionswertf  �p2

2

;�p2
2

!

= 2 cos2

p

2
2

.

Wir müssen noch entscheiden, wo Maxima und wo Minima angenom-
men werden. Da die Kreislinie offensichtlich abgeschlossen und be-
schr̈ankt ist, ist sie kompakt, wir wissen also, daßf dort sowohl sein
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Maximum als auch sein Minimum annimmt. Daf und g differenzier-
bar sind, muß dies bei einem (oder mehreren) unserer acht Kandidaten
passieren. Die Funktionswerte dort sind

1 + cos2 1� 1;29192658 und 2 cos2

p

2
2

� 1;15594369

ist, wird in den Punkten (�1; 0) und (0;�1) das Minimum (auf dem
Rand) angenommen und in den Punkten (�p

2
2 ;�p

2
2 ) das Maximum.

Das absolute Maximum auf der gesamten Kreisscheibe ist, wiewir schon
wissen, die im Nullpunkt angenommene Zwei; das absolute Minimum
existiert wegen der Kompaktheit der Kreisscheibe ebenfalls und muß
damit in den Punkten (�1; 0) und (0;�1) angenommen werden.
Puristen, die ohne numerische Näherungswerte auskommen möchten, k̈onnen naẗurlich
auch ohne Taschenrechner oder Computer entscheiden, welcher der beiden Werte größer
ist; allerdings muß man dazu etwas tricksen. Eine Möglichkeit ẅare etwa die folgende:

Da� zwischen drei und vier liegt, ist�
4

< 1< �
3

) cos
�

4

> cos 1> cos

�
3

) p
2

2

> cos 1> 1

2
,

also 11
4 < 1 + cos2 1 < 11

2 . (Zur Erinnerung:�4 entspricht 45Æ und �

3 ist im Winkel-
maß 60Æ.)p

2
2 liegt in der N̈ahe von�4 , also sollte cos

p
2

2 ungef̈ahr bei cos�4 =

p

2
2 liegen, d.h.

2 cos2

p
2

2

� 2

 p

2

2

!2

= 1

sollte kleiner sein als 1 + cos2 1. Nach der TAYLOR-Reihe A

cosx = 1� x2

2!
+

x4

4!

� x6

6!
+ � � �

des Kosinus ist cos

p
2

2
= 1� 1

2 � 2!
+

1

22 � 4!

� 1

23 � 6!
+ � � � .

Da der Betrag der Summanden monoton fallend ist, muß jede Summe aus einem negativen
und dem darauffolgenden positiven Summanden negativ sein,d.h.

cos

p

2

2

< 1� 1

4
+

1

4 � 24
=

4 � 24� 24 + 1

4 � 24
=

73

96
.

Um zu sehen, daß 2� cos2

p

2
2 < 1 + cos2 1 ist, reicht es somit, wenn wir zeigen, daß�

73

96

�2 < 5

8
ist. Diese Behauptung istäquivalent zu

8 � 732 < 5 � 962 oder 2� 732 < 5 � 482 oder 10658< 11520 ,

also richtig – ganz in̈Ubereinstimmung mit den numerischen Resultaten.
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Mit dem Lemma, wonach eine stetige Funktion auf einer kompakten
Menge sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum annimmt, können
wir auch eine am Ende vonx2b) aufgestellte und seither mehrfach
wiederholte Behauptung beweisen:

Lemma: Alle Normen aufRn sindäquivalent.

Beweis:Es gen̈ugt zu zeigem, daß jede Normk�k äquivalent ist zur
Maximumsnormk�k1. Die eine Richtung ist einfach: Sind

e1 =

0BB� 1
0
...
0

1CCA ; e2 =

0BB� 0
1
...
0

1CCA ; : : : ; en =

0BB� 0
0
...
1

1CCA

die Koordinateneinheitsvektoren inRn , so k̈onnen wirx = (x1; : : : ; xn)
schreiben alsx = x1e1 + � � � +xnen; nach der Dreiecksungleichung und
der sonstigen Eigenschaften einer Norm istkxk =

 nXi=1

xiei � nXi=1

kxieik =

nXi=1

jxij keik

� kxk1 nXi=1

keik ,

dennkxk1 ist ja das Maximum der Beträge derxi. Die Summe der
Normen der Einheitsvektoren ist eine positive Konstante; damit haben
wir gezeigt, daß es eine solche Konstante gibt mit der Eigenschaft, daßkxk �  kxk1 für allex 2 Rn .

Für die andere Abscḧatzungüberlegen wir uns zun̈achst, daß jede Norm
eine stetige Funktion vonRn nachR ist. Der Begriff der Stetigkeit ḧangt
ab von einer Norm; wie stets in bisherigen Verlauf der Vorlesung arbeiten
wir mit der Maximumsnorm (oder der dazuäquivalenten EUKLID ischen).
Auf R ist das einfach der Betrag; wir m̈ussen also zeigen, daß es zu
jedem" > 0 ein Æ > 0 gibt, so daß f̈ur zwei Punktex; y 2 Rn mitkx� yk1 < Æ gilt: jkxk � kykj < ".
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Nach der Dreiecksungleichung istkxk = ky + (x� y)k � kyk + kx� yk undkyk = kx + (y � x)k � kxk + ky � xk ,

also sindkxk�kyk undkyk�kxk beide kleiner alskx� yk = ky � xk,
und damit ist jkxk � kykj � kx� yk �  kx� yk1 .

Setzen wir daherÆ = "=, so istjkxk � kykj < " für allex; y 2 Rn mitkx� yk1 < Æ. Damit ist die Stetigkeit der Normk�k bewiesen.

Nun betrachten wir den ẄurfelW = fx 2 Rn �� kxk1 = 1g .

Er ist offensichtlich abgeschlossen und beschränkt, nach dem Satz von
HEINE-BOREL also kompakt.

Als stetige Funktion nimmt die Norm aufW sowohl ein Minimum als
auch ein Maximum an; es gibt daher Konstanten1 und 2, so daß1 � kxk � 2 für allex 2W . Beide Konstanten sind positiv, dennkxk

verschwindet nur f̈ur x = 0, und dieser Punkt liegt nicht inW .

Ein beliebigesx 6= 0 können wir schreiben alsx = kxk1 � xkxk1 ,

wobei der zweite Faktor inW liegt. Seine Norm xkxk1  =

 1kxk1 � x =
1kxk1 kxk =

kxkkxk1

liegt zwischen1 und2, also ist1 � kxkkxk1 � 2 oder 1 kxk1 � kxk � 2 kxk1 .

Damit ist dieÄquivalenz der beiden Normen bewiesen.

Als weitere Anwendung kompakter Mengen wollen wir die gleichmäßi-
ge Stetigkeit, die wir f̈ur Funktionen einer Veränderlichen in Kapitel 4
zur Konstruktion des RIEMANN-Integrals ben̈otigten, auch f̈ur Funktio-
nen mehrerer Veränderlicher einf̈uhren:
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Definition: Eine Abbildungf :D ! Rm auf der offenen TeilmengeD � Rn heißtgleichm̈aßig stetigauf der TeilmengeX � D, wenn es
zu jedem" > 0 einÆ > 0 gibt, so daß gilt: F̈ur alle Punktex; y 2 X mitkx� yk < Æ ist kf (x)� f (y)k < ".
Im Eindimensionalen konnten wir zeigen, daß jede stetige Funktion auf
abgeschlossenen Teilintervallen ihres Definitionsbereichs gleichm̈aßig
stetig ist; hier gilt entsprechend

Lemma: Eine stetige Abbildungf :D ! Rm aufD � Rn ist auf jeder
kompakten TeilmengeK � D gleichm̈aßig stetig.

Beweis:Da f aufD stetig ist, gibt es zu jedem" > 0 und zu jedemx

ausD ein Æ > 0, so daß gilt:kf (y)� f (x)k < ", falls ky � xk < Æ.
DiesesÆ hängt sowohl von" als auch vonx ab. Wir müssen zeigen, daß
wir zumindest f̈ur diex 2 K ein gemeinsamesÆ finden k̈onnen.

Dazu halten wir" fest und und ẅahlen zu jedemx 2 K ein Æx > 0,
so daß gilt: F̈ur ky � xk < Æx ist kf (y)� f (x)k < 1

2". Offensichtlich
bilden die MengenUx =

�y 2 Rn �� ky � xk < 1
2Æx	

eine offenëUberdeckung vonK; daK kompakt ist, gibt es eine Teilüber-
deckung durch endlich viele MengenUx1

; : : : ; Uxn . Wir bezeichnen die
kleinste unter denn Zahlen1

2Æxj mit Æ.
Damit liegt jedesx 2 K in mindestens einer der MengenUxj , und istky � xk < Æ, so isty � xj � ky � xk +

x� xj < 2Æ � Æxj ;

nach Definition vonÆxj ist daherf (y)� f (xj) < "

2
und

f (x)� f (xj) < "

2
,

alsokf (y)� f (x)k < ". Dies zeigt die gleichm̈aßige Stetigkeit vonf
aufK.

b) Zusammenhängende Mengen

Die kompakten Mengen in letzten Abschnitt sollten eine Art Verall-
gemeinerung abgeschlossener Intervalle sein, und zumindest was die
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Existenz von Maxima und Minima stetiger Funktionen betrifft, leisten
sie auch das, was wir von ihnen erwarteten.

Umgekehrt ist aber nicht jede kompakte Teilmenge vonR ein abge-
schlossenes Intervall: Die Vereinigung [�4; �2] [ [2; 4] ist sicherlich
abgeschlossen und beschränkt, also kompakt. Natürlich können wir nicht
erwarten, daß f̈ur Funktionen auf einer solchen Menge der Zwischen-
wertsatz gilt. Um auch diesen aufs Mehrdimensionale zu verallgemei-
nern, brauchen wir einen neuen Begriff, der etwas mit der Intervallei-
genschaft zu tun haben sollte.

Dafür gibt es mehrere M̈oglichkeiten: Ein Intervall entḧalt zu zwei Punk-
tenx; y stets auch deren Verbindungsstrecke; diese Eigenschaft könnten
wir auch im Mehrdimensionalen fordern. Etwas allgemeiner könnten
wir aber statt einer geradlinigen Verbindung einfachirgendeineVerbin-
dungskurve zwischen je zwei Punkten fordern. Schließlich könnten wir
auch ganz auf Verbindungskurven verzichten und stattdessen eine ande-
re Eigenschaft des obigen Gegenbeispiels ausnutzen: Die Vereinigung
[�4; �2] [ [2; 4] ist enthalten in der Vereinigung der beiden offenen
Intervalle (�5; �1) und (1; 5), und diese offenen Intervalle haben leeren
Durchschnitt.

Alle drei Ans̈atze sind n̈utzlich und haben deshalb eigene Namen:

Definition: a) Eine TeilmengeX � Rn heißt konvex,wenn f̈ur allex; y 2 X auch deren Verbindungsstrecke ganz inX liegt.
b)X heißtwegzusammenhängend,wenn es f̈ur allex; y 2 X eine ganz
in X liegende Kurve gibt, die diese Punkte verbindet, d.h. eine stetige
Abbildung :D ! Rn auf einer TeilmengeD � R mit (0) = x,(1) = y und�[0; 1]

� � X.
c)X heißtzusammenḧangend,wenn gilt: SindU; V � Rn zwei offene
Mengen mit leerem Durchschnitt und liegtX in der VereinigungU [V ,
so liegtX ganz in einer der beiden Mengen.

Von diesen drei Forderungen ist die Konvexität die sẗarkste, der Zusam-
menhang die schẅachste. Genauer gilt:

Lemma: a) Jede konvexe TeilmengeX � Rn ist auch wegzusammen-
hängend.
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b) Jede wegzusammenhängende TeilmengeX � Rn ist auch zusam-
menḧangend.

Beweis: a)ist klar: Wenn f̈ur je zwei Punktex; y 2 X deren Verbin-
dungsstrecke

�

(1� t)x+ty �� 0� t � 1

	

inX liegt, können wir einfach
diese Strecke als Verbindungskurve nehmen, d.h. wir definieren:

( R ! Rnt 7! (1� t)x + ty .

Dann ist(0) = x, (1) = y, und f̈ur allet 2 [0; 1] liegt (t) in X.

b) Die wegzusammenhängende TeilmengeX � Rn sei enthalten in der
Vereinigung der beiden offenen MengenU; V � Rn mit U \ V = ;.
FallsX selbst die leere Menge ist, liegtX sowohl inU als auch inV ,
und wir sind fertig. Andernfalls gibt es mindestens einen Punkt x 2 X.
Dieser muß entweder inU oder inV liegen; indem wir gegebenefalls die
Bezeichnungen vertauschen, können wir annehmen, daßx in U liegt.
Wir müssen zeigen, daß dann auch alle anderen Punktey 2 X in U

liegen.

Nach Voraussetzung gibt es eine Kurve, die x und y miteinander
verbindet. Wir wollen uns̈uberlegen, daß diese ganz inU liegen muß.
Dazu betrachten wirs = sup

�u 2 [0; 1]

�� (t) 2 U für allet 2 [0; u)

	

.

Falls s < 1 wäre, k̈onnte(s) nicht in U liegen, denn wegen der Ste-
tigkeit von ist �1(U ) eine offene Menge, enthält also zu jedem ihrer
Punkte auch eine offene Umgebung.s könnte aber auch nicht inV

liegen, denn auch�1(V ) ist offen, und f̈ur alle 0� t < s liegt t in�1(U ), also, daU \ V = ;, nicht in�1(V ). Das ist ein Widerspruch,
dennX � U [ V , so daß(s) in einer der beiden Mengen liegen muß.

Somit ists = 1 undy = (1) 2 U , denn l̈age(1) in V , gäbe es auch
eine Umgebung der Eins, so daß(t) für alle t aus dieser Umgebung
in V läge. Day ein beliebiger Punkt ausX war, liegt ganzX in U und
ist daher zusammenhängend.

Damit folgt beispielsweise, daßRn für jedesn sowohl wegzusam-
menḧangend als auch zusammenhängend ist, denn natürlich istRn kon-
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vex: Wir können zwei beliebige Punkte ausRn stets durch eine Strecke
miteinander verbinden. Damit folgt beispielsweise

Lemma: Ist X � Rn sowohl offen als auch abgeschlossen, so ist
entwederX = Rn oderX = ;.
Beweis:Ist X sowohl offen als auch abgeschlossen, ist auchRn n X
offen und hat naẗurlich leeren Durchschnitt mitX. Die Vereinigung
dieser beiden offenen Mengen ist ganzRn , und da dies eine zusam-
menḧangende Menge ist, liegt entweder ganzRn in X, d.h.X = Rn ,
oder aber ganzRn liegt in Rn nX, was nur f̈urX = ; möglich ist.

Die beiden Aussagen des vorigen Lemmas lassen sich nicht umkehren,
es gibt also wegzusammenhängende Mengen, die nicht konvex sind, und
zusammenḧangende, aber nicht wegzusammenhängende Mengen.

Als erstes Beispiel betrachten wir die MengeX = f(x; y) 2 R 2

�� jxj � 1 oder jyj � 1

	

.

Sie ist nicht konvex, denn die Verbindungsstrecke der beiden Punkte
(0; 4) und (4; 0) ausX entḧalt beispielsweise den Punkt (2; 2), der nicht
in X liegt. Sie ist aber wegzusammenhängend, denn für jeden Punkt
(x; y) 2 X liegt dessen Verbindungsstrecke zum Nullpunkt inX, und
für zwei Punkte ausX können wir die beiden Verbindungsstrecken zum
Nullpunkt aneinandersetzen zu einer Verbindungskurve.

Beispiele zusammenhängender, aber nicht wegzusammenhängender
Mengen sind schwerer zu finden; am populärsten ist die MengeX =

�

(x; sin 1x ) 2 R 2

�� x > 0

	 [ �(0; y)

�� jyj � 1
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bestehend aus einer Sinuslinie mit für x ! 0 immer kleiner werden-
dem Abstand zwischen aufeinanderfolgenden Bergen und Tälern und
dem Intervall auf dery-Achse, dem sich diese Sinuslinie immer mehr
ann̈ahert.

–1

–0.5

0

0.5

1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

x

Diese Menge ist nicht wegzusammenhängend; beispielsweise lassen
sich die beiden Punkte (1� ; 0) und (0; 1) ausX nicht durch eine Kurve
miteinander verbinden: G̈abe es n̈amlich eine Kurve mit (0) = (1� ; 0)
und(1) = (0; 1), so k̈onnten wir die Menge alleru 2 [0; 1] betrachten,
für die(t) im Intervall 0� t < u überall positivex-Koordinate hat;
ihr Supremum seis. Wegen(1) = (0; 1) wäres < 1; außerdem m̈ußte
diex-Koordinate von(s) verschwinden, denn ẅare sie positiv, k̈onnte
es nicht in jeder beliebig kleinen Umgebung von(s) Punkte mitx-
Koordinate Null geben. Da sin1x in jedem Intervall (0; ") alle Werte
zwischen�1 und 1 annimmt, m̈ußte(s) wegen der Stetigkeit von

in jeder beliebig kleinen Umgebung Punkte mit alleny-Koordinaten
zwischen�1 und 1 haben, was natürlich nicht m̈oglich ist. Somit istX

nicht wegzusammenhängend.

Die beiden TeilmengenX1 =

�

(x; sin 1x ) 2 R 2

�� x > 0

	

und X2 =

�

(0; y)

�� jyj � 1

	
sind naẗurlich wegzusammenhängend und damit erst recht zusam-
menḧangend. Wenn es zwei offene MengenU; V mit leerem Durch-
schnitt g̈abe, so daßX � U [ V weder inU noch inV liegt, müßte
daherX1 in U undX2 in V liegen oder umgekehrt. Das ist aber nicht
möglich, denn in jeder offenen Menge, dieX2 entḧalt, gibt es auch
Punkte ausX1. Daher istX zusammenḧangend.
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Der große Aufwand, den wir für dieses Beispiel treiben mußten, legt
die Vermutung nahe, daß zusammenhängende Mengen in vielen Fällen
auch wegzusammenhängend sind. In der Tat gilt etwa

Lemma: Eine offene TeilmengeX � Rn ist genau dann zusam-
menḧangend, wenn sie wegzusammenhängend ist.

Beweis:Wir wissen bereits, daßjede wegzusammenḧangende Men-
ge zusammenḧangend ist; zu zeigen bleibt, daß jede offene zusam-
menḧangende MengeX auch wegzusammenhängend ist. F̈ur die leere
Menge gibt es nichts zu beweisen; sei alsoX 6= ;. Wir wählen einen
festen Punktx 2 X und betrachten die MengeU allery 2 X, die durch
eine Kurve mitx verbunden werden k̈onnen, sowie die MengeV aller
jenery 2 X, für die das nicht der Fall ist. Beides sind offene Men-
gen: Wegen der Offenheit vonX gibt es n̈amlich zu jedemy 2 X ein" > 0, so daß auch allez 2 Rn mit kz � yk < " in X liegen. Wenn
wir dabei die EUKLID ische Norm verwenden, liegen diese Punktez in
einern-dimensionalen Kugel umy mit Radius" und lassen sich daher
alle durch eine Strecke, die ganz innerhalb der Kugel und damit auch
innerhalb vonX liegt, mit dem Mittelpunkty verbinden.

x y z

Falls sich der Mittelpunkt durch eine Kurve mitx verbinden l̈aßt, k̈onnen
wir diese Kurve daher um eine Strecke verlängern, um auch jeden
Punktz aus der Kugel mitx zu verbinden, so daß die gesamte Kugel
in U liegt. Falls es umgekehrt innerhalb vonX keine Verbindungskurve
von x nachy gibt, kann es auch für kein z aus der Kugel eine solche
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Kurve geben, denn sonst könnten wir diese um die Verbindungsstrecke
vonz nachy verlängern zu einer Verbindungskurve zwischenx undy.

Damit sindU undV offene Mengen; ihr Durchschnitt ist leer und ihre
Vereinigung gleichX. Da wirX als zusammenḧangend vorausgesetzt
haben, muß ganzX in einer der beiden Mengen liegen, und dax in U

liegt, ist das die MengeU . Dies zeigt, daß sich jeder Punkty 2 X

durch eine ganz inX verlaufende Kurve mitx verbinden l̈aßt;X ist also
wegzusammenḧangend.

Im Eindimensionalen ist die Situation noch einfacher; hiererhalten wir
bei allen drei oben definierten Begriffen einfach die Intervalle, zu denen
wir, wie üblich, auch die unbeschränkten Intervalle und die leere Menge
rechnen:

Lemma: Für eine TeilmengeX � R sind die folgenden vier Aussagen
äquivalent:
a)X ist ein Intervall.
b)X ist konvex.
c)X ist wegzusammenhängend.
d)X ist zusammenḧangend.

Beweis:Um dieÄquivalenz dieser vier Aussagen zu zeigen, müssen wir
nicht alle 4� 3 = 12 Implikationen einzeln nachweisen; es reicht, wenn
wir in einem sogenanntenRingschlußdie Folgerungen

a) ) b) ) c) ) d) ) a)

zeigen. Die ersten drei unter diesen sind offensichtlichbzw.wurden oben
schon allgemein gezeigt; wirklich beweisen müssen wir daher nur, daß
jede zusammenhängende TeilmengeX � R ein Intervall ist. Da wir die
leere Mengeper definitionemals Intervall betrachten, können wir dazu
annehmen, daßX nicht leer ist.

FallsX nach oben beschränkt ist, hatX ein Supremumb 2 R ; wir wollen
uns als erstes̈uberlegen, daßX dann f̈ur jedesz 2 X das Intervall [z; b)
entḧalt: Gäbe es n̈amlich ein 2 [z; b), das nicht inX läge, so l̈ageX in
der Vereinigung der beiden offenen MengenU = fx 2 R j x < g undV = fx 2 R j x > g, aber weder inU noch inV . Entsprechend folgt,
daßX, sofern es unbeschränkt ist, zu jedemz 2 X auch alle reellen
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Zahlenx � z enthalten muß, denn lägex > z nicht inX, könnten wir
wie eben argumentieren.

Dasselbe Argument zeigt auch, daßX, falls es nach unten beschränkt
ist, für jedesz 2 X das Intervall (a; z] enthalten muß, wobeia das
Infimum vonX bezeichnet; fallsX nicht nach unten beschränkt ist,
muß es entsprechend zu jedemz 2 X auch alle reellen Zahlenx � z
enthalten.

Ist alsoX eine beschr̈ankte zusammenhängende Teilmenge vonR mit
Infimum a und Supremumb, so entḧalt X das offene Intervall (a; b).
Da X keine Punktez < a oder z > b enthalten kann, k̈onnen dazu
höchstens noch einer oder beide der Punktea; b kommen;X ist also
eines der vier Intervalle (a; b), (a; b], [a; b) oder (a; b].
FallsX nur nach unten beschränkt ist mit Infimuma, entḧaltX auf jeden
Fall alle reellen Zahlenx > a, zus̈atzlich eventuell nach den Punkta.
Entsprechendes gilt für eine nur nach oben beschränkte Menge.

Bleibt noch der Fall, daßX weder nach oben noch nach unten beschränkt
ist; dann istX = R , was wir ebenfalls als Intervall betrachten.

Die für uns wichtigste Anwendung zusammenhängender Mengen ist die
folgende Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes:

Satz: Ist f :D ! Rm eine stetige Abbildung aufD � Rn undX � D

zusammenḧangend, so ist auchf (X) zusammenḧangend.

Beweis:U und V seien zwei offene Teilmengen vonRm mit leerem
Durchschnitt, undf (X) liege in der VereinigungU [V . Wegen der Ste-
tigkeit vonf sind die Urbilderf�1(U ) undf�1(V ) offene Teilmengen
vonRn ; ihr Durchschnitt ist leer, denn keinx 2 D kann ein Bild haben,
das sowohl inU als auch inV liegt. Somit mußX ganz in einer der
beiden Mengenf�1(U ) oderf�1(V ) liegen, alsof (X) in U oder inV .

Speziell f̈urm = 1 folgt

Korollar: Ist f :D ! R eine stetige Abbildung aufD � Rn undX � D zusammenḧangend, so istf (X) ein Intervall, entḧalt also zu je
zwei Wertena; b auch alle Zahlen, die zwischen den beiden liegen.


