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mengen vorR™. Nach diesem Satz wird sich sicherlich mancher Leser
fragen, warum man kompakte Mengen nicht einfach als abtpessgne
und beschinkte Mengerdefiniert; das ware auf jeden Fall einfacher,
als die Definition mit endlichen Téiberdeckungen. Taishlich gibt es
Lehrbicher der Analysis, in denen so eine Definition zu finden ist.

In der Mathematik spielt der Begriff der Kompaktheit alliexgs eine
sehr groRe Rolle nicht nuéif Teilmengen deR", sondern auchiif viel
allgemeinere Rume. Dort ist der Satz vongthE-BOREL im allgemei-
nen falsch; teilweisedl3t sich sogar nicht einmal definieren, was eine
beschankte Teilmenge sein soll. liibrigen lassen siciberdeckun-
gen ohnehin nicht vermeidenjrfdie meisten Anwendungen kompakter
Mengen niissen wir mit dieser Definition arbeiten. Ein Beispielidaf
ist die fur uns wichtigste Anwendung kompakter Mengen, die Existenz
von Maxima und Minima; diese beruht auf dem folgenden

Lemma: f: D — R™ sei eine stetige Abbildung aup C R", und
X C D sei kompakt. Dann ist auch(X) C R™ kompakt.

Beweisil = {U, | i € I} sei eine offendJberdeckung vorf(X). Da f
eine stetige Abbildung ist, sind dann auch die Urbilder

U ={zeD]| f@)eU}
offen, und nairlich bilden sie eindJberdeckung vorX . DieseUber-
deckung hat wegen der Kompaktheit véh eine endliche Teilber-
deckung{f~*(U,,), ..., f~*(U; ). DamitiiberdeckerV/; ,...,U; die
Mengef(X), die vorgegebengberdeckung hat also eine endliche Teil-

Uberdeckung. .

Lemma: f:D — R sei eine stetige Abbildung aub C R"™, und
X C D sei kompakt. Dann nimmf sowohl ihr Maximum als auch ihr
Minimum an; es gibt also Elemenig,, undzx,, ausX, so dai ir alle

z € X gilt: f(z,,) < f(z) < flzy).

Beweis:Nach dem vorigen Lemma ig{X) eine kompakte Teilmenge
von R, also insbesondere besahkt Somit existieren sowohl das Infi-
mumm als auch das Supremui von f(X). Wir miissen zeigen, daf3
sie in f(X) liegen.
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Falls einer dieser beiden Punkte nicht in der abgeschlessktenge
f(X) lage, niiBte er in ihrem offenen KomplemeRt\ f(X) liegen
und Hatte damit eine-Umgebung, die ganz iR \ f(X) lage. Im Falle
des Supremums iivde dies bedeuten, dal’ beispielsweise auch 5
eine obere Schranke vgiiX) ware, im Widerspruch zur Definition des
Supremums alkleinsteroberer Schranke; im Falle des Infimumare
entsprechendh + 5 eine untere Schranke.

Daher nmiissenm und M in f(X) liegen, es gibt also Elements,,
undz,, in X, so dal¥f(z,,) =mund f(z,,) = M ist.

Als Beispiel fir die Nutzlichkeit dieses Lemmas wollen wir die relativen
Maxima und Minima der Funktiorf(z,y) = co$ z + cos y unter der
Nebenbedingung? + 3? < 1 bestimmen.

Der Gradient vonf ist V f(z,y) = <_§§:?z gg:z>; beide Kompo-
nenten verschwinden genau dann, wenn entweder der Sinuslede
Kosinus verschwindet, wenn alsoundy halbzahlige Vielfache vor

sind. Da% groRer ist als eins, kommt unter der angegebenen Neben-
bedingung hieidr nur der Nullpunkt in Frage. Dort isf(0,0) = 2 in

der Tat ein (absolutes) Maximum der Funktion, denn der Kaskann
nirgends gobl3er als eins werden.

Bleiben die Extrema auf dem Randz, y) = 2® + y> — 1 = 0. Da der
GradientVg = (gz) von g dort nirgends verschwindet, muR &s fedes
solche Extremum ein geben mitV f(z, y) = AVg(z, y), also konkret

sinzcosx = —Axr und sinycosy = —\y.

Setzen wirx = 0 odery = O, ist jeweils eine der beiden Gleichungen
erfullt. Wegen der Nebenbedingung mul3 die jeweils andere Koord
nate Betrag eins haben, uidbestimmt sich aus der jeweils anderen
Gleichung. Wir haben somit vier Kandidaten {9, (0,—1) (1,0) und
(=1, 0). In allen vier Punkten ist

f(z,y) =cog0+cog1l=1+cod1l.

Falls wedetr nochy verschwinden, &nnen wir dividieren und erhalten
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die deutlich unangenehmeren Gleichungen
_ sinzcosz _ Siny cosy
T y '
Um diese etwas zu vereinfachen, beachten wir, daf3 nachrEilt

] eiw _ e—iz eiz + e—iz eZiw _ e—Ziz sin 2
Sinx COosx = . = = )

2i 2 4 2
wir haben also die etwas einfachere Gleichung
sin2x  sin2y
—A= = .
2z 2y

Wir wollen daraus folgern, daB = +y sein muf3. Dazu filssen wir die
Funktionh(t) = sin(t)/t genauer untersuchen. Offensichtlich/igt) =
h(—t), und wir wissen auch, daR nactE HOPITAL der Grenzwert
fur ¢ — 0 gleich eins ist. Wir wollen un&berlegen, dal’ die Funktion
fur 0 < t < = monoton &llt. Das ist genau dann der Fall, wenn ihre

Ableitung tcost — sint

W)= =0

dort nirgends positiv wird. Das Vorzeichen dieser Ablegfist das ihres
Zahlers. Dieser verschwindet an der Stelie0; da seine Ableitung

(t cost — sint)’ = cost — tsint — cost = —t sint
fur 0 < ¢t < 7 negativ ist, &llt er im Intervall (Q =) monoton, ist dort
also negativ. Somitist dort monoton fallend; da wir nut- undy-Werte
vom Betrag lichstens eins betrachten, ist alg@x) = h(2y) nur dann
mdglich, wenny = +z ist. Eingesetzt in die Nebenbedinguridpft das
auf die Gleichung

ac=:|:§ und y=:tg;
wir haben also wieder vier Kandidaten, und in allen vierebemawir

denselben Funktionswert
f <i£ i\/_> = 2co§g .

Wir miissen noch entscheiden, wo Maxima und wo Minima angenom-
men werden. Da die Kreislinie offensichtlich abgeschlossed be-
schinkt ist, ist sie kompakt, wir wissen also, d@ftlort sowohl sein
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Maximum als auch sein Minimum annimmt. Qaund g differenzier-
bar sind, muf3 dies bei einem (oder mehreren) unserer acllidaan
passieren. Die Funktionswerte dort sind

2
1+co€1~ 129192658 und 2 cas\g ~ 1,15594369

ist, wird in den Punkten#1, 0) und (Q +1) das Minimum (auf dem
Rand) angenommen und in den Punkteméz, ﬁ:%) das Maximum.

Das absolute Maximum auf der gesamten Kreisscheibe istyivgehon
wissen, die im Nullpunkt angenommene Zwei; das absolutérim
existiert wegen der Kompaktheit der Kreisscheibe ebenfatid mufd
damit in den Punkterd{1, 0) und (Q +1) angenommen werden.
Puristen, die ohne numerischélerungswerte auskommerbahten, knnen nairlich

auch ohne Taschenrechner oder Computer entscheiden avdiehbeiden Werte gRer
ist; allerdings mufd man dazu etwas tricksen. Eirtighthkeit ware etwa die folgende:

Da zwischen drei und vier liegt, ist

T T T T \/E 1
— <1< —-=rc0s— >cosl>cos— = — >cosl> —,
4 3 4 3 2 2
also 1% <1+cogl< 1%. (Zur Erinnerung:Z entspricht 48 und 3 ist im Winkel-

man 6C.)

\/_ liegt in der Nahe von7Z, also solite c0¢ ungethr bei cosy = \f liegen, d.h.
2
2cos’£ ~2<\/§> =1

2
sollte kleiner sein als 1 + c84. Nach der AvyLOR-Reihe A
2 4 6
cosz=1— 2 +2 ¥ 4
21 4l 6!
des Kosinus ist co£ =1- ! + ! !
2 2.21 22.41 28.6 6'

Da der Betrag der Summanden monoton fallend ist, muR jederBuams einem negativen
und dem darauffolgenden positiven Summanden negativaéin,

V2 1,1 _4.24-24+1_73
cos— < 1-— .
2 4 4.24 "~ 4.24 " 96
Um zu sehen, daR-Zog % < 1+cog 1ist, reicht es somit, wenn wir zeigen, dal
73)\? _5
96 8
ist. Diese Behauptung igiquivalent zu

8.7 <5.96" oder 2.7F¥ <5.48 oder 10658< 11520,
also richtig — ganz itUbereinstimmung mit den numerischen Resultaten.
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Mit dem Lemma, wonach eine stetige Funktion auf einer kortgrak
Menge sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum annimménkien
wir auch eine am Ende vof2b) aufgestellte und seither mehrfach
wiederholte Behauptung beweisen:

Lemma: Alle Normen aufR™ sindaquivalent.

Beweis:Es geiiigt zu zeigem, dal’ jede Norfji|| aquivalent ist zur
Maximumsnorm|-|| .. Die eine Richtung ist einfach: Sind

1 0 0
0 1 0
€= : y €% : yeey€p = :
0 0 1

die KoordinateneinheitsvektorenRf, so kdnnen wirx = (z4,...,z,)
schreiben alg = z,e; +- - - + z,e,; nach der Dreiecksungleichung und

n-n’

der sonstigen Eigenschaften einer Norm ist

n n n
Zmzez < Z llze;]| = Z || lle; |l
i=1 i=1

i=1
n

o > llesll
i=1

denn||z||_, ist ja das Maximum der Beige derz;. Die Summe der
Normen der Einheitsvektoren ist eine positive Konstangmid haben

wir gezeigt, daf? es eine solche Konstanggbt mit der Eigenschaft, daf3
|lz|| < cllz] , firallex € R™.

]

IN

Fur die andere Absé@tzungliberlegen wir uns zuchst, dafd jede Norm
eine stetige Funktion vaR™ nachR ist. Der Begriff der Stetigkeitdngt
ab von einer Norm; wie stets in bisherigen Verlauf der Vartgsarbeiten
wir mit der Maximumsnorm (oder der daaquivalenten BKLIDischen).
Auf R ist das einfach der Betrag; wirimsen also zeigen, dal3 es zu
jedeme > 0 eind > 0 gibt, so daRdr zwei Punkter,y € R™ mit

o —yllo <dgilt: [[lz] — llylll <e.
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Nach der Dreiecksungleichung ist
el = lly + (@ — )l < [lyll +[lz —yl| und
lyll = llz+ @ —2)| < =l +ly — =] ,

also sind|z|| — ||y|| und||y|| — ||=|| beide kleiner al§z — y|| = ||y — z||,
und damit ist

Nzl = llylll < [lz —yll < cllz -yl

Setzen wir dahef = ¢/c, soist|||z|| — ||y]|| < e fur allez,y € R™ mit
|z — y||, < d.Damitist die Stetigkeit der Norri|| bewiesen.

Nun betrachten wir den Vaffel
W={eeR ||z, =1}

Er ist offensichtlich abgeschlossen und be&okt, nach dem Satz von
HEINE-BOREL also kompakt.

Als stetige Funktion nimmt die Norm al¥ sowohl ein Minimum als
auch ein Maximum an; es gibt daher Konstantgrund c,, so daf3
c1 < ||z|| € e, furallex € W. Beide Konstanten sind positiv, defia|
verschwindet nurifr z = 0, und dieser Punkt liegt nicht V.

Ein beliebiges: # 0 kbnnen wir schreiben als

wobei der zweite Faktor ifV liegt. Selne Norm

= H T
—_ - =

%0 1]l el

liegt zwischert:1 undc,, also ist

P el ||

|

]| =

] 2]l oo

<ec, oder ¢zl <zl < ezl

Damit ist dieAquivalenz der beiden Normen bewiesen. .
Als weitere Anwendung kompakter Mengen wollen wir die ghenéfi-
ge Stetigkeit, die wiriir Funktionen einer V@nderlichen in Kapitel 4
zur Konstruktion des RMANN-Integrals beitigten, auchiir Funktio-
nen mehrerer Vénderlicher eirfhren:
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Definition: Eine Abbildungf: D — R™ auf der offenen Teilmenge
D C R" hei3tgleichn@Rig stetigauf der TeilmengeX C D, wenn es
zu jedene > 0 eind > 0 gibt, so daf3 gilt: Br alle Punkter, y € X mit
o —yl| < dist]|f(z) - fW <e.

Im Eindimensionalen konnten wir zeigen, dafl3 jede stetige&fion auf
abgeschlossenen Teilintervallen ihres Definitionsbaeegleichnalig
stetig ist; hier gilt entsprechend

Lemma: Eine stetige Abbildung: D — R™ aufD C R" ist auf jeder
kompakten Teilmeng& C D gleichnafig stetig.

Beweis:Da f auf D stetig ist, gibt es zu jedem > 0 und zu jedenx
ausD eind > 0, so daB gilt]| f(y) — f(z)|| < e, falls |y — z| < 6.
Dieses) hangt sowohl vorz als auch vorx: ab. Wir niissen zeigen, dald
wir zumindest @r diex € K ein gemeinsamesfinden konnen.

Dazu halten wire fest und und withlen zu jedenx € K eind, > O,
so daB gilt: Er ||y — z|| < 4, ist [|f(y) — f(z)|| < 3e. Offensichtlich
bilden die Mengen

U, ={yeR"||ly—=| < 36,}

eine offendJberdeckung voik; daK kompaktist, gibt es eine Téiber-
deckung durch endlich viele Mengén, , ..., U, . Wir bezeichnen die
kleinste unter den ZahIen%émj mit §.

Damit liegt jedest € K in mindestens einer der Mengé@j, und ist
lly —z|| <6, soist

ly ol < lly— 2l + 2 — o] <25 <5,
nach Definition vory,, - ist daher

116) = fepl < 5 und [l7@) ~ fap)] < 5

also|| f(y) — f(z)|| < e. Dies zeigt die gleich@ige Stetigkeit vorf
auf K.

b) Zusammenhangende Mengen

Die kompakten Mengen in letzten Abschnitt sollten eine Aeral-
gemeinerung abgeschlossener Intervalle sein, und zustinges die
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Existenz von Maxima und Minima stetiger Funktionen bdtriffisten
sie auch das, was wir von ihnen erwarteten.

Umgekehrt ist aber nicht jede kompakte Teilmenge Rorin abge-
schlossenes Intervall: Die Vereinigung4, —2] U [2, 4] ist sicherlich
abgeschlossen und besahkt, also kompakt. Nétlich kdnnen wir nicht
erwarten, daRifr Funktionen auf einer solchen Menge der Zwischen-
wertsatz gilt. Um auch diesen aufs Mehrdimensionale zullgeraei-
nern, brauchen wir einen neuen Begriff, der etwas mit derVatlei-
genschaft zu tun haben sollte.

Dafiir gibt es mehrere Blichkeiten: Ein Intervall engéit zu zwei Punk-
tenz, y stets auch deren Verbindungsstrecke; diese Eigensdiraitdn
wir auch im Mehrdimensionalen fordern. Etwas allgemeing@mriken
wir aber statt einer geradlinigen Verbindung einfagendeineVerbin-
dungskurve zwischen je zwei Punkten fordern. Schliellimiken wir
auch ganz auf Verbindungskurven verzichten und stattdessee ande-

re Eigenschaft des obigen Gegenbeispiels ausnutzen: Banidging
[—4, —2] U [2, 4] ist enthalten in der Vereinigung der beiden offenen
Intervalle 5, —1) und (1 5), und diese offenen Intervalle haben leeren
Durchschnitt.

Alle drei Ansatze sind iitzlich und haben deshalb eigene Namen:

Definition: a) Eine TeilmengeX C R" hei3tkonvex,wenn fr alle
z,y € X auch deren Verbindungsstrecke ganZiniegt.

b) X heiRtwegzusammeringendwenn esfir allex,y € X eine ganz
in X liegende Kurve gibt, die diese Punkte verbindet, d.h. eiatge
Abbildung v: D — R™ auf einer TeilmengeD C R mit y(0) = =,

7(1) =y und~([0, 1]) € X.

¢) X heil3tzusammerdmgendwenn gilt: SindU, V' C R™ zwei offene
Mengen mit leerem Durchschnitt und liegtin der Vereinigund/ UV,

so liegtX ganz in einer der beiden Mengen.

Von diesen drei Forderungen ist die Konvéxitie sérkste, der Zusam-
menhang die schachste. Genauer gilt:

Lemma: a) Jede konvexe Teilmenge€ C R" ist auch wegzusammen-
hangend.
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b) Jede wegzusammeaigende Teilmeng& C R™ ist auch zusam-
menlangend.

Beweis: a)ist klar: Wenn fir je zwei Punkter,y € X deren Verbin-
dungsstreck¢(1—t)z+ty | 0 < ¢t < 1} in X liegt, konnen wir einfach
diese Strecke als Verbindungskurve nehmen, d.h. wir definie

_ R — R"
T’ ts (A—tz+ty

Dann isty(0) =z, v(1) =y, und fur allet € [0, 1] liegt~(¢) in X.

b) Die wegzusammerémgende Teilmeng& C R" sei enthalten in der
Vereinigung der beiden offenen Meng&nhV C R* mit U NV = (.
Falls X selbst die leere Menge ist, liegt sowohl inU als auch inV/,
und wir sind fertig. Andernfalls gibt es mindestens einenl®u € X.
Dieser mul3 entweder i oder inV liegen; indem wir gegebenefalls die
Bezeichnungen vertauschergrinen wir annehmen, daflin U liegt.
Wir mussen zeigen, daf3 dann auch alle anderen PunkteX in U
liegen.

Nach Voraussetzung gibt es eine Kuryedie z und y miteinander
verbindet. Wir wollen ungiberlegen, dal’ diese ganzlinliegen muf3.
Dazu betrachten wir

s =sup{u € [0,1] | 7(t) € U fur allet € [0,u)} .

Fallss < 1 ware, lonnte~(s) nicht in U liegen, denn wegen der Ste-
tigkeit von+y isty ~1(U) eine offene Menge, erdlt also zu jedem ihrer
Punkte auch eine offene Umgebungkodnnte aber auch nicht iy
liegen, denn auch (V') ist offen, und @ir alle 0< ¢ < s liegt ¢ in
v~ XU), also, da/ NV =@, nicht iny (V). Das ist ein Widerspruch,

dennX C U UV, so daf3(s) in einer der beiden Mengen liegen muf3.

Somitists = 1 undy = v(1) € U, denn hge~v(1) in V, gabe es auch
eine Umgebung der Eins, so da¥) fur alle ¢ aus dieser Umgebung
in V lage. Day ein beliebiger Punkt au war, liegt ganzX in U und
ist daher zusammeahgend. .
Damit folgt beispielsweise, daR"™ fiur jedesn sowohl wegzusam-
mentangend als auch zusammanigend ist, denn niatlich istR™ kon-
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vex: Wir kbnnen zwei beliebige Punkte a8 stets durch eine Strecke
miteinander verbinden. Damit folgt beispielsweise

Lemma: Ist X C R" sowohl offen als auch abgeschlossen, so ist
entwederX = R" oderX = .

Beweis:Ist X sowohl offen als auch abgeschlossen, ist aBEH, X
offen und hat natrlich leeren Durchschnitt miX. Die Vereinigung
dieser beiden offenen Mengen ist gdRZ, und da dies eine zusam-
menfangende Menge ist, liegt entweder gdtizin X, d.h. X = R",
oder aber ganR” liegtin R” \ X, was nur &@ir X = () mdglich ist.

Die beiden Aussagen des vorigen Lemmas lassen sich niclehnenk,
es gibt also wegzusammeirigende Mengen, die nicht konvex sind, und
zusammenéingende, aber nicht wegzusammiémgende Mengen.

Als erstes Beispiel betrachten wir die Menge
X ={(z,y) € R | |z| < L oder|y| < 1}.

Sie ist nicht konvex, denn die Verbindungsstrecke der leRlenkte
(0,4) und (4 0) ausX enthalt beispielsweise den Punkt, @), der nicht

in X liegt. Sie ist aber wegzusammetgend, denniiir jeden Punkt
(z,y) € X liegt dessen Verbindungsstrecke zum Nullpunk&inund
fur zwei Punkte auX konnen wir die beiden Verbindungsstrecken zum
Nullpunkt aneinandersetzen zu einer Verbindungskurve.

e

.

Beispiele zusammeagingender, aber nicht wegzusammémfender
Mengen sind schwerer zu finden; am papsten ist die Menge

X:{(:L',Sin%) e R? | x>O}U{(O,y) | ly| < 1}
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bestehend aus einer Sinuslinie mit ft — 0 immer kleiner werden-
dem Abstand zwischen aufeinanderfolgenden Bergen el und
dem Intervall auf deg-Achse, dem sich diese Sinuslinie immer mehr
anrahert.

1-

0.5

-0.5

-1

Diese Menge ist nicht wegzusammaénigend; beispielsweise lassen
sich die beiden Punkte}r( 0) und (Q 1) ausX nicht durch eine Kurve
miteinander verbinden: &e es &mlich eine Kurvey mit y(0) = (%, 0)
und~(1) = (0, 1), so ldnnten wir die Menge allei € [0, 1] betrachten,
fur dievy(t) im Intervall 0 < ¢ < wu Uberall positiver-Koordinate hat;
ihr Supremum ses. Wegeny(1) = (0,1) wares < 1; aulRerdem fi3te
die z-Koordinate vory(s) verschwinden, dennave sie positiv, &nnte
es nicht in jeder beliebig kleinen Umgebung vefs) Punkte mitz-
Koordinate Null geben. Da sijgl in jedem Intervall (Q¢) alle Werte
zwischen—1 und 1 annimmt, ria3te~(s) wegen der Stetigkeit von
in jeder beliebig kleinen Umgebung Punkte mit allgfKoordinaten
zwischen—1 und 1 haben, was natich nicht nglich ist. Somit istX
nicht wegzusammeigmgend.

Die beiden Teilmengen
X;={(z,sin) e R? |z >0} und X,={00,y) ]yl <1}

sind natirlich wegzusammeréimgend und damit erst recht zusam-
mentangend. Wenn es zwei offene MengénV mit leerem Durch-
schnitt gabe, so dalX C U U V weder inU noch inV liegt, mi3te
daherX, in U und X, in V' liegen oder umgekehrt. Das ist aber nicht
moglich, denn in jeder offenen Menge, di¢, enttalt, gibt es auch
Punkte ausX,. Daher istX zusammenéngend.
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Der grol3e Aufwand, den wirlf dieses Beispiel treiben mufiten, legt
die Vermutung nahe, dal3 zusamm&ngende Mengen in vieleraben
auch wegzusammeahgend sind. In der Tat gilt etwa

Lemma: Eine offene TeilmengeX C R”™ ist genau dann zusam-
mentangend, wenn sie wegzusammangend ist.

Beweis: Wir wissen bereits, dafede wegzusammerdngende Men-
ge zusammerdmgend ist; zu zeigen bleibt, daR jede offene zusam-
menfangende Meng&X auch wegzusamme#hgend ist. Br die leere
Menge gibt es nichts zu beweisen; sei a§o7 0. Wir wahlen einen
festen Punkt € X und betrachten die Mendéallery € X, die durch
eine Kurve mitz verbunden werdendanen, sowie die Meng¥ aller
jenery € X, fur die das nicht der Fall ist. Beides sind offene Men-
gen: Wegen der Offenheit vaol gibt es ramlich zu jedeny € X ein

e > 0, so daB auch alle € R™ mit ||z — y|| < ¢ in X liegen. Wenn
wir dabei die BDKLIDische Norm verwenden, liegen diese Punkie
einern-dimensionalen Kugel um mit Radiuse und lassen sich daher
alle durch eine Strecke, die ganz innerhalb der Kugel unditdamnch
innerhalb vonX liegt, mit dem Mittelpunkty verbinden.

Falls sich der Mittelpunkt durch eine Kurve reiverbinden&i3t, lonnen
wir diese Kurve daher um eine Strecke @mgern, um auch jeden
Punktz aus der Kugel mit: zu verbinden, so daf3 die gesamte Kugel
in U liegt. Falls es umgekehrt innerhalb vé&hkeine Verbindungskurve
von xz nachy gibt, kann es auchif kein z aus der Kugel eine solche
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Kurve geben, denn sonsbinten wir diese um die Verbindungsstrecke
von z nachy verlangern zu einer Verbindungskurve zwischeandy.

Damit sindU und V' offene Mengen; ihr Durchschnitt ist leer und ihre
Vereinigung gleichX. Da wir X als zusammerdngend vorausgesetzt
haben, mull ganX in einer der beiden Mengen liegen, undada U
liegt, ist das die Meng&/. Dies zeigt, dal3 sich jeder Punkte X
durch eine ganz iX verlaufende Kurve mit verbinden&f3t; X ist also
wegzusammerdngend. .
Im Eindimensionalen ist die Situation noch einfacher; leidralten wir
bei allen drei oben definierten Begriffen einfach die Inédle; zu denen
wir, wie Uiblich, auch die unbescinkten Intervalle und die leere Menge
rechnen:

Lemma: Fur eine Teilmenge&X C R sind die folgenden vier Aussagen
aquivalent:

a) X ist ein Intervall.

b) X ist konvex.

¢) X ist wegzusammerdmgend.

d) X ist zusammendngend.

Beweis:Um dieAquivalenz dieser vier Aussagen zu zeigefissen wir
nicht alle 4- 3 = 12 Implikationen einzeln nachweisen; es reicht, wenn
wir in einem sogenanntdRingschluldie Folgerungen

a)=Dbh)=c)=d) = a)

zeigen. Die ersten drei unter diesen sind offensichbmliwurden oben
schon allgemein gezeigt; wirklich beweisefissen wir daher nur, daf3
jede zusammerémgende Teilmeng& C R ein Intervall ist. Da wir die
leere Mengeper definitionenals Intervall betrachtendanen wir dazu
annehmen, da nicht leer ist.

FallsX nach oben besclnktist, hatX ein Supremunh € R; wirwollen
uns als erstedberlegen, daX dann fir jedes: € X das Intervall k, b)
enthalt: Gabe es amlich einc € [z, b), das nichtinX lage, sodgeX in
der Vereinigung der beiden offenen Mendérr {x € R | z < ¢} und
V ={z € R| z > ¢}, aber weder i/ noch inV. Entsprechend folgt,
daR X, sofern es unbesdinkt ist, zu jedent € X auch alle reellen

Kap. 5: Funktionen mehrerer Veranderlicher 112

Zahlenz > z enthalten muR3, denadgiex > z nicht in X, kdnnten wir
wie eben argumentieren.

Dasselbe Argument zeigt auch, dAT; falls es nach unten besé@mkt
ist, fur jedesz € X das Intervall ¢, z] enthalten mul3, wobei das
Infimum von X bezeichnet; fallsX nicht nach unten besdimkt ist,
muf es entsprechend zu jedeme X auch alle reellen Zahlen < 2
enthalten.

Ist also X eine besclankte zusammetdmgende Teilmenge vadR mit
Infimum a und Supremund, so entkilt X das offene Intervalld, b).
Da X keine Punktez < a oderz > b enthalten kann, &nnen dazu
hdochstens noch einer oder beide der Punktie kommen; X ist also
eines der vier Intervallex( b), (a, b], [a, b) oder @, b].

Falls X nur nach unten besdimkt ist mit Infimumg, enthalt X aufjeden
Fall alle reellen Zahlem > a, zusatzlich eventuell nach den Pundt
Entsprechendes giltif eine nur nach oben besénkte Menge.

Bleibt noch der Fall, daX weder nach oben noch nach unten begckt
ist; dann istX = R, was wir ebenfalls als Intervall betrachten.

Die fur uns wichtigste Anwendung zusammangender Mengen ist die
folgende Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes:

Satz: Ist f: D — R™ eine stetige Abbildung auP C R® undX C D
zusammendaingend, so ist aucf(X) zusammenangend.

Beweis:U und V' seien zwei offene Teilmengen vd&i™ mit leerem
Durchschnitt, undf (X) liege in der Vereinigun@ U V. Wegen der Ste-
tigkeit von f sind die Urbilderf ~1(U) und f (V) offene Teilmengen
vonR"; ihr Durchschnitt ist leer, denn keine D kann ein Bild haben,
das sowohl inU als auch inV liegt. Somit muRX ganz in einer der
beiden Mengerf ~1(U) oder f ~1(V') liegen, alsof (X) in U oder inv.

Speziell fir m = 1 folgt

Korollar: Ist f: D — R eine stetige Abbildung aub C R™ und
X C D zusammendéingend, so isf(X) ein Intervall, entilt also zu je
zwei Wertena, b auch alle Zahlen, die zwischen den beiden Iiegeg.



