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also im Minimum der Gradient verschwinden. Die partielleléiung
nachz;, ist

N m m N N
E 20, E a;;T; —b; | =2 E E ;1 T; — 2 E a;b; -
i=1 j=1 =1

j=1 i=1

Falls es ein Minimum gibt, mul3 dieses also eiriesing des linearen
Gleichungssystems

m N N
Z <Zaikaij> z; =Zaikbi furallek=1,...,m
j=1 i=1 =1

ausm Gleichungen inn Unbekannten sein.

Schreiben wir das Ausgangssystem in Matrixformds= b mit

11 .- Q1 b, T,
A= : : , b= : , x= : )
ant --- Qnm by T,
so laRt sich das neue Gleichungssystem schreiben als
(AT A)z = A"»,

wir miissen also das urdprgliche System einfach mit der transponierten
Matrix
all e aNl
AT =
A1 e ANy

multiplizieren.

Von der Problemstellung her ist klar, daf3 ein lokales Extneneiner
Summe von Quadraten nur ein Minimum sein kann. Trotzdemenoll
wir zur Vorsicht noch das Kriterium aus dem vorigen Abschidiier-
prufen, also die lHsseMatrix auf Definitheit untersuchen.

Leiten wir die partielle Ableitung der Quadratsumme naghveiter ab
nachz,, erhalten wir

N
2 E Qi Qg »
i=1
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die HEssEMatrix ist also gerade das Doppelte der MatdX A. Fiir
Definitheitseigenschaften ist der Faktor zweiimith ohne Bedeutung;
wir kdnnen also die quadratische Form4tiA betrachten. Brz € R™
ist

zT(AT A)x = (27 AT)(Az) = (Ax)T (Az)

das Skalarprodukt des Vektass: € RY mit sich selbst und somit nie
negativ. Es verschwindet genau dann, wetinder Nullvektor inRY
ist, also insbesondere iiglich, wennx der Nullvektor inR™ ist. Ob
es Vektorenz # 0 gibt mit Az = 0 hangt ab von der Matrix4: Ist
M < m, muRes solche Vektoren geben; die Matd A ist also nur
positiv semidefinit.

Wenn es um lineare Regression geht, ist dagey§eim allgemeinen
deutlich gbRer alsm; hier wird es nur sehr selten vorkommen, daf3 es
Vektorenz # 0 ausR™ gibt mit Az = 0. Mit den aus der Linearen
Algebra bekannten Begriffendkinen wir das auch exakt formulieren:
Genau dann, wenn die Matrikkleineren Rang als: hat, gibt es solche
Vektoren. Andernfalls istdz = 0 nur fur z = 0, die Matrix AT A ist
also positiv definit. Da dann insbesondere auch ihre Detemnté nicht
verschwindet, folgt:

Satz: Az = b sei ein lineares Gleichungssystem aussleichungen in
m Unbekannten. Falls die Matrix den Rangn hat, gibt es genau einen
Vektorz € R™, fur den die (BKLIDische) lange vondz — b minimal
wird. Er ist die eindeutig bestimmtedlsung des linearen Gleichungssy-
stemsAT Az = ATb. .
Als erstes Beispiel wollen wir den bekanntesten Spezialéallinearen
Regression betrachten, ddisgleichsgeradedier geht es umV Da-
tenpaare;, y;), zwischen denen wir einen Zusammenhang der Form
y; ~ ax; + b vermuten; gesucht sind diejenigen Wegtendb fir die
der Differenzvektor zwischen linker und rechter Seite mialie LAnge
hat. Im Gegensatz zu unserer sonstiger Konvention bezsidhier also
z; undy, bekannteGroRen, vidhrenda undb gesucht sind.

Das lineare Gleichungssystem, das waherungsweisedsen wollen,
ist daher ein Gleichungssystem mit den Unbekanatamdb; es besteht
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aus denV Gleichungen
z,atb=y, furi=1,...,N.
Matrix und rechte Seite sind daher

r, 1 Y1
z, 1 Y2
A= . . und y= .
Ty 1 Yn

Nach dem gerade bewiesenen Satissen wir das System(‘g) =y
von links mit der transponierten Matrig” multiplizieren; da

T, 1 N ) N
ATA= (% %2 - IN T 1 _ zz:;.mz i;mi
“\1 1 ... 1 : A I I\
>z, N
xN 1 i=1
und
Y1 N
LiY;
ATy= (%1 T2 .- O Y2 | _ 1:2:1
1 1 ... 1 : N
Yn =1

ist, miissen wir also das lineare Gleichungssystem
N N N
() e () o = 3w
=1 =1 =1
N N
(La)er  m=3
=1 =1

Idsen. Nach obigem Satz hat es genau dann eine eindeutignbesti
Ldsung, wenn der Rang der Matrik gleich zwei ist, wenn also der
Vektor mit Komponenterx; linear unabkngig ist vom Vektor, dessen
samtliche Komponenten Einsen sind. Das ist offenbar genan dar
Fall, wenn diez; nicht allesamt denselben Wert haben

Falls allez; gleich sind, ist auch unaBigig von jeder Linearer Algebra
klar, dal3 wir keine Aussage ddrer machen &mnen, wie sichy in
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Abhangigkeit vore verandert—wir haben schlieflich nur einen einzigen
z-Wert.

Andernfalls sinda undb durch das obige Gleichungssystem eindeutig
bestimmt; durch Guss-Elimination oder nach der@AMERSchen Regel
erhalten wir die Werte

N:zlmg_ (%)2

=1

(5 () - (8 (5e).

- N N 2
Nyt (L)
=1 =1
In konkreten Anwendungeriidite es freilich einfacher sein, diese For-
meln zu vergessen und stattdessen das lineare Gleichsteyssgirekt

zu losen.

und

Diejenigen, die Ausgleichsgeraden aus der Schule kenm¢terhdort
wohl vor allem mit Paarena(, y;) von MelRwerten zu tun, bei denen
klar war, daf3 sie auf Grund eines Naturgesetzes in eineraréneZu-
sammenhang stehen sollten; die Abweichungen zwisghendax, +b
waren ausschlief3lich auf MeRfehler @akzufihren.

In den Wirtschafts- und Sozialwissenschaften sind exalesetze sel-
ten; trotzdem spielt Regression auch hier eine groRe Roken es
darum geht, ungéhre Zusammeriimge aufzustellen.

Als Beispiel betrachten wir das Problem der Korruption. {oen ehe-
maligen Weltbankdirektorir Ostafrika RTER EIGEN 1993 gegiindete
OrganisationTransparency Internationatellt jedes Jahr eingdorrup-

tion Perceptions Index (CPBuf. Er beruht auf Befragungen vor allem
von Geschftsleuten, die in den untersuchteéaridern &tig sind und
Auskunft geben sollenif wie korrupt sie die dortige Regierung und
Verwaltung halten. &r jedes Land wird auf Grund entsprechender Stu-
dien der letzten drei Jahre ein Indexwert zwischen 0 und t€cbeet.
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Eine Zehn bedeutet, dal3 den Befragten trotz ihigigkeit dort nichts
Uber Korruption in diesem Land bekannt ist, eine Null ergspend daf3
ohne Bimbes nichts geht.

Die neueste derzeit unterww.tranparency.org verfugbare Liste ist
die von 2009; sie enttit 180 Staaten mit Neuseeland (9,4) an der Spitze
und Somalia (1,1) an letzter Stelle @8ert man durch die Liste, @ingt
sich schnell der Eindruck auf, als seien am Ende vor allene 8taaten

zu finden, an der Spitze eher die reichen.

Um diese Hypothese zumindesgirfdie 27 EU-Staaten quantitativ zu
untersuchen,&nen wir deren CPI vergleichen mit dem Bruttoinlands-
produkt pro Einwohner in Kaufkraftstandards (KKS), woheil€KS so
definiert ist, daR ein vorgegebener Warenkorb in jedem Lamdelben
Preis in KKS hat und im EU-Durchschnitt ein KKS genau einemoEu
entspricht.

Die Bruttoinlandsprodukte pro Einwohner sind bei eurogtafinden
unterec.europa.eu/eurostat zu finden. Die derzeitig aktuellsten mehr
oder weniger vollsindigen Daten stammen von 2008; lediglidir f
Rumanien liegt nur ein 2007er-Wert vor. (Der WeiirfGriechenland
ist, wie alle seit 2004, nur vailfig.)

Die Tabelle auf der &achsten Seite listetif alle 27 Lander sowohl den
CPIl als auch das Bruttoinlandsprodukt per Einwohner autgwkinten
ist der Zusammenhang auch graphisch dargestellit.

Ganz offensichtlich liegen die Punkte nicht auf einer Geradind in der
Tat gibt es keinen Grundif einen festen, deterministischen Zusammen-
hang zwischen den beidend@®en. Trotzdem sind sie auch niclithg
unablangig voneinander; zumindest tendenziell wird in den mieh
Staaten weniger Korruption wahrgenommen.

Versuchen wir, eine Ausgleichsgerade durch die obige Pwoitké zu
legen! Unserer; sind die Bruttoinlandsprodukte per Einwohner, ihre
Summe ist 655 800, die Summe ihrer Quadrate 22 520 220 00Qy,Die
sind die CPlIs; ihre Summe ist LA und die Summe det;y, schliellich
4717 610. Wir bekommen also das lineare Gleichungssystem

2252022000@& + 6558000 =4717610
655800a + 27b =1716
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Land BIP/Einwohner CPI
Belgien 32200 71
Bulgarien 4500 38
Danemark 42400 93
Deutschland 30400 80
Estland 12000 66
Finnland 34700 89
Frankreich 30400 69
Griechenland 21300 38
Irland 40900 80
Italien 26200 43
Lettland 10200 45
Litauen 9600 49
Luxemburg 80500 82
Malta 13800 52
Niederlande 36200 89
Osterreich 33800 79
Polen 9500 50
Portugal 15700 58
Rumanien 5800 38
Schweden 35400 92
Slowakei 12000 45
Slowenien 18400 66
Spanien 23900 61
Tschechische Republik 14200 49
Ungarn 10500 51
Vereinigtes Konigreich 29600 17
Zypern 21700 66

mit der Losung
128443519

164891 s

Die nachste Abbildung zeigt die Daten zusammen mit der Geraden
CPI =a - BIP +b. Sie wird zwar ihrem NameAusgleichsgeradgurch-
aus gerecht, ist aber keine optimale Beschreibung des Zusahangs
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zwischen den beiden GRen. Insbesonderéllt ins Auge, dal’ die Werte
fur Schweden und &8hemark ziemlich weit von der Geraden entfernt
sind; noch schlimmer ist es bei Luxemburg, wo uns die Gergléen
chung einen gar nicht existierenden (und auch nicht daetiest) Wert
von knappiber elf vorhersageniivde oder bei Griechenland und Italien,
die ebenfalls sehr weit unterhalb der Gerade liegen.

LU

CPI

37 710000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000
BNE/Einwohner
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Nun gibt es wie gesagt keinen vémftigen Grund, daf3 es hier einen
linearen Zusammenhang geben sollte: Da der CPI nur Werteubis
zehn annehmen kann, es aber keine absolute Obergri@éndad Brut-
tonationaleinkommen pro Einwohner gibt, kann es in der Taior
aus theoretischen @nden keinen solchen Zusammenhang geben. Wir
sollten daher versuchen, an Stelle einer Geraden eineeaRdeve zu
finden, zum Beispiel eine Parabel:

104

CPI

37 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000
BNE/Einwohner

Auch die bestridgliche ,Ausgleichsparabel‘df3t sich mittels linearer
Regression bestimmen: Wir suchen nach einem ZusammenbkaAgtd

y; = ax? +bx; +c furallei=1,...,N,

und dieseN Gleichungen liefern uns ein (im allgemeinen iindith

unlosbares) lineares Gleichungssystdim die drei Koeffizienteru, b

und c. Einzelheiten seien dem LeséberlasserfsieheUbungsblatt!);
hier ist deshalb nur das Ergebnis dargestellt. Selbstumibth ist die
Ubereinstimmung auch hier alles andere als perfekt, abesiesiit doch
schon deutlich besser aus als im Falle der Geraden.

Dies fuhrt uns auf die Frage, wie wir, iglichst schon vor der Berech-
nung einer Ausgleichsgeraden und ohne Aufzeichnen denpaixte,
entscheiden &nen, ob es sicliberhaupt lohnt. nach einem linearen
Zusammenhang zu suchen.
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Dazu betrachten wir als ersten Extremfall Paare &,, y;), zwischen
denen ein perfekter linearer Zusammenhang besieht: az,; + b flr
allei mit ¢ # 0. Rur die Mittelwerte

1Y 1Y
EZNle und EZNZyi
3 =1

=1
ist dann
lN N

die Abweichung eines Wertg vom Mlttelwerty 143t sich also mittels
der Formel

y; —y=a(z; - T)
leicht aus der entsprechenden Abweichupg z berechnen. Insbeson-
dere hat das Produkt

_ N\ _ _\2
(v —9) (2 —7) = a(z; -~ 7)
fur alle¢ mit z; 7 = dasselbe Vorzeichen, und zwar das Vorzeichen
vona. Die Summe

é(yi—y T, —7T) = ﬁ:x —7) Jé(%_y)z'
Somitist
(é(% A f)>2 = (ﬁ;(y - @)2> (ij(x - z)2>

oder, anders ausgeniikt,

;(y’ (e~ ) S 1 falsa>0

N . -1 fallsa<O0°

Als zweiten Extremfall betrachten wir Punktepaarg, {/,), bei denen
keinerleiZusammenhang zwischen undy, besteht. Dann sollte man,
zumindest bei hinreichend vielen Wertepaaren, erwarted,alf eine
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positive Differenzz, — T ungefhr gleich oft eine positive wie eine
negative Differeng; — v trifft und daR diese Differenzen im Mittel auch
etwa denselben Betrag haben. Somit sollte

N

> (v —9) (2 — )

=1
im Vergleich zum ersten Fall einen ziemlich kleinen Betrahdn;
insbesondere sollte der Betrag des Quotienten

S (4~ ) (2 — 7)

=1
5o 2) 2 S (- 9)°
=1 =1

deutlich kleiner sein als eins.

Definition: Fur N Wertepaare4;, y;), bei denen weder alle; noch
alle y; denselben Wert haben, bezeichnen wir

S (i~ 7) (2 — )

=1
> (2 -7 [0~ 9)°
=1 =1

als denKorrelationskoeffizienten.

def

Dieser Korrelationskoeffizient liegt immer zwischerl und 1, denn
bezeichnen wir mit, € RY den Vektor mit Komponenten, — Z und
mit v € RY den mit Komponentep, — 7, so ist offensichtlich

(w,0)  _ (u)
" mu/o oy Tl el

wobei ||-|| die BukLIDische Norm bezeichnet, und nach dexuCHY-
ScHwARzschen Ungleichung ist

[{w, 0| < [lul] - [[oll

mit Gleichheit genau dann, wennundv linear abl&ngig sind, wenn
also zwischen den; und deny; ein linearer Zusammenhang besteht.
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Somit istk = 1 genau dann, wenn wir eine Gleichugg= ax, + b mit
a > 0 habeng = —1 bei einer entsprechenden Gleichung ait 0,
und k =~ 0, wenn es keinerlei Zusammenhang zwischen €leand
deny; gibt.

Im obigen Beispiel isk ~ 0,7395, wir sind also weit von einem perfek-
ten linearen Zusammenhang entfernt, noch weiter allesditog zwei
GroRRen, zwischen denen keinerlei Zusammenhang besteht.

Da das Skalarprodukt zweier Vektoren gleich dem Produktédegen
mal dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels éstn&n wirk auch
geometrisch interpretieren als den Kosinus des Winkelsaven den
Vektorenu undw. Im Fallex = £1 ist dieser Winkel gleichOoder 180,
die beiden Vektoren liegen also auf einer Geraden ist0, bilden sie
einen rechten Winkel. Im obigen Fall ist der Winkel urigaf 4231°,
also weit entfernt von beiden Extremen.

e) Hohere Ableitungen impliziter Funktionen

Die Kriterien aus Abschniit) helfen uns bei der Klassifikation von Ex-
trema ohne Nebenbedingungen; den Fall von Extrema untegriteh
dingungen haben wir zumindest theoretisch via den Sla¢z implizite
Funktionen darauf ziickgefihrt.

In den meisten praktischen Anwendungen wird man bei dsuhg ei-
ner Optimierungsaufgabe unter Nebenbedinguragehocentscheiden
kénnen, wo die Maxima und/oder Minima liegen; teilweise éelauch
die im nachsten Paragraphen behandelten Existénes

Im Prinzip kbnnen wir allerdings aucliif eine implizit gegebene Funk-
tion hohere Ableitungen berechnen — vorausgesetziirtiet, daR3 sie
existieren.

Beim Satzilber implizite Funktionen hatten wir eine differenziedar
Funktion F(z, y) zweier Veanderlicher und einen Punktd, y,) € R?

mit F(xq, yo) = 0, aberF, (zq, yo) 7 0. Unter diesen Voraussetzungen
konnten wir zeigen, dal3 es upg eine differenzierbare Funktiofi(z)
gibt, so dal¥ (a:, f(ac)) identisch verschwindet. Im Beweis berechneten
wir auch gleich die Ableitung’(z); sobald wir allerdings wissen, daR
diese existiert, &nnen wir sie auch einfacher bestimmen: Die Funktion
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x — F(z, f(z)) ist gleich der Nullfunktion, und damit verschwindet
natirlich ihre Ableitung. Andererseits ist diese Ableitunghaler Ket-
tenregel gleich

F,(z, f(2)) + F, (2, f(2)) - f'(2),
also folgt
fl(.'E) - _Fz (I, f(l‘)) )

Fy (2, f(@))

Genauso kann nun auch die zweite Ableitung yoberechnet wer-
den —falls sie existiert. Wenh' und f zweimal stetig differenzierbar
sind, konnen wir F(z, f(z)) zweimal ableiten, was nitiich immer
noch Null ist. Nach der Kettenregel ist aber die zweite Ableg von
F(z, f(z)) (der Ubersichtlichkeit halber jeweils ohne das Argument
(z, f(z)) geschrieben) gleich

0 ) 0 ' ’
%(FﬂFy-f () +8—y(FE+Fy-f(w)) f(@)

=F, +F f'@)+F, - f"@)+ (Fy, + Fy, - f'@@) - f'@),
d.h.

f'(@) = = (Foq + 2F,, - f'(@) + Fyy - f'(@)?)

1
7, (L
Yy
— 1 2 2 2
=73 (FmFy —2F, F.F, + Fnyz) .
K
Fur Extremwertbetrachtungen beiimplizit definierten Fumkén braucht

man, die zweite Ableitung vor allem in den Punkten, in deneredste
verschwindet; dort vereinfacht sich die Formel zu

() = _Fae(, /(@)
Fy(z, f(z))
Entsprechend lassen sich auch zunehmend kompliziertelende For-

meln fur hohere Ableitungen herleiten, und weAhvon mehr als zwei
Variablen abBngt auch solchdif partielle Ableitungen.

falls f'(z)=0.

84: Die Topologie deR"

Fur Funktionen einer V@&nderlichen haben wiré&ze wie den Zwi-
schenwertsatz, der uns im wesentlichen sagt, dal3 jedgestainktion
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ein abgeschlossenes Intervall wieder auf ein abgescimesdatervall
abbildet, und auch den Satz vom Maximum, wonach eine stetigkti-
on auf einem abgeschlossenen Intervall sowohl ihr Infimgaath ihr
Supremum annimmt. Funktionen mehrererareterlicher haben kom-
pliziertere Definitionsbereiche als Intervalle; wir braea daher etwas
mehr Aufwand, um auch hier analogét3e zu formulieren.

a) Kompakte Mengen

Kompakte Teilmengen dé&® sollen im wesentlichen die Rolle spielen,
die abgeschlossene IntervalleéRrspielen. Wegen der teils sehr kompli-
zierten Gestalt der Definitionsbereiche unserer Funktidoeenmen wir
zu ihrer Definition allerdings nuiiber einen auf den ersten Blick eher
seltsamen Umweg.

Im Laufe sowohl derAnalysis lals auch deAnalysis Il war immer
wieder die Rede davon, daf gewisse Aussagen in klagrenUmge-
bung eines Punktes gelten; wie grof3 diese Umgebung ist, hat uns im
Einzelnen nicht weiter interessiert; wir forderten nuri3dss irgendein

e > 0 geben solle, so daB3 aljemit || — y|| < ¢ dazu gebiren. Wenn
wir verschiedene Punkte betrachten, werden wir dabei eventuéit f
jeden von diesen ein anderebaben.

Nehmen wir etwa an, wir haben It die Punktez,, = 1 und dazu die
Umgebungert/,, = (£, 2), d.h. also alle Punkte, deren Abstand von
x, = % kleiner ist alszin. Innerhalb jeder der Mengéi), soll irgendeine
fir uns interessante Aussage gelten; beispielsweise sobglch sein,
eine Funktionf:R — R in jeder der Mengefy/,, durch eine deutlich
einfachere Funktiory,,: U,, — R anzurahern, so dal3 der Fehler eine

gewisse Schranke nichiberschreitet.

Um die Funktion auf dem offenen Intervall,(@) naherungsweise zu
berechnen, &mnen wir unsiir jeden Punkt: € (0, 1) eine MengdJ,,
wahlen, diex enttélt: Fir z € (0, 1) ist 1/z > 1, also liegt zwischen
1/z und 3/z mindestens eine gerade Zahl,2ind fir diese ist

1 3 1 3
—<2n< —, also —<z<—.
T T 2n 2n
Wir konnen also immer mindestens eirfinden, fir dasz in U,, liegt,
und f(z) dann durchy,,(z) anrghern. far praktische Zwecke, zum Bei-
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spiel fur ein Computerprogramm, ist das vor allem daiitehich, wenn
wir mit endlich vielen Menger,, und damit auch mit endlich vielen
Naherungsfunktioneyi, auskommen &nnen.

Das ist hier aber leider nicht @glich: In U,, liegen nur Zahlen, die
groRer sind als 22n. Wenn wir eine endliche Auswaldl, ,...,U,

dieser Mengen betrachten mif < --- < ng, so entlt also keine
dieser Mengen eine Zahl kleiner oder gleict2d,,.

Hatten wir allerdings zu#zlich zu den Menge#/,, noch irgendeine
offene Mengd/,, die die Null entfilt, so wirden endlich viele Mengen
ausreichen: Da die Null ein innerer Punkt vOp sein nufite, gbe es
eind > 0, so daf/, das Intervall ¢4, ¢) enthielte, und damit iwde es
ausreichen, nur das Interval}, sowie die Intervalld/,, mitn < 1/(25)
zu betrachten (oder sogar nur eine Auswahl davon).

Bei der praktischen Approximation von Funktioneirite dieses Bei-
spiel zwar kaum eine Rolle spielen, aber es gibt eine Viélzah
Situationen sowohl in der Analysis als auch der Geometritantleren
Gebieten, in denen es von entscheidender Bedeutung istyidafiit
endlich vielen der vorgegebenen Menddrerdecken &nnen. Deshalb
ist die folgende Definition, sotlnstlich sich bei der ersten Léke auch
erscheinen mag, in weiten Teilen der Mathematik von funddater
Bedeutung:

Definition: a) Ein Systemtl = {Ui | i € I} von offenen Teilmengen
U; € R", wobeil eine beliebige Indexmenge bezeichnet, heifiéne
Uberdeckungler TeilmengeX C R", wenn

xcJr,
iel

in der Vereinigungsmenge alléf; liegt.
b) Ist J C I eine Teilmenge void und liegt X bereits in der Vereini-
gung allerU; mit i € J, bezeichnen witd = {U; | i € J} als eine
Teiluberdeckungonl. Ist speziellJ eine endliche Menge, so sprechen
wir von einerendlichen Teilberdeckung.
c) Eine TeilmengeX C R™ heiRtkompakt,wenn jede offendJber-
deckungil von X eine endliche Teilberdeckung hat.
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Beginnen wir zur Veranschaulichung mit einigen Beispielen Uber-
deckungenl|-|| soll dabei stets die ELIDische Norm bezeichnen:

11, bestehe aus allen offenen Kreisscheiben

Up={y eR" | lz —y| < 1}
vom Radius eins um Punkte € R"; hier ist also die Menge | der
gesamteR". Offensichtlich istil; eine offeneUberdeckung sowohl
von R™ als auch von jeder Teilmengg€ C R"™. Zumindest als offene
Uberdeckung von gariz® hat sie keine endliche Téiberdeckung, denn
sonst gbe es ja endlich viele Punkte, so dal’ jeder beliebige Pkt i
von mindestens einem dieser Punkiehstens den Abstand einatte.
Damit ist klar, daf®R™ nicht kompakt ist.

i1, bestehe aus denselben Kreisscheildgnjetzt aber nuriir Punkter
mit ganzzahligen Koordinaten, dde J = Z". Furn < 3istdies eben-
falls eine offendJberdeckung voiR™, denn fir einen beliebigen Punkt
y € R™ erhalten wir einen Punkt € Z™ mit ganzzahligen Koordinaten,
indem wir einfach jede Koordinatg vony zur nachstgelegenen gan-
zen Zahl runden. In jeder einzelnen Koordinate ist der Féfilehstens
gleich 1/2, insgesamt alsodthstens

was firn < 3 kleiner als eins ist. # n = 4 jedoch hat beispielsweise
der Punkt &, 1, 2, 1) von jedem Punkt mit ganzzahligen Koordinaten
mindestens den Abstand eins, liegt also in keiner der MebigeBomit
haben wir nurifirn < 3 eineUberdeckung voiR™, die dann natrlich

eine Teiliberdeckung vo#, ist.

{l5 bestehe aus allen Intervallen der Fofgh, 2 ) firn € N; hier ist
also die Indexmengé = N. Wie wir oben gesehen haben, i$f eine
offene Uberdeckung des offenen Intervalls, (), die keine endliche
Teiluberdeckung hat; somit ist das offene IntervallIPnicht kompakt.

4, schlief3lich bestehe aus den offenen Kreisscheiben vonuRadiei
umdie Punktei, 1) miti = 0, 1, 2, 3, 4. Diesist eine offen&lberdeckung
des Rechtecks

X=00,4]x[0,2]={(z,y) €R* |0<z <4 und 0< y < 2}.
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Teiluberdeckungen sind zum Beispiel dleerdeckung, aus den beiden
(roten) Kreisscheiben um die Punkte L} und (31), aber auch die
Uberdeckung aus den drei (blauen) Kreisscheiben uh)(@2 1) und

4, 1).
v"'v

Die obigen Beispiele haben uns gezeigt, ®&und das offene Intervall
(O, 1) nicht kompakt sind; @ir Beispiele kompakter Mengen reicht es
natirlich nicht aus, nur spezielldberdeckungen zu betrachten; hier
milssen wir zeigen, dajede irgendwie gegebenéberdeckung eine
endliche Teiliberdeckung hat.

Wie eingangs erahnt, sollen kompakte Mengen if* &hnliche Ei-
genschaften haben wie abgeschlossene Intervalke imenn dies mit
obiger Definition der Fall ist, sollten insbesondere allgedthlossenen
Intervalle kompakt sind. Wir beweisen gleich etwas mehr:

Lemma: Jeder Quader
Q =[ay, by] x - -+ x[a,,, b,,]
= {(ml,...,wn) eRrR" | a; <z; <b; furallei= 1,...,n}
in R™ ist kompakt.

Beweis:Wir nehmen an, es gebe eittberdeckund! = {U; | i € I}
von @, die keineendliche Teiliberdeckung habe, und wollen daraus
einen Widerspruch herleiten, indem wir eine Art mehrdini@male In-
tervallschachtelung konstruieren. Startpunkt ist derd@u&, den wir

zu diesem zweck al® = [aM, 67 x ... x [a®, BY] schreiben.
Nach Voraussetzung kann er nicht durch endlich viele Mefigeusil
Uiberdeckt werden.
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Um aus einem Quade&p® dessen Nachfolgep®*V) zu konstruieren,
teilen wir jedes der Intervalleaf”, 5] bei seinem Mittelpunkt Mit-
telpunkt ) = 1(a$ + ") in die beiden Halbintervalleaf”, c{"]
und [, b1, Damit konnen wir den Quade®™® in 2" Teilquader
zerlegen, die sich jeweils als Produkte versolchen Teilintervallen
darstellen lassen.

WennQ® nicht durch endlich viele der Mengen auigberdeckt werden
kann, muf3 fir mindestens einen dieset Teilquader dasselbe gelten:
Da die Vereinigung aller Teilquader glei¢h*) ist, hatten wir sonst auch
eine endliche Teilberdeckung vo)®. Einen solchen Quadefjfden
es keine endliche Teiberdeckung gibt, bezeichnen wir #@$§**V und
zerteilen ihn weiter.

]

Q=0W 50?5 5 5.
Damit haben wir eine Folge von Quadept’ > Q@ 5 Q® 5 ...,
von denen keiner durch endlich viele dgr iberdeckt werden kann.
In denn Koordinaten haben wir jeweils eine entsprechende Folge von
Intervallen

[a$7, 6] 5 [, ] 5 [af, 6] 5 -,
von denen jedes die halbéihge hat wie sein Voénger. Damit geht
die Langed® — o fir & — oo gegen Null, die obige Folge von
Intervallen ist also eine Intervallschachtelung und definsomit eine
reelle Zahlz ;.

Wir betrachten den Punkkf, ..., z,) € R". Nach Konstruktion liegt
erin jedem der Quade&)®, insbesondere also @@ selbst. D&Y in der
Vereinigung der Mengetr; liegt, muR3 es daher einc I geben, so dal
z in U; liegt.
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DaU, eine offene Menge ist, gibt es eirn> 0, so dafd mit: auch jedes
y € R™ mit |y — z|| < & in U, liegt. Damit niissen aber auch ab einem
gewisserik, alle Q® mit k > k, in U, liegen: Der Ausgangsquad@f®
hat den Durchmesser

d= \/(bl_a1)2+"'+(bn_an)2’
und da alle Kanten vo)**Y) genau halb so lang sind wie die ent-
sprechenden Kanten vag®, ist auch der Durchmesser nur halb so
lang, d.h. der Durchmesser va@}*) ist /2=, und das ist ab einem
gewisseri, kleiner alss. Somit hat éir k > k, jeder vonQ*) hochstens
den Abstandi/2*~* von z, also einen kleineren Abstand alsDies
wiederum bedeutet, da@*) in U, liegt, im Widerspruch zur Annahme,
darQ™ nicht durch endlich viele der Mengen asiberdeckt werden
kann. Damit ist das Lemma bewiesen.

Wenn Quader die einzigen kompakten TeilmengenRomwaren, fatte
sich der Aufwandiir die Definition einen so komplizierten Begriffs nicht
gelohnt. Das folgende Lemma liefert uns zusammen mit deradger
bewiesenen eineitle von weiteren Beispielen, die insbesondere auch
krummlinig begrenzt seindnnen:

Lemma: Istdie abgeschlossene Menge- R™ Teilmenge einer kom-
pakten Menge< C R", ist auchZ kompakt.

Beweis:il = {U; | i € I} sei eine offendJberdeckung der Mengé.
Wegen der Abgeschlossenheit v@rist V = R" \ Z offen; nehmen wir
V noch mit dazu, erhalten wir eine offettberdeckungld = U {V'}
von K, denn jeder Punkt aus \ Z liegt erst rechtirt” =R"™ \ Z, und
jeder Punkt aug liegt in mindestens einer der Mengéh.

Da K kompakt ist, ha®J eine endliche Teilberdeckung (voi’). Wenn
diese Teiliberdeckung ohne die Mengeauskommt, ist sie gleichzeitig
eine endliche Teilberdeckung vorit fur die MengeZ. Andernfalls
betrachten wir die Teilberdeckunghnedie MengeV'. Das ist dann
eine endliche Teilmenge vah und es ist auch eine offefitberdeckung
von Z, denn jeder Punkt vo@ C K muf in einer der offenen Mengen
aus der Teilberdeckung liegen, und er liegt sicher nichvirr R™ \ Z.
Somit hatil eine endliche Teilberdeckung vory.
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Damit kennen wir im wesentlichen bereits alle kompaktetniengen
vonR™:

Definition: Eine TeilmengeX C R" heil3tbeschéankt, wenn es ein
M € Rgibt, so dafdjz|| < M istfiurallex € X.

Da die beiden Norme&quivalent sind, ist es hierbei unwesentlich, ob
wir mit der BUKLIDischen Norm oder der Maximumsnorm arbeiten.

Satz von Heine-Borel: Eine TeilmengeX C R" ist genau dann kom-
pakt, wenn sie abgeschlossen und besakirist.

Beweis:Sei zurachstX C R™ kompakt. Wir betrachten die offene
Uberdeckung vorX aus den Mengen

U, ={y €R" | |ly — = < 1}.
Wegen der Kompaktheit von hat sie eine endliche Téiberdeckung;

diese bestehe aus den Mendép, ..., U, . Nach der Dreiecksunglei-
chung ist

Iyl < llzill +[ly — 2l < [la;f| + 1 furalley € U,

bezeichneR die gid3te unter den endlich vielen Normga; ||, ist also
llyl| < R+1flralley € X. SomitistX beschankt.

Um zu sehen, dak auch abgeschlossen ist, zeigen wir, dal3 das Kom-
plementR™ \ X offen ist. Dazu set € R™ \ X ein beliebiger Punkt aus
diesem Komplement; wir irssen zeigen, dald es ein> 0 gibt, so dal
{y eR" | |ly — 2|l < e} ganz inR" \ X liegt.
Die offenen Mengen

U,={zeR"||z-yl >1/n}
tberdeckerR™ \ {y}, denn fir jeden Punktz ¥ y gibt es irgendein
n € N, so dal3 die Norm von — z groRer ist als 1n. Damituberdecken
Sie insbesondere augh und wegen der Kompaktheit véaireicht dazu
bereits eine endliche Téiberdeckung bestehend aus gewissen Mengen
U,,---,U,, . Istn,der goRte unter dem Indizes, ist die Vereinigung
dieser Mengen gleicl,, , d.h.X C U,, . Damit hat jeder Punkt aus
von y einen gblReren Abstand als/k,., wir kdnnen alsee = 1/n,
setzen.
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Umgekehrt sei die Teilmeng& C R"™ abgeschlossen und besaéhkt.
Wegen der Beschnktheit gibt es einen Quadéy, der X enthalt. Die-
ser Quader ist nach dem ersten der obigen Lemmata kompakibaah
dem zweiten gilt dasselbérfjede darin enthaltene abgeschlossene Teil-

menge. Somit isK kompakt. .
HEINRICH EDUARD HEINE (1821-1881) wurde in Ber-
lin als achtes der neun Kinder eines Bankiers gebo-
ren. Ab 1838 studierte er zaohst an der Univer-
sitat Berlin, wechselte aber schon nach zum zweiten
Semester nach &tingen, wo er unter anderem Vor-
lesungen von @uss Uber Zahlentheorie drte. Drei
Semester siter kehrte er nach Berlin Ziek, wo er
1842 promovierte. Nach einem kurzen Aufenthalt an
der Universiit Konigsberg habilitierte er sich 1844
an der Universit Bonn, wo er zuachst als Privat-
dozent, dann als aul3erplaafliger Professor lehrte.

1856 bekam er einen Lehrstuhl an der Univéstsifalle, den er bis zu seinem Tod inne-
hatte. Seine Arbeiten befassen sich unter anderem miepentDifferentialgleichungen,
Kettenbtichen und elliptischen Funktionen; auch der Begriff deichi@aRigen Stetigkeit
geht auf ihn zuiick.

FELIX EDOUARD JUSTIN EMILE BOREL (1871-1956),
kurz BviLE BOREL, wurde im franpsischen Saint Af-
frigue nahe der Pyrémn als Sohn eines protestanti-
schen Pfarrers geboren. Mit elf Jahren verliel3 er Saint
Affrique, um zurachst in Montauben, dann in Paris wei-
terfuhrende Schulen zu besuchen. Er legte sowohl die
Aufnahmepiifung zur Ecole Polytechnique als auch die
zur Ecole Normale als Bester seines Jahrgangs ab und
entschied sich dann zum Studium an der Ecole Nor-
male, wo er 1893 promovierte. Danach arbeitete er als
Maitre de Conérence zuachst an der Universit Lil-

le, dann an der Ecole Normale. Nach einigen weiteren
Positionen unter anderem am Ggle de France erhielt er 1909 einen Lehrstuhl an der
Sorbonne. Trotz vie#fltiger politischer Aktiviiten unter anderen als Marineminister von
1925 bis 1940 behielt er diesen Lehrstuhl bis zu seiner Venng 1941 wegen seines
Kampfs in der Resistance. Nach dem Krieg war er unter anderésident des Wissen-
schaftsrats der UNESCO. Er publizierte rund zwanzig Lébiner und zahlreiche Arbeiten
aus so unterschiedlichen Gebieten wie der reellen und lewmplAnalysis, der Differenti-
algleichungen, der Arithmetik, der Numerik, MaR3theori@hischeinlichkeitstheorie und
Spieltheorie.

Damit haben wir einen vollandigerUberblickiiber die kompakten Teil-



