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nichts mit Computerprogrammen zu tun.) Das wichtigste Verfahren zur
Lösung solcher Aufgaben, der Simplex-Algorithmus, wird in der Vor-
lesungDiskrete Mathematik Abehandelt, so daß wir uns hier auf die
nichtlineare Programmierungbeschr̈anken k̈onnen.

Manüberlegt sich leicht, daß im linearen Fall die Nebenbedingungen ein
(endliches oder unendliches) Polyeder imRn definieren und eine lineare
Funktion, so sie ein endliches Maximum oder Minimum hat, dieses auf
dem Rand dieses Polyeders annimmt, und dort sogar in einer Ecke. Man
muß daher

”
nur“ die Ecken dieses Polyeders untersuchen – deren Anzahl

allerdings ẅachst exponentiell mit der Anzahl der Variablen. Trotzdem
führt der Simplex-Algorithmus selbst im Fall von Zehntausenden von
Variablen in der Regel fast immer sehr schnell ans Ziel; das theoretische
Problem der exponentiellen Komplexität im schlimmsten Fall hat also
für praktische Anwendungen keine Bedeutung.

Bei nichtlinearen Funktionen ist die Situation komplizierter, denn nun
kann es auch im Innern Extrema geben: Die Funktionf (x; y) = e�x2�y2

mit der Nebenbedingungx2 + y2 � 1

etwa nimmt ihr Maximum im Punkt (0; 0) an; auf dem Rand des Einheits-
kreises liegen nur die Minima. Im allgemeinen Fall eines nichtlinearen
Programms kann ein Optimum also entweder ganz im Innern liegen oder
aber eine beliebige Teilmenge der Nebenbedingungen exakt erfüllen.

Falls wir es mit inneren Punkte zu tun haben, sind diese lokale Maxima
oder Minima ohne Nebenbedingungen, und wir haben uns bereits in x1
überlegt, wie man diese bestimmt: In jedem solchen Punkt verschwindet
der Gradient der zu optimierenden Funktion.

Im Falle einer einzigenGleichungals Nebenbedingung ist der Gradient
von f linear abḧangig vom Gradienten der Nebenbedingung; da der
Nullvektor von jedem anderen Vektor linear abhängig ist, schließt dies
auch den Fall der Optima bei inneren Punkten mit ein. Die naheliegende
Verallgemeinerung auf den Fall mehrerer Nebenbedingungenist der

Satz: Die Funktionf :D ! R aufD � Rn habe im Punkta 2 D ein
Extremum unter den Nebenbedingungeng1(a) � 0; g2(a) � 0; : : : ; gr(a) � 0 .
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Dann sind dier + 1 Vektorenrf (a); rg1(a); rg2(a); : : : ; rgr(a)

linear abḧangig.

DerBeweiserfordert keine wesentlich neuen Ideen gegenüber dem Fall
einer einzigen Nebenbedingung und sei daher nur kurz skizziert: Falls
die Gradienten dergi im Punkta bereits untereinander linear abhängig
sind, gibt es nichts mehr zu beweisen; nehmen wir also an, sieseien
linear unabḧangig. Dann gibt es (mindestens)r verschiedene Variablenxj1

bisxjr , so daß �gi�xji (a) 6= 0

ist. Also kann nach dem Satzüber implizite Funktionen jede Nebenbe-
dingung zur Elimination einer anderen Variablen benutzt werden, und
im wesentlichen dieselbe Rechnung wie im Fall einer Nebenbedingung
zeigt die Behauptung.

Die lineare Abḧangigkeit der Vektorenrf (a); rg1(a); rg2(a); : : : ; rgr(a)

bezeichnet man als KUHN-TUCKER-Bedingung; sie ist eine offensicht-
liche Verallgemeinerung der Bedingung von LAGRANGE, ist allerdings
deutlich j̈unger: Sie erschien 1951 in einer gemeinsamen Arbeit von
H.W. KUHN und A.W. TUCKER, vier Jahre, nachdem G. DANTZIG

den Simplex-Algorithmus entwickelt hatte, und fast zweihundert Jahre,
nachdem LAGRANGE seine Multiplikatoren zur Bestimmung von Extre-
ma unter einer Nebenbedingung eingeführt hatte.

Das Problem bei der praktischen Anwendung des Satzes von KUHN und
TUCKERbesteht darin, daß in einem Optimum manche Nebenbedingun-
gen als Gleichungen, andere als echte Ungleichungen erfüllt sind; man
muß also jede der m̈oglichen Kombinationen untersuchen.

Eine m̈ogliche Abhilfe sind sogenanntebarrier-Methoden: Man l̈aßt die
Nebenbedingungen eine Barriere errichten, indem man (bei der Suche
nach einem Maximum) MaximaohneNebenbedingung der Funktionf (x1; : : : ; xn) +

rXi=1

"i loggi(x1; : : : ; xn)
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sucht, wobei die"i positive Konstanten sind. Da die Logarithmen am
Rand gegen�1 gehen, liegen diese Maxima stets im Innern. Falls man
nun alle"i in geeigneter Weise gegen Null gehen läßt, kann man in
manchen F̈allen zeigen, daß diese Maxima gegen Maxima der Funktion
mit Nebenbedingung konvergiert.

Ein Beispiel daf̈ur ist der 1984 gefundene Algorithmus von KARMA-
KAR für den Fall linearer Funktionenf; gi. Er ist eine Alternative zum
Simplex-Algorithmus, die stets in polynomialer Zeit zu einer Lösung
führt, und war der erste mathematische Algorithmus, der patentiert wur-
de. In der Praxis ist er jedoch bei fast allen Problemen dem Simplex-
Algorithmus unterlegen; lediglich bei einigen wenigen Spezialfällen, bei
denen bekannt ist, daß der Simplex-Algorithmus schlecht funktioniert,
führt KARMAKAR schneller zu einer L̈osung.

g) Ausblick: Numerische Methoden

Wie wir gesehen haben, führt die Methode der LAGRANGEschen Multi-
plikatoren im allgemeinen auf nichtlineare Gleichungssysteme, die nur
in einfachen F̈allen explizit l̈osbar sind. In allen anderen Fällen muß man
mit numerischen Methoden arbeiten, und da bietet sich an, das Problem
von vornherein ohne den Umwegüber LAGRANGEsche Multiplikatoren
Extrema numerisch zu bearbeiten.

Eine Möglichkeit dazu ist die sogenannteGradientenmethode:

Für eine differenzierbare Funktionf aufD � Rn istf (x + h) = f (x) + hgradf (x); hi + o(khk) ;

wenn wir ein Maximum (oder Minimum) vonf ansteuern wollen, liegt
es daher nahe,h so zu ẅahlen, daß sich der Funktionswert möglichst
stark vergr̈oßert (oder verkleinert).

Nach der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung ist, wenn wir mit der
EUKLID ischen Norm arbeiten,jhgradf (x); hij � kgradf (x)k � khk ;

wir erhalten also die maximal m̈ogliche Ver̈anderung bei vorgegebener
Länge vonh genau dann, wennh parallel zum Gradienten ist.
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Damit bietet sich folgende Strategie an: Wir wählen irgendeinen Aus-
gangspunktx0 und berechnen dort den Gradientenrf (x0). Falls er der
Nullvektor ist. haben wir einen Kandidaten für ein Extremum gefun-
den, den wir mit noch zu entwickelnden Methoden weiter untersuchen
müssen.

Andernfalls geben wir uns eine Länge`0 für den Vektorh vor, die von
der Länge des Gradienten abhängen kann oder auch nicht, und setzen
wir bei der Suche nach einem Maximumh0 =

`0krf (x0)krf (x0) ;

bei der Suche nach Minima nehmen wir das Negative davon.

Als nächstes betrachten wir den Punktx1 =
def

x0 + h0 ,

berechnen dort den Gradientenrf (x1), setzen – so er nicht verschwin-
det – mit einer geeigneten Länge`1h1 = � `1krf (x1)krf (x1)

(+ für Maxima,� für Minima) zur Definition des n̈achsten Punktsx2 =
def

x1 + h1

und so weiter. In jedem Schritt erhöhen (oder erniedrigen) wir den Funk-
tionswert soweit, wie es mit der vorgegebenen Länge`i nur möglich ist,
in der Hoffnung, so irgendwann auf ein Maximum (oder Minimum) zu
stoßen. Dieses können wir erreichen, wenn wir am Rand des Definiti-
onsbereichs vonf angelangt sind, oder aber wenn wir in einem Punkt
sind, in dem der Gradient verschwindet: Von dort aus geht es mit diesem
Verfahren nicht mehr weiter.

Da wir mit einem numerischen Verfahren nur ein verschwindend geringe
Chance haben, exakt in einem Extremum zu enden, zeigt sich hier auch
die Notwendigkeit einer intelligenten Wahl der Schrittweiten`i: Wenn
diese zu groß sind, kann es passieren, daß wir endlos um ein Extremum
herum oszillieren.

Theoretisch ist auch m̈oglich, daß wir in einem Sattelpunkt landen,
aber wenn man sicḧuberlegt, wie die Gradienten in der Umgebung
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eines Sattelpunktes aussehen, wird schnell klar, daß dies nur sehr selten
passiert.

Die folgende Abbildung zeigt ein einfaches Beispiel für einen mit der
Gradientenmethode zurückgelegten Weg; hier wurde in jedem Schritt�hiki� = 0;1 � rf (xi; yi)
gesetzt. Der Weg geht offensichtlich recht zielstrebig aufdas Maximum
zu.
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Eine Anwendung der Gradientenmethode

Die darauffolgende Abbildung allerdings zeigt dasselbe Bild in einen
etwas gr̈oßeren Zusammenhang; hier sehen wir, daß unser Streben nach
kurzfristigen Gewinnen langfristig wohl doch nicht so erfolgreich war:
Wenn wir vom Startpunkt aus nach rechts in die kleine Mulde abge-
stiegen ẅaren, ḧatten wir auf dem gegenüberliegenden Hang deutlich
größere Funktionswerte erreicht als im lokalen Maximum, in dem wir
schließlich gelandet sind. Dies ist ein grundsätzliches Problem von Gra-
dientenverfahren: Falls wir in der Nähe des (absoluten) Optimums star-
ten, f̈uhren sie schnell und zuverlässig zum Ziel, ansonsten aber ist die
Gefahr sehr groß, daß wir in einem nur lokalen Optimum steckenbleibt.
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Der Weg aus der vorigen Abbildung aus einem weiteren Blickwinkel

Um von dort wieder weiterzukommen, gibt es verschiedene Strategien.
Eine anschaulich recht klare ist die sogenannte

”
Tunnelung“. Der Name

entstand aus der Betrachtung von Minimisierungsproblemen; nehmen
wir also an, wir wollen das Minimum der Funktionf (x; y) in einem
gewissen Bereich finden und ein Gradientenverfahren hat unsin einen
PunktxM geführt, von dem aus es nicht mehr weiterkommt. Um zu
sehen, obzM = f (xM ) wirklich der kleinste Wert ist, denf im betrach-
teten Bereich annehmen kann, versuchen wir, eine weitere Lösung der
Gleichungf (x) = zM zu finden.
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”
Tunnelung“ für Maxima

Dafür gibt es eine ganze Reihe numerischer Verfahren, z.B. das Verfah-
ren von NEWTON-RAPHSON, mit denen sich zumindest ein solcher Punkt
leicht finden l̈aßt. Leider k̈onnte dieser Punkt unser AusgangspunktxM

sein; deshalb sucht man tatsächlich nicht nach L̈osungen der Gleichung
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chung der Formef (x) = zM , wobei ef dadurch ausf entsteht, daß man
die Funktionswerte in der unmittelbaren Umgebung von (xM ; yM ) stark
anhebt, um so das dortige Minimum zum Verschwinden zu bringen.
Dazu kann man beispielsweise eine Funktion der FormG(x; y) = ae (x�xM )2+(y�yM )2b

mit geeigneten Parameterna; b wählen, wie sie in der n̈achsten Abbil-
dung zu sehen ist, undef (x; y) = f (x; y) +G(x; y) setzen.

G(x; y) = e�3(x2+y2)

Dies bringt das Minimum im PunktM zum Verschwinden und verändert
die Funktion praktisch nicht, wenn man nur hinreichend weitentfernt
ist vonM . (Je kleinerb ist, umso lokalisierter ist die Veränderung.) Eine
Lösung der Gleichung ef (x) = zM ,

so es eine gibt, liegt also nicht in der unmittelbaren Umgebung vonxM
und ist daher ein guter Ausgangspunkt, um dort die Gradientenmethode
noch einmal zu starten bis zum nächsten lokalen Minimum und so weiter.
Sobald die Gleichung nicht mehr lösbar ist, k̈onnen wir ziemlich sicher
sein, daßzM das globale Minimum ist – es sei denn, wir hätten die
Parametera undb sehr dumm geẅahlt.

Im obigen Beispiel geht es nicht um ein Minimum, sondern um ein Maxi-
mum, da die Suche danach graphisch besser darstellbar ist. Also graben
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wir auch keinen Tunnel, sondern spannen ein Hochseil, das irgendwo
auf der eingezeichneten Ebenen liegt und uns vom erreichtenZwischen-
hoch zur Startposition für einen weiteren Anstieg bringt. (Tatsächlich
ist die Ebene etwas zu tief eingezeichnet, damit man das alteMaximum
noch erkennen kann; das Seil muß also etwas höher ḧangen.)

Eine weitere Idee zur Vermeidung von Zwischenhochs kommt aus der
Physik: Ein Gas erreicht seinen Zustand minimaler Energie dann, wenn
die Bewegungsenergie12mv2 eines jeden Teilchens gleich Null ist, wenn
sich also nichts mehr bewegt. Dies geschieht aber höchstens am absolu-
ten Nullpunkt; bei positiven Temperaturen werden die meisten Teilchen
positive kinetische Energie haben. Nach LUDWIG BOLTZMANN ist dabei
die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Teilchen die EnergieE = 1

2mv2

hat, bei TemperaturT proportional zu

e� EkT ,

mit einer Konstantenk � 1;38066� 10�23J=K, die heute als BOLTZ-
MANN-Konstante bezeichnet wird. Die folgende Abbildung zeigt für
verschiedene Werte vonkT die Graphen der Funktione�E=kT ; wie man
sieht; erwartungsgem̈aß sind diese für große Werte vonkT sehr flach,
während sie f̈ur kleine Temperaturen rechts schnell gegen Null gehen.
Bei der simulierten Abk̈uhlung ahmt man dies nach, indem man mit
einer hohen Temperatur startet und der Richtung, in der man weitergeht,
einer dieser Temperatur entsprechende Freiheit läßt.
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LUDWIG BOLTZMANN (1844–1906) wuchs auf und stu-
dierte in Wien; danach lehrte er in Graz, Heidelberg,
Berlin, Graz, Wien, Graz, Wien, Leipzig und Wien. Er
war Professor f̈ur Theoretische Physik, für Mathematik
und für Experimentalphysik. Auf seiner letzten Stelle in
Wien hielt er eine so erfolgreiche Philosophievorlesung,
daß ihn Kaiser Franz Josef in den Palast einlud. Am be-
kanntesten ist er für die Begr̈undung der statistischen
Mechanik, einer damals sehr umstrittene Theorie. Ob
die damit verbundenen Anfeindungen zu seinem Selbst-
mord führten, ist unbekannt.

Man geht also nicht mehr unbedingt in Richtung des Gradienten, son-
dern geht zuf̈allig in eine von endlich vielen vorgegebenen Richtungen.
Die Wahrscheinlichkeit f̈ur den Richtungsvektorhj soll dabei analog
zur BOLTZMANN-Verteilung festgelegt werden, d.h. wir ordnen ihm eine

”
Energie“Ej = ��f (x + hj)� f (x; y)

�

zu (positiv bei der Suche nach
einem Minimum, negativ bei der Suche nach einem Maximum) unddie
Wahrscheinlichkeit dafür, daß wir in Richtunghj gehen, soll propor-

tional sein zue�Ej=kT . Sie ist also, fallsN Richtungen zur Verf̈ugung
stehen, gleich pj =

def

e �Ej=kTPN`=1

e�E`=kT .

Zur Wahl einer Richtung erzeugen wir uns eine ZufallszahlZ 2 [0; 1]
und gehen in Richtunghj , wennj�1X`=1

p` < Z � jX`=1

p`

ist. (Die Frage, wie lang die Richtungsvektoren im wievielten Schritt
sein sollen, wollen wir hier ausklammern.)

Bei hohen Temperaturen ist damit die Richtung fast vollständig zu-
fallsbedingt geẅahlt, während in der N̈ahe des absoluten Nullpunkts
praktisch nur noch die optimale Richtung eine Chance hat. Falls wir bei
hoher Temperatur in einem Zwischenextremum landen, sorgt dies mit
sehr hoher Wahrscheinlichkeit dafür, daß wir dort nicht steckenbleiben.

Am Ende wollen wir allerdings zum absoluten Optimum kommen,d.h.
wir müssen die Temperatur im Verlauf der Rechnung immer weiter sen-
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ken – daher der Namesimulated annealing= simulierte Abk̈uhlung. Bei
der Anwendung auf Optimierungsprobleme bezeichnet man diese Vor-
gehensweise als den METROPOLIS-Algorithmus. In welcher Weise man
die Temperatur am besten senkt, ist immer noch ein Gebiet aktiver For-
schung. Man kann zeigen, daß man statistisch betrachtet praktisch immer
im Optimum landet, wenn man mit einer hinreichend hohen Ausgang-
stemperaturT1 startet und imr-ten Schritt mit TemperaturT1= log(r+1)
arbeitet, aber bei einer derart langsamen Abkühlung braucht der Algo-
rithmus viel zu lange, um ans Ziel zu kommen.

Die beiden folgenden Abbildungen zeigen, wie sich der Algorithmus
bei zwei verschiedenen Folgen von Zufallszahlen verhaltenbei einer
Abkühlungsregel, die imr-ten Schritt mit TemperaturT1=r arbeitet:
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Der METROPOLIS-Algorithmus für obiges Problem
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Ditto mit anderen Zufallszahlen

Im ersten Beispiel funktioniert alles sehr gut, im zweiten dagegen bleibt
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die Kurve ziemlich lange im Tal ḧangen, kommt aber immerhin in eine
gute Startposition f̈ur weitere Iterationen. Oft wird es ohnehin am besten
sein, nach hinreichend vielen METROPOLIS-Schritten ein geẅohnliches
Gradientenverfahren zu starten.

NICHOLAS METROPOLIS(1915–1999) wuchs auf in Chi-
cago, wo er Physik studierte und 1941 promovierte. Seit
1943 arbeitete er, unterbrochen durch Professuren an der
Universiẗat Chicago von 1945–1948 und 1957–1965, in
den Los Alamos Labaratories, die ihn im Nachruf als
giant of mathematics and one of the founders of the
Information Agebezeichneten. Sein Ruhm als Mathe-
matiker beruht vor allem auf den von ihm entwickelten
Anwendungen statistischer Verfahren auf eine Vielzahl
mathematischer Probleme; zum Pionier des Informa-
tionszeitalter macht ihn u. a., daß er einer der ersten
Anwender des ersten elektronischen Computers ENIAC
war, dessen Nachfolger MANIAC baute und an der Uni-
versiẗat Chicago das Institute for Computer Research
gründete und bis 1965 leitete.

Zusammenfassend läßt sich sagen, daß der METROPOLIS-Algorithmus
und verwandte Verfahren (die sogenannten Monte-Carlo-Methoden)
sehr n̈utzliche Hilfsmittel zur Optimierung sind, falls man so gutwie
nichtsüber die zu optimierende Funktion weiß. Sie funktionieren nicht
nur bei kontinuierlichen Problemen, wie den hier betrachteten, sondern
auch f̈ur diskrete und kombinatorische Optimierungsprobleme, haben
aber den Nachteil, daß sie kein Optimum garantieren können: Selbst
wenn man eines erreicht hat, kann die Methode dies nicht erkennen. (Es
gibt alternative numerische Methoden, die das können.)

Wie schon diese sehr kleine Auswahl von Optimierungsverfahren zeigt,
ist nichtlineare Optimierung ein sehr weites Feld, von dem eine Grund-
vorlesung wie dieAnalysisnur einen winzigen Ausschnitt behandeln
kann. Dieser Ausschnitt besteht nicht aus den für die Praxis wichtigsten
Verfahren, sondern aus denen, die sich am besten in den Stoffder Vor-
lesung einordnen. Sie sind zwar (in Kombination mit dem aus der Dis-
kreten Mathematikbekannten Simplex-Verfahren) die Grundbausteine,
aus denen die meisten praktisch relevanten Verfahren zusammengesetzt
sind, aber f̈ur die vielen kleinen Abwandlungen, die dazu führen, daß
man ein Problem wirklich effizient lösen kann, m̈ußte man deutlich
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mehr Zeit aufwenden, als hier zur Verfügung steht. Interessenten seien
auf entsprechende Spezialvorlesungen verwiesen.

§3: Höhere Ableitungen
Im Eindimensionalen ist die Ableitung einer Funktionf :D ! R wie-
der eine FunktionD ! R; falls sie differenzierbar ist, bezeichnen wir
ihre Ableitung als die zweite Ableitung vonf , und so weiter. F̈ur ei-
ne Funktionf :D ! R von n Veränderlichen ist die Ableitung jedoch
eine FunktionD ! Rn , also etwas komplizierteres als die Ausgangs-
funktion. Dies macht den Umgang mit höheren Ableitungen im Mehr-
dimensionalen schwieriger. Wir beschränken uns daher zunächst auf die
zweite Ableitung einer reellwertigen Funktion.

a) Die Hesse-Matrix

Wir lassen uns vom eindimensionalen Fall leiten: Die zweiteAbleitung
ist die Ableitung der Ableitung.

Die Ableitung einer differenzierbaren Funktionf :D ! R mit D � Rn

ist der Gradient vonf , also die Abbildungrf :D ! Rn ; x 7! � �f�x1

; : : : ; �f�xn� .

Im vorigen Paragraphen haben wir auch solche Funktionen differenziert;
ihre Ableitung war eine Matrix.

Definition: Wenn der Gradient vonf :D ! R differenzierbar ist, be-
zeichnen wir seine JACOBI-Matrix als die HESSE-MatrixHf (x) = Jrf (x)

vonf im Punktx.

Die HESSE-Matrix ist somit stets quadratisch, denn die Anzahl der Kom-
ponenten des Gradienten ist gleich der Anzahl der Variablen.
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LUDWIG OTTO HESSE (1811–1874) wurde in K̈onigs-
berg geboren und unterrichtete zunächst Physik und
Chemie am dortigen Gymnasium. 1840 bekam er eine
Stelle als Mathematiker an der dortigen Universität, von
1856 bis 1868 war er Professor in Heidelberg, danach
in München. Aus der Schule ist er wohl vor allem durch
die HESSEsche Normalenform der Ebenengleichung be-
kannt; der Schwerpunkt seiner Forschungen lag aller-
dings auf dem Gebiet der Invariantentheorie und der al-
gebraischen Funktionen. Auch die HESSE-Matrix führte
er 1842 in einer Arbeiẗuber Invarianten von kubischen
und biquadratischen Kurven ein.

Genau wie der Gradient bei gutartigen Funktionen durch die partiellen
Ableitungen berechnet werden kann, sollte auch sie durch Differentia-
tionsverfahren aus der Analysis einer Veränderlichen berechenbar sein.
Das Hilfsmittel dazu sind die zweiten partiellen Ableitungen:

Für eine in ganzD partiell differenzierbare Funktionf :D ! R ist auch
jede partielle Ableitungfxi wieder eine Funktion vonD nachR , und
auch diese kann wieder partiell differenzierbar sein. Falls ja, bezeichnen
wir die partielle Ableitung vonfxi nachxj als zweite partielle Ableitungfxixj =

�2f�xj�xi =
def

��xj � �f�xi�

vonf nachxi undxj . Im Fall i = j schreiben wir kurzfxixi =

�2f�x2i .

Analog lassen sich auch höhere partielle Ableitungen einführen durch
die Definitionfxi1xi2 :::xik =

def

�kf�xik : : : �xi2�xi1 =
def

��xik ��xik�1

� � � ��xi2 �f�xi1 .

Wie wir oben gesehen haben, ist Gradient einer Funktionf gleich dem
Vektor der partiellen Ableitungen, falls diese allesamt existieren und
stetig sind; die JACOBI-Matrix ist der entsprechende Zeilenvektor. Falls
auch die zweiten partiellen Ableitungen allesamt existieren und stetig
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sind, zeigt dasselbe Lemma, daß deren Ableitungen die Zeilenvektoren� �2f�xi�x1

; : : : ; �2f�xi�xn �
sind, d.h.

Lemma: Falls alle ersten und zweiten partiellen Ableitungen vonf :D ! R existieren und stetig sind, ist die HESSE-Matrix vonf gleich

dern� n-Matrix mit Einträgen �2f�xi�xj .

Als erstes Beispiel k̈onnen wir etwa die zweiten partiellen Ableitungen
der Funktion f (x; y) = x4 + 2x3y + 3x2y2 + 4xy3 + 5y4

berechnen: Die partielle Ableitung nachx istfx(x; y) = 4x3 + 6x2y + 6xy2 + 4y3 ,

also ist fxx(x; y) =

�2f�x2
(x; y) = 12x2 + 12xy + 6y2 undfxy(x; y) =

�2f�y�x (x; y) = 6x2 + 12xy + 12y2 .

Entsprechend istfy(x; y) = 2x3 + 6x2y + 12xy2 + 20y3 ,

also fyx(x; y) =

�2f�x�y (x; y) = 6x2 + 12xy + 12y2 undfyy(x; y) =

�2f�y2
(x; y) = 6x2 + 24xy + 60y2 .

Damit istHf (x; y) =

�

12x2 + 12xy + 6y2 6x2 + 12xy + 12y2

6x2 + 12xy + 12y2 6x2 + 24xy + 60y2

�

.

Zumindest in diesem Fall ist dies eine symmetrische Matrix,d.h.fxy = fyx .
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Diese Formel gilt, wie wir gleich sehen werden,fast immer; in der Tat
galt sie f̈ur die Mathematiker des 18. Jahrhunderts wie NICOLAUS I. BER-
NOULLI , der 1719 dar̈uber schrieb, LEONARD EULER (1730), JOSEPH-
LOUIS LAGRANGE (1772) und viele andere als selbstverständlich. Erst
im 19. Jahrhundert, als sich ein präziser Funktionsbegriff durchzusetzen
begann, wurde erkannt, daß Voraussetzungen notwendig sind. Diese
waren zu Beginn des Jahrhunderts zunächst unn̈otig stark; erst 1873
fand HERMANN AMANDUS SCHWARZ in seiner ArbeitÜber ein Sy-
stem voneinander unabhängiger Voraussetzungen zum Beweis des Satzes��y ��f (x;y)�x �

= ��x��f (x;y)�y �

, was wirklich notwendig ist.

Als Gegenbeispiel betrachtet er die in der folgenden Abbildung darge-
stellte Funktionf (x; y) =

� y2 arctanxy � x2 arctanyx für (x; y) 6= (0; 0)
0 für (x; y = (0; 0)

.
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Ein Gegenbeispiel zum Vertauschungssatz

Auch wenn es auf den ersten Blick nicht so aussieht, ist dieseFunktion
auch f̈ur y = 0 undx 6= 0 definiert: Der Bruchx=y ist dann zwar nicht
definiert, aber da der Arkustangens nur Werte zwischen��=2 und�=2
annimmt, existiert f̈ur jedesx 6= 0 der Grenzwert limy!0 y2 arctanxy
und verschwindet. Entsprechend ist auch limx!0 x2 arctanyx = 0 für
alle y 6= 0, und wir wollen die obige Formel so interpretieren, daßf (0; y) = f (x; 0) = 0 sein soll f̈ur allex; y 6= 0 und, nach Definition,
naẗurlich auch f̈ur x = y = 0. Man überlegt sich leicht, daß die so
definierte Funktion stetig ist auf ganzR 2.
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Die Berechnung der ersten partiellen Ableitungen ist etwasumfangreich,
jedoch l̈aßt sich das Ergebnis deutlich vereinfachen: Wir erhaltenfx(x; y) =

� y � 2x arctanyx für (x; y) 6= (0; 0)
0 für (x; y) = (0; 0)

und fy(x; y) =

��x + 2y arctanxy für (x; y) 6= (0; 0)
0 für (x; y) = (0; 0)

,

wobei die Division durch Null beim Argument des Arkustangens wegen
des Faktors vor dem Arkustangens wieder wie oben interpretiert werden
soll, wir haben alsofx(0; y) = y und fy(x; 0) =�x .

Diese Funktionen k̈onnen wir problemlos differenzieren; wir erhaltenfxy(0; y) = +1 und fyx(x; 0) =�1 .

Im Nullpunkt ist somitfxy(0; 0) = +1 6= �1 = fyx(0; 0).

Für Punkte (x; y) 6= (0; 0) rechnet man leicht nach, daßfxy(x; y) = fyx(x; y) =

y2 � x2y2 + x2

ist. Insbesondere ist daher für x; y 6= 0fxy(x; 0) =�1; fxy(0; y) = +1 und fxy(x; x) = 0 ;fxy nimmt also in jeder noch so kleinen Umgebung des Nullpunkts jeden
der drei Werte 0; 1 und�1 (und viele andere) an. Damit kannfxy in
(0; 0) nicht stetig sein, genauso wenig wiefyx. Wie SCHWARZ erkannte,
ist genau das die fehlende Voraussetzung für die Vertauschbarkeit der
partiellen Ableitungen:

Schwarzsches Lemma:f :D ! R sei auf der offenen MengeD � Rn

erklärt und sowohl die ersten partiellen Ableitungenfxi als auch die
gemischten partiellen Ableitungenfxixj seien stetig aufD. Dann istfxixj (x) = fxjxi (x)

für allex 2 D und allei; j mit 1� i; j � n.

Beweis:Da bei der partiellen Differentiation alle Variablen außereiner
als konstant betrachtet werden, können wir uns auf den Falln = 2 be-
schr̈anken: Wir interessieren uns nur für die beiden Variablenxi undxj ,
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die wir alsx undy bezeichnen (wenn sie verschieden sind – andernfalls
gibt es aber ohnehin nichts zu beweisen), und betrachten alle sonsti-
genxk als konstant.

Für den Punkt (x; y) ausD wählen wir dannh; k 2 R so, daß das
Quadrat mit den vier Ecken

(x; y); (x + h; y); (x; y + k) und (x + h; y + k)

vollständig inD liegt; dies ist m̈oglich, da wirD als offene Menge
vorausgesetzt haben. Nach Voraussetzung existieren die partiellen Ab-
leitungenfx; fy; fxy sowiefyx und sind stetig.

Nach Definition istfxy(x; y) = limk!0

fx(x; y + k)� fx(x; y)k

= limk!0

limh!0

f (x + h; y + k)� f (x; y + k)h � limh!0

f (x + h; y)� f (x; y)hk .

Falls alle Grenz̈uberg̈ange miteinander vertauschbar sind (was, wie wir
im obigen Gegenbeispiel gesehen haben, keineswegs selbstversẗandlich
ist), ist das ein Limes̈uber den Ausdruckf (x + h; y + k)� f (x; y + k)� f (x + h; y) + f (x; y)hk

fürh; k ! 0; es liegt also nahe, sich diesen Bruch genauer anzuschauen.

Für den Beweis wird es genügen, wenn wir uns auf den Fallh = k

beschr̈anken; wir wollen den AusdruckD(h) =

f (x + h; y + h)� f (x; y + h)� f (x + h; y) + f (x; y)h2

auf zwei Arten ausrechnen:

Zunächst fassen wir, wie oben, die beiden ersten und die beiden letzten
Summanden zusammen: Mit der Abkürzungg(y) =

f (x + h; y)� f (x; y)h

ist dann D(h) =

g(y + h)� g(y)h .
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Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist dieser Diffe-
renzenquotient gleich dem Differentialquotientg0(�) für eine (vonh
abḧangige) Zahl� zwischeny undy + h. Somit istD(h) = g0(�) =

fy(x + h; �)� fy(x; �)h = fyx(�; �)

für ein � zwischenx und x + h, denn naẗurlich können wir auch auf
diesen Differenzenquotienten den Mittelwertsatz anwenden.

Für die zweite Berechnung fassen wir inD(h) den ersten und den dritten
sowie den zweiten und den vierten Term zusammen. Mit der Abkürzungeg(x) =

f (x; y + h)� f (x; y)h
ist dann dieses Mal D(h) =

eg(x + h)� eg(y)h ,

und nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibtes dazu eine�

zwischenx undx + h, so daß dies gleicheg0(e�) ist. Also istD(h) = eg0(e�) =

fx(e�; y + h)� fx(e�; y)h = fxy(e�; e�)

für eine Zahle� zwischeny undy + h. Somit istD(h) = fyx(�; �) = fxy(e�; e�) .

Lassen wir nunh gegen Null gehen, konvergieren� und e� gegenx und� wie auche� gegeny. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der zwei-
ten partiellen Ableitungen konvergiert daherfyx(�; �) gegenfyx(x; y)

undfxy(e�; e�) gegenfxy(x; y), d.h. der Grenzwert existiert undD(0) = fyx(x; y) = fxy(x; y) .

Damit ist das Lemma bewiesen.
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Der deutsche Mathematiker KARL HERMAN AMANDUS

SCHWARZ (1843–1921) beschäftigte sich haupts̈achlich
mit konformen Abbildungen und mit sogenannten Mi-
nimalflächen, d.h. Flächen mit vorgegebenen Eigen-
schaften, deren Flächeninhalt minimal ist. Im Rah-
men einer entsprechenden Arbeit für die WEIERSTRASS-
Festschrift von 1885 (im Falle eines durch Doppelinte-
grale definierten Skalarprodukts) bewies er die CAUCHY-
SCHWARZsche Ungleichung, die CAUCHY bereits 1821
für endlichdimensionale Vektorräume bewiesen hatte.
SCHWARZ lehrte nacheinander in Halle, Zürich, Göttin-
gen und Berlin.

Tats̈achlich bewies SCHWARZ das obige Lemma (fürn = 2) unter einer etwas schwächeren
Voraussetzung: Es reicht, wenneineder partiellen Ableitungenfxy oderfyx existiert und
stetig ist. Am Beweis̈andert sich wenig; falls etwäuber die Ableitungfyx nichts voraus-
gesetzt ist, muß man die Existenz aller damit zusammenhängenden Grenzwerte explizit
durch Abscḧatzungen nachweisen und daraus nachträglich die Existenz und Stetigkeit
vonfyx folgern. Ein Leser, der seineAnalysis Inoch nicht ganz vergessen hat, sollte dies
auf etwa einer Seite tun können. F̈ur Anwendungen ist die SCHWARZsche Formulierung
etwas n̈utzlicher als die obige, denn wenn man beispielsweisefxy berechnet und seine
Stetigkeit nachgewiesen hat, folgt automatisch, daß auchfyx existiert und gleichfxy ist.
Für uns wird das keine sehr große Rolle spielen, denn bei den meisten uns interessierenden
Funktionen wird die Existenz und Stetigkeit der partiellenAbleitungen klar sein; lediglich
ihre Berechnung wird im allgemeinen mit Arbeit verbunden sein.

Ein analoger Satz zum SCHWARZschen Lemma gilt auch für höhere parti-
elle Ableitungen; f̈ur k-fache Ableitungen m̈ussen wir naẗurlich voraus-
setzen, daß alle partiellen Ableitungen bis zu denk-fachen existieren
und stetig sind (wobei diese Voraussetzung wieder streng genommen
nicht für allek-fachen wirklich notwendig ist).

Definition: Für eine offene TeilmengeD � Rn bezeichneCk(D; R )
die Menge aller Funktionenf :D ! R , deren s̈amtliche partielle Ablei-
tungen bis zu denk-ten existieren und stetig sind. Für k = 0 bezeichnen
wir mit C0(D; R ) einfach die Menge aller stetiger FunktionenD ! R .

Man überlegt sich sofort, daßCk(D; R ) ein R -Vektorraum ist, und es
ist auch nicht schwer einzusehen, daß die Funktionen ausCk(D; R ) alle
die Eigenschaften haben, die man sich bei der Betrachtung von k-ten
Ableitungen ẅunscht:

Erstens ist die Berechnung einerk-ten partiellen Ableitung von der
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Reihenfolge der partiellen Differentiationen unabhängig: Wie aus der
Linearen Algebrabekannt sein sollte, kann jede Permutation als Produkt
von Transpositionen geschrieben werden; es genügt also zu zeigen, daß
man die Reihenfolge zweiter partieller Differentiationenvertauschen
kann. Eine Transposition (ir ir+k) wiederum l̈aßt sich gem̈aß

(ir ir+k) = (ir ir+1) � � � (ir+k�1 ir+k)(ir+k�2 ir+k�1) � � � (ir ir+1)

als Produkt von Transpositionen benachbarter Elemente schreiben, und
für eine solche Transposition ist��xi1 � � � ��xir ��xir+1

� � � �f�xik =

��xi1 � � � ��xir+1

��xir � � � �f�xik .

Für f 2 Ck(D; R ) ist sichergestellt, daß ��xir+2

� � � �f�xik in C2(D; R )

liegt; nach obigem Lemma ist daher��xir ��xir+1

� ��xir+2

� � � �f�xik � =

��xir+1

��xir � ��xir+2

� � � �f�xik � .

Differenziert man hier beide Seiten noch partiell nachxi1 bis xir�1
,

ändert dies natürlich nichts an der Gleichheit.

Zweitensbesagt das vorletzte Lemma, daß eine Funktionf 2 C1(D; R )
differenzierbar ist. Eine nahe liegende Verallgemeinerung des dortigen
Beweises, bei der man anstelle von linearen Approximationen solche
höherer Ordnung betrachtet, zeigt, daß eine Funktionf 2 C2(D; R )
zweifach differenzierbar ist, und daß entsprechend eine Funktion f ausCk(D; R ) bis auf einen Fehler der Größenordnungo���h��k� durch ein
Polynomk-ten Grades approximiert werden kann. Wie das im einzelnen
aussieht, wollen wir uns im nächsten Abschnitt genauer anschauen.

b) Taylor-Polynome

Im letzten Semester haben wir die höheren Ableitungen einer Funktion
dazu benutzt, um sie nicht nur durch eine lineare Funktion, sondern
durch ein Polynom ḧoheren Grades anzunähern. Der wesentliche Satz
über TAYLOR-Polynome war der folgende:

Satz: f : (a; b) ! R sei stetig und mindestens (k + 1)-fach stetig diffe-
renzierbar auf dem Intervall (a; b) � R . Dann gilt f̈ur jedesx aus (a; b)
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und jedesh 2 R mit x + h 2 (a; b) die Formelf (x + h) = f (x) + hf 0(x) +

h2

2

f 00(x) + � � � + hkk!

f (k)(x) +Rk+1(x; h)

=

kXi=0

hii! f (i)(x) +Rk+1(x; h)

mit einem RestgliedRk+1 = O(hk+1). Dieses kann beispielsweise dar-
gestellt werden alsRk+1(x; h) =

hk+1

(k + 1)!

f (k+1)(x + �h)

mit einer reellen Zahl� zwischen 0 und 1.

Um daraus einen auch für Funktionen mehrerer Veränderlichen n̈utzli-
chen Satz zu machen, verwenden wir wieder Richtungsableitungen. Da
wir eine Funktionf : Rn ! Rm problemlos komponentenweise behan-
deln k̈onnen, gen̈ugt es, den Fallm = 1 zu betrachten.

Die Richtungsableitung einer Funktionf : Rn ! R in Richtungv ist
nach Definition die Ableitung der Funktion einer Veränderlicheng:

�

(�a; a) ! Rt 7! f (x + tv)

mit geeignet geẅahltema 2 R + nach t für t = 0; wir können sie
berechnen als Skalarprodukt des Gradienten mit dem Vektorv.

Natürlich können wirg nicht nur einmal ableiten; für f 2 Ck+1(D; R )
existiert das TAYLOR-Polynomk-ten Grades undg(t) = g(0) + tg0(0) +

t2
2

g00(0) + � � � + tkk!

g(k)(0) +O(tk+1) .

Schreiben wir die Richtungsableitung in Richtungv wieder als�vf (x) = hrf (x); vi =

nXi=1

�f�xi (x) � vi ,

so wird dies zuf (x + tv) = f (x) + t�vf (x) + � � � + tkk!

�kv f (x) +O(tk+1) .

Da wir kvk hier als eine Konstante betrachten, können wirO(tk+1 auch
schreiben alsO�(t kvk)k+1 und damit insbesonderep�(t kvk)k; speziell
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für t = 1 erhalten wir die kompakte Schreibweise der TAYLOR-Formel,
nämlichf (x + v) = f (x) + �vf (x) + � � � + 1k!

�kv f (x) + o�kvkk� .�kv steht hierbei natürlich für diek-fache Anwendung des Operators�v.

Wenn wir das konkret ausrechnen müssen, verschwindet die Kompakt-
heit allerdings schnell: Mit v =

0� v1
...vn

1A
ist �vf (x) = hrf (x); vi =

nPi=1

vifxi (x) und dementsprechend

�2vf (x) = �v��vf (x)

�
= �v  nXi=1

vifxi! =

nXj=1

vj ��xj  nXi=1

vifxi!

=

nXi=1

nXj=1

vivjfxixj ,

wir haben also schon eine Summe mitn2 Termen.

Mit Hilfe der linearen Algebra k̈onnen wir diese Summe noch relativ
kurz schreiben: Da der (i; j)-Eintrag der HESSE-Matrix Hf (x) gerade
gleich die partielle Ableitungfxixj ist, rechnet man leicht nach, daß

vTHf (x)v = (v1; : : : ; vn)Hf (x)

0� v1
...vn

1A =

nXi=1

nXj=1

vivjfxixj

ist. Für höhere Ableitungen geht so etwas nicht mehr: Völlig analog zur
obigen Rechnung̈uberzeugt man sich leicht davon, daß�3vf (x) =

nXi=1

nXj=1

nXk=1

vivjvkfxixjxk

ist, und diese Summe ausn3 Summanden läßt sich nicht mehr mit
Matrix-Vektor-Produkten darstellen: Die dritte Ableitung ist gegeben
durch einen sogenanntenTensor dritter Stufe,d.h. ein dreidimensionales
würfelförmiges Zahlenschema, und mit jeder weiteren Ableitung steigt
die Dimension um eins an.
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Für die Diskussion im n̈achsten Abschnitt reicht uns glücklicherweise
die Formelf (x + h) = f (x) + hrf (x); hi +

1
2

hTHf (x)h + o(khk2) .

c) Höhere Ableitungen und lokale Extrema

Wenn gradf (x0) verschwindeti undf mindestens zweimal stetig diffe-
renzierbar ist, ḧangt also das Verhalten vonf in der Umgebung vonx0

ab von der quadratischen Formh 7! hT Hf (x0)h, wobeiHf nach dem
SCHWARZschem Lemma eine symmetrische Matrix ist.

Definition: a) Eine symmetrische MatrixA 2 Rn�n heißtpositiv defi-
nit, wenn f̈ur alle Vektorenv 6= 0 ausRn gilt: vTAv > 0 .
b)A heißtnegativ definit,wenn f̈ur allev 6= 0 ausRn gilt: vTAv < 0 .
c) A heißt indefinit, wenn es Vektorenv; w 2 Rn gibt, so daß gilt:vTAv > 0, aberwTAw < 0.

Mit dieser Terminologie ist das folgende Lemma klar:

Satz: Wenn die differenzierbare Funktionf 2 C1(D; R ) im Punktx0 2 D ein lokales Extremum hat, ist dort ihr Gradient gleich dem
Nullvektor.
Falls umgekehrt f̈ur f 2 C2(D; R ) der Gradient im Punktx 2 D ver-
schwindet, gilt:
a) Falls die HESSE-Matrix Hf (x0) positiv definit ist, hatf im Punktx0
ein Minimum.
b) FallsHf (x0) negativ definit ist, hatf im Punktx0 ein Maximum.
c) FallsHf (x0) indefinit ist, hatf im Punktx0 einen Sattelpunkt.

Damit uns das etwas nützt, brauchen wir jetzt nur noch ein Kriterium,
mit dem wir feststellen k̈onnen, welche Definitheitseigenschaften die
HESSE-Matrix hat. Dazu erinnern wir uns daran, daß die HESSE-Matrix
für Funktionen ausC2(D; R ) nach dem SCHWARZschen Lemma sym-
metrisch ist, und wie wir aus der Linearen Algebra wissen, ist jede
symmetrische Matrix diagonalisierbar.

Für eine DiagonalmatrixAmit Einträgen�1; : : : ; �n und einen Vektorv
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mit Komponentenv1; : : : ; vn wird obige quadratische Form zu

(v1; v2; : : : ; vn)

0BB��1 0 : : : 0
0 �2 : : : 0
...

...
...

...
0 0 : : : �n

1CCA0BB� v1v2
...vn

1CCA = �1v2
1 + � � � + �nv2n ;

eine Diagonalmatrix ist also genau dann positiv definit, wenn alle Dia-
gonaleintr̈age positiv sind und genau dann negativ definit, wenn sie alle
negativ sind. Falls es sowohl positive als auch negative Diagonaleintr̈age
gibt, ist die Matrix indefinit.

Nun ist es f̈ur den Wertebereich einer Funktion irrelevant, bezüglich wel-
ches Koordinatensystems wir die Argumente ausdrücken; wir k̈onnen
eine symmetrische Matrix also bezüglich einer Basis aus Eigenvektoren
betrachten, wo sie zur Diagonalmatrix wird mit den Eigenwerten als
Einträgen. Daher gilt:

Lemma: Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit, wenn
alle ihre Eigenwerte positiv sind und genau dann negativ definit, wenn
alle ihre Eigenwerte negativ sind. Falls es sowohl positiveals auch
negative Eigenwerte gibt, ist sie indefinit.

Da die Determinante einer Matrix gleich dem Produkt ihrer Eigenwerte
ist, folgt, daß eine Matrix nur dann positiv definit sein kann, wenn
ihre Determinante positiv ist; für negativ definiten � n-Matrizen muß
die Determinante bei gerademn ebenfalls positiv sein, bei ungeradem
negativ.

Für symmetrische 2�2-Matrizen l̈aßt sich daraus leicht ein notwendiges
und hinreichendes Kriterium machen: Das charakteristische Polynom
von A =

� a bb d�

mit Eigenwerten�1 und�2 ist�2 � (a + d)� + (ad� b2) = (�� �1)(�� �2) ;

daher ist�1 + �2 = a + d.
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(In der Tat rechnet man auf genau die gleiche Weise leicht nach, daß f̈ur
jeden� n-Matrix die Summe dern Eigenwerte gleich der Summe dern Diagonaleintr̈age ist, die sogenannteSpurder Matrix.)

Wenn detA = ad�b2 positiv ist, haben nicht nur�1 und�2, sondern aucha undd dasselbe Vorzeichen, das somit gleich dem vona + d = �1 + �2
ist. Als Zusammenfassung der obigen Diskussion können wir daher
festhalten

Satz: Eine symmetrische reelle 2� 2-MatrixA ist genau dann positiv
definit, wenn detA > 0 unda > 0 ist, negativ definit, wenn detA > 0
unda < 0 ist, und indefinit wenn detA < 0 ist.

(Anstelle vona könnte hier naẗurlich überall auchd stehen.)

Beispielsweise ist die Matrix

�

1 2
2 5

�

positiv definit, denn sie hat

Determinante eins und positive Diagonaleinträge. Im obigen Beispiel
des Sattelpunkts mitf (x; y) = x2 � y2 istHf (0; 0) =

�

2 0
0 �2

�

offensichtlich indefinit, was man nicht nur an der negativenDetermi-
nanten sieht.

d) Lineare Regression

Als etwas umfangreicheres Beispiel für die Anwendung des obigen Sat-
zes wollen wir ein klassisches Problem aus der Statistik betrachten,
die Suche nach einer sogenanntenAusgleichskurvedurch eine gegebe-
ne Punktmenge. Einige werden vielleicht aus dem Physikunterricht mit
Ausgleichsgeraden vertraut sein: Wenn zwei physikalischeGrößen in
einem linearen Zusammenhang stehen, werden trotzdem die zugeḧori-
gen Meßgr̈oßen auf Grund die lineare Gleichung im allgemeinen nicht
erfüllen: Messungen sind praktisch immer mit Fehlern behaftet. Bei
wirtschafts- und sozialwissenschaftlichen Daten sind exakte Gesetze
ohnehin die Ausnahme; hier kann man nur auf näherungsweise G̈ultig-
keit hoffen.

Kap. 5: Funktionen mehrerer Veränderlicher 78
Das Problem, zu vorgegebenen Daten einen möglichst guten n̈aherungs-
weisen Zusammenhang zu finden, bezeichnet man alsRegression;falls
sich die Koeffizienten der gesuchten Funktion durch Lösen eines linea-
ren Gleichungssystems aus den Daten berechnen lassen, redet man von
linearer Regression.(Der Zusammenhang zwischen den Daten muß also
nicht linear sein.)

Ausgangspunkt f̈ur die Lösung solcher Probleme ist die näherungsweise
Lösung von linearen Gleichungssystemen: Wenn wir ein SystemausN Gleichungen inm UnbekanntenmXj=1

aijxj = bi , i = 1; : : : ; N
haben mitN wesentlich gr̈oßer alsm, können wir nur in seltenen Aus-
nahmef̈allen erwarten, daß es eine Lösung gibt. Wenn wir allerdings
davon ausgehen, daß unsere Datenxi ohnehin fehlerbehaftet sind, soll-
ten auch gar nicht erst nach einer exakten Lösung suchen, sondern uns
begn̈ugen mit einem Tupel (x1; : : : ; xm), für das die Gleichungen

”
eini-

germaßen“ erf̈ullt sind. Diese schwammige Formulierung läßt sich auf
viele, nichtäquivalente Weisen präzisieren; die einfachste geht auf CARL

FRIEDRICH GAUSS zurück: Wenn wir auf den linken Seiten aller Glei-
chungen Werte f̈ur diexj einsetzen, erhalten wir einen Vektor ausRN ;
genauso bilden auch die rechten Seitenbi einen Vektor ausRN . Falls
das Gleichungssystem lösbar ist und wir eine L̈osung einsetzen, stim-
men die beiden Vektoren̈uberein. Wenn es keine exakte Lösung gibt,
können wir stattdessen fordern, daß die (EUKLID ische) L̈ange des Diffe-
renzvektors m̈oglichst klein sein soll. Das isẗaquivalent zur Forderung,
daß das Quadrat der Länge m̈oglichst klein sein soll, d.h.NXi=1

0� mXj=1

aijxj � bi1A2

soll im Punkt (x1; : : : ; xm) ein Minimum annehmen. Da es sich hier
um eine Summe von Quadraten handelt, wird dieser Ansatz auchals
Methode der kleinsten Quadratebezeichnet.

Als quadratische Funktion in denxj ist die obige Summe natürlich be-
liebig oft differenzierbar; nach dem Satz aus dem vorigen Abschnitt muß


