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nichts mit Computerprogrammen zu tun.) Das wichtigste&tmdn zur
Losung solcher Aufgaben, der Simplex-Algorithmus, wird @r dor-
lesungDiskrete Mathematik Aehandelt, so dafd wir uns hier auf die
nichtlineare Programmierungeschénken knnen.

Manuberlegt sich leicht, dafd im linearen Fall die Nebenbediggm ein
(endliches oder unendliches) Polyedeiifhdefinieren und eine lineare
Funktion, so sie ein endliches Maximum oder Minimum hatsegeauf
dem Rand dieses Polyeders annimmt, und dort sogar in eiker Ban

muf3 dahegnur* die Ecken dieses Polyeders untersuchen —deren Anzahl
allerdings vachst exponentiell mit der Anzahl der Variablen. Trotzdem
fuhrt der Simplex-Algorithmus selbst im Fall von Zehntawdsmvon
Variablen in der Regel fastimmer sehr schnell ans Ziel; desretische
Problem der exponentiellen Kompleiitim schlimmsten Fall hat also
fur praktische Anwendungen keine Bedeutung.

Bei nichtlinearen Funktionen ist die Situation komplizégr denn nun
kann es auch im Innern Extrema geben: Die Funktion

f(z,y)=e =¥ mitder Nebenbedingungz? +y2 < 1

etwa nimmtihr Maximum im Punkt (@) an; auf dem Rand des Einheits-
kreises liegen nur die Minima. Im allgemeinen Fall einestiicearen
Programms kann ein Optimum also entweder ganz im Innerenieder
aber eine beliebige Teilmenge der Nebenbedingungen exékea.

Falls wir es mit inneren Punkte zu tun haben, sind diese éoaixima
oder Minima ohne Nebenbedingungen, und wir haben uns benejt

Uberlegt, wie man diese bestimmt: In jedem solchen Punktievindet
der Gradient der zu optimierenden Funktion.

Im Falle einer einzigeleichungals Nebenbedingung ist der Gradient
von f linear abkangig vom Gradienten der Nebenbedingung; da der
Nullvektor von jedem anderen Vektor linear d@lolgig ist, schliel3t dies
auch den Fall der Optima bei inneren Punkten mit ein. Die liediende
Verallgemeinerung auf den Fall mehrerer Nebenbedinguisjeter

Satz: Die Funktionf: D — R auf D C R™ habe im Punkt € D ein
Extremum unter den Nebenbedingungen

gl(a) Z 07 gZ(a) Z 07 A gr(a) Z 0.
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Dann sind die~ + 1 Vektoren

Vf(a), le(a)7 ng(a), st Vgr(a)
linear abkngig.
DerBeweiserfordert keine wesentlich neuen Ideen gager dem Fall
einer einzigen Nebenbedingung und sei daher nur kurz skizHalls
die Gradienten deg; im Punkta bereits untereinander linear &bigig
sind, gibt es nichts mehr zu beweisen; nehmen wir also arsesén
linear unabBngig. Dann gibt es (mindestensyerschiedene Variablen
z; bisz; , sodal 99,
t 0
oo (@7

ist. Also kann nach dem Saiiber implizite Funktionen jede Nebenbe-
dingung zur Elimination einer anderen Variablen benutatdes, und
im wesentlichen dieselbe Rechnung wie im Fall einer Nebdinigeing
zeigt die Behauptung.

|
Die lineare Abkangigkeit der Vektoren

Vf(a), le(a)7 ng(a), R Vgr(a)
bezeichnet man als iIN-TUCKER-Bedingung; sie ist eine offensicht-
liche Verallgemeinerung der Bedingung VOAARANGE, ist allerdings
deutlich finger: Sie erschien 1951 in einer gemeinsamen Arbeit von
H.W. KuHN und A.W. TUCKER, vier Jahre, nachdem G.ARTzIG
den Simplex-Algorithmus entwickelt hatte, und fast zweitiert Jahre,
nachdem BGRANGE seine Multiplikatoren zur Bestimmung von Extre-
ma unter einer Nebenbedingung eiriget hatte.

Das Problem bei der praktischen Anwendung des Satzes van Knd
TUCKER besteht darin, dal in einem Optimum manche Nebenbedingun-
gen als Gleichungen, andere als echte Ungleichungéfitesihd; man
muf3 also jede der églichen Kombinationen untersuchen.

Eine nbgliche Abhilfe sind sogenannbarrier-Methoden: Mana(3t die
Nebenbedingungen eine Barriere errichten, indem man @reSdche
nach einem Maximum) MaximahneNebenbedingung der Funktion

f(wlv LR 7'Z'n) + Zsi Ioggi(wlv LR 7'Z'n)

i=1
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sucht, wobei dies; positive Konstanten sind. Da die Logarithmen am
Rand gegen-co gehen, liegen diese Maxima stets im Innern. Falls man
nun allee; in geeigneter Weise gegen Null gehéftt, kann man in
manchen Bllen zeigen, dal} diese Maxima gegen Maxima der Funktion
mit Nebenbedingung konvergiert.

Ein Beispiel daiir ist der 1984 gefundene Algorithmus vorakMA-
KAR fur den Fall linearer Funktionefi g;. Er ist eine Alternative zum
Simplex-Algorithmus, die stets in polynomialer Zeit zu eirLdsung
fuhrt, und war der erste mathematische Algorithmus, denpiatewur-
de. In der Praxis ist er jedoch bei fast allen Problemen denplgi-
Algorithmus unterlegen; lediglich bei einigen wenigen 8pkallen, bei
denen bekannt ist, daf} der Simplex-Algorithmus schledtfittfaniert,
fuhrt KARMAKAR schneller zu einer @sung.

g) Ausblick: Numerische Methoden

Wie wir gesehen habenijfirt die Methode der AGRANGESchen Multi-
plikatoren im allgemeinen auf nichtlineare Gleichungssy®, die nur
in einfachen Bllen explizit Bsbar sind. In allen anderealien mufd man
mit numerischen Methoden arbeiten, und da bietet sich aPdzblem
von vornherein ohne den Umwédper LAGRANGESche Multiplikatoren
Extrema numerisch zu bearbeiten.

Eine Moglichkeit dazu ist die sogenann®adientenmethode:
Fur eine differenzierbare Funktighauf D C R™ ist
f(@+h) = f(z) +(gradf(z), h) +o(||Al]);

wenn wir ein Maximum (oder Minimum) voifi ansteuern wollen, liegt
es daher nahéy so zu wahlen, dal3 sich der Funktionswerbgilichst
stark vergol3ert (oder verkleinert).

Nach der GucHy-ScHwARzschen Ungleichung ist, wenn wir mit der
EukLiDischen Norm arbeiten,

|(gradf(z), h)| < [lgradf ()] - [|A]| ;

wir erhalten also die maximal agliche Veanderung bei vorgegebener
Lange vom genau dann, wenh parallel zum Gradienten ist.
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Damit bietet sich folgende Strategie an: Wiaklen irgendeinen Aus-
gangspunki, und berechnen dort den Gradientéri(z,). Falls er der

Nullvektor ist. haben wir einen Kandidateidirfein Extremum gefun-
den, den wir mit noch zu entwickelnden Methoden weiter wutelnen

mussen.

Andernfalls geben wir uns eineange,, fur den Vektorh vor, die von
der Lange des Gradienten abfgen kann oder auch nicht, und setzen
wir bei der Suche nach einem Maximum

4 .
Mo = [ Wi tag o)

bei der Suche nach Minima nehmen wir das Negative davon.
Als nachstes betrachten wir den Punkt
= +
21 ot ho,
berechnen dort den Gradient®if(z,), setzen — so er nicht verschwin-
det — mit einer geeigneterangel;

‘
o e

(+ fur Maxima,— fur Minima) zur Definition des &achsten Punkts

hy =

T, = x,+th
2 g f1t

und so weiter. In jedem Schritt @vhen (oder erniedrigen) wir den Funk-
tionswert soweit, wie es mit der vorgegeben@mge’, nur mbglich ist,

in der Hoffnung, so irgendwann auf ein Maximum (oder Minimjura
stofRen. Diesesdnnen wir erreichen, wenn wir am Rand des Definiti-
onsbereichs vorf angelangt sind, oder aber wenn wir in einem Punkt
sind, in dem der Gradient verschwindet: Von dort aus gehtiediesem
Verfahren nicht mehr weiter.

Dawir mit einem numerischen Verfahren nur ein verschwitldgasringe
Chance haben, exakt in einem Extremum zu enden, zeigt Sclabch
die Notwendigkeit einer intelligenten Wahl der Schrittteei,: Wenn
diese zu grof3 sind, kann es passieren, daf’ wir endlos um &emttxm
herum oszillieren.

Theoretisch ist auch aglich, dal wir in einem Sattelpunkt landen,
aber wenn man sicliberlegt, wie die Gradienten in der Umgebung
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eines Sattelpunktes aussehen, wird schnell klar, daR® diesehr selten
passiert.

Die folgende Abbildung zeigt ein einfaches Beispié@l €inen mit der
Gradientenmethode zirkgelegten Weg; hier wurde in jedem Schritt

gesetzt. Der Weg geht offensichtlich recht zielstrebigdag Maximum
Zu.

-1 : y

515

Eine Anwendung der Gradientenmethode

Die darauffolgende Abbildung allerdings zeigt dasselble Bi einen

etwas goReren Zusammenhang; hier sehen wir, dal3 unser Streben nach

kurzfristigen Gewinnen langfristig wohl doch nicht so dgfeich war:
Wenn wir vom Startpunkt aus nach rechts in die kleine Muldgeab
stiegen véaren, fatten wir auf dem gegéierliegenden Hang deutlich
groRere Funktionswerte erreicht als im lokalen Maximum, imder
schlieBRlich gelandet sind. Dies ist ein gruatidiches Problem von Gra-
dientenverfahren: Falls wir in derdthe des (absoluten) Optimums star-
ten, fuhren sie schnell und zuvédsig zum Ziel, ansonsten aber ist die
Gefahr sehr grof3, dafd wir in einem nur lokalen Optimum steloledbt.
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2-2

Der Weg aus der vorigen Abbildung aus einem weiteren Blickwinkel

Um von dort wieder weiterzukommen, gibt es verschiederst&iren.
Eine anschaulich recht klare ist die sogenapmteinelung”. Der Name
entstand aus der Betrachtung von Minimisierungsproblemehmen
wir also an, wir wollen das Minimum der Funktiof(z, y) in einem
gewissen Bereich finden und ein Gradientenverfahren hainugisen
Punktz,, gefuhrt, von dem aus es nicht mehr weiterkommt. Um zu
sehen, olx,, = f(z,,) wirklich der kleinste Wert ist, deff im betrach-
teten Bereich annehmen kann, versuchen wir, eine weitésearlg der
Gleichungf(z) = z,, zu finden.

3

2-2

LJunnelung* fir Maxima

Dafir gibt es eine ganze Reihe numerischer Verfahren, z.B. edah/
ren von NEWTON-RAPHSON mit denen sich zumindest ein solcher Punkt
leicht finden &f3t. Leider bnnte dieser Punkt unser Ausgangspurjst
sein; deshalb sucht man tathlich nicht nach tisungen der Gleichung
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f(x) = z;, sondern nach &sungen einer leicht abgewandelten Glei-
chung der Forny(z) = z,,, wobei f dadurch aug entsteht, da man
die Funktionswerte in der unmittelbaren Umgebung vog {y,,) stark
anhebt, um so das dortige Minimum zum Verschwinden zu bringe
Dazu kann man beispielsweise eine Funktion der Form

(@—=z pr)*Hy—vpr)?
b

G(z,y) = ae

mit geeigneten Parametesnb wahlen, wie sie in derachsten Abbil-
dung zu sehen ist, unflz, y) = f(z,y) + G(z, y) setzen.

2

Gle,y) = =3

Dies bringt das Minimum im Punk#/ zum Verschwinden und véndert
die Funktion praktisch nicht, wenn man nur hinreichend \eeifernt
istvonM. (Je kleinew ist, umso lokalisierter ist die Vanderung.) Eine
Losung der Gleichung

f@) =2y,
S0 es eine gibt, liegt also nicht in der unmittelbaren Umgebtonz
und ist daher ein guter Ausgangspunkt, um dort die Gradiem¢hode
noch einmal zu starten bis zurachsten lokalen Minimum und so weiter.
Sobald die Gleichung nicht mehiadbar ist, Knnen wir ziemlich sicher

sein, dalz,, das globale Minimum ist — es sei denn, wiatten die
Parametet, undb sehr dumm ge@hlt.

Im obigen Beispiel geht es nicht um ein Minimum, sondern umiMzxi-
mum, da die Suche danach graphisch besser darstellbatsstgraben
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wir auch keinen Tunnel, sondern spannen ein Hochseil, dasdwo
auf der eingezeichneten Ebenen liegt und uns vom erreigvtesthen-
hoch zur Startpositionif einen weiteren Anstieg bringt. (Tatshlich
ist die Ebene etwas zu tief eingezeichnet, damit man daMalkémum
noch erkennen kann; das Seil muf3 also etvidsehlangen.)

Eine weitere Idee zur Vermeidung von Zwischenhochs komrstcku
Physik: Ein Gas erreicht seinen Zustand minimaler Energmngdwenn
die Bewegungsenerg%w2 eines jeden Teilchens gleich Null ist, wenn
sich also nichts mehr bewegt. Dies geschieht abehstens am absolu-
ten Nullpunkt; bei positiven Temperaturen werden die neeigeilchen
positive kinetische Energie haben. NaabbwiG BOLTZMANN ist dabei
die Wahrscheinlichkeit déf, dal® ein Teilchen die Energie = %mvz
hat, bei Temperatuf proportional zu

E
e KT,

mit einer Konstantert ~ 1,38066- 10-23J/K, die heute als BLTz-
MANN-Konstante bezeichnet wird. Die folgende Abbildung zeidt f
verschiedene Werte vaiT” die Graphen der FunktiosT “/*7"; wie man
sieht; erwartungsgeaf® sind dieselir gro3e Werte voikT sehr flach,
wahrend sieiir kleine Temperaturen rechts schnell gegen Null gehen.
Bei dersimulierten Abkhlungahmt man dies nach, indem man mit
einer hohen Temperatur startet und der Richtung, in der nestergeht,

einer dieser Temperatur entsprechende Freiagit |

o H 5

e~E/FT fir kT = 0,1,0,5, 1,3, 5, 10, 20, 40, 100
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LubwiG BoLTZMANN (1844-1906) wuchs auf und stu-
dierte in Wien; danach lehrte er in Graz, Heidelberg,
Berlin, Graz, Wien, Graz, Wien, Leipzig und Wien. Er
war Professorifr Theoretische Physikiif Mathematik
und fur Experimentalphysik. Auf seiner letzten Stelle in
Wien hielt er eine so erfolgreiche Philosophievorlesung,
daf? ihn Kaiser Franz Josef in den Palast einlud. Am be-
kanntesten ist erlif die Begtindung der statistischen
Mechanik, einer damals sehr umstrittene Theorie. Ob
die damit verbundenen Anfeindungen zu seinem Selbst-
mord fihrten, ist unbekannt.

Man geht also nicht mehr unbedingt in Richtung des Gradigrgen-

dern geht zuidllig in eine von endlich vielen vorgegebenen Richtungen.

Die Wahrscheinlichkeittfr den Richtungsvektok; soll dabei analog
zur BoLTZMANN-Verteilung festgelegt werden, d.h. wir ordnen ihm eine
~Energie*E; = :l:(f(;v +h;) - f(z, y)) zu (positiv bei der Suche nach
einem Minimum, negativ bei der Suche nach einem Maximum)died
Wabhrscheinlichkeit défr, daf3 wir in Richtungh; gehen, soll propor-

tional sein zue~Fi/¥T | Sje ist also, fallsV Richtungen zur Veifgung
stehen, gleich

—EB;/kT
_ W
p; deer[Zl :
Zur Wahl einer Richtung erzeugen wir uns eine Zufallszald [0, 1]
und gehen in Richtung,;, wenn

j—1 J

Yop<Z<Yy p

=1 =1
ist. (Die Frage, wie lang die Richtungsvektoren im wie@nliSchritt
sein sollen, wollen wir hier ausklammern.)

Bei hohen Temperaturen ist damit die Richtung fast vaidtg zu-
fallsbedingt gewahlt, wahrend in der [dhe des absoluten Nullpunkts
praktisch nur noch die optimale Richtung eine Chance h#ls Wwa bei
hoher Temperatur in einem Zwischenextremum landen, seegtrdit
sehr hoher Wahrscheinlichkeit daf daf3 wir dort nicht steckenbleiben.

Am Ende wollen wir allerdings zum absoluten Optimum komrreeh,
wir miissen die Temperatur im Verlauf der Rechnung immer weiter se
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ken —daher der Narm@mulated annealing simulierte AbKihlung. Bei
der Anwendung auf Optimierungsprobleme bezeichnet mesedier-
gehensweise als dendviRoPoLIsAlgorithmus. In welcher Weise man
die Temperatur am besten senkt, ist immer noch ein Gebirealkior-
schung. Man kann zeigen, daf3 man statistisch betrachktigotaimmer
im Optimum landet, wenn man mit einer hinreichend hohen Angg
stemperatuf’ startet und inr-ten Schritt mit Temperatuf; / log(r + 1)
arbeitet, aber bei einer derart langsamen i#bllung braucht der Algo-
rithmus viel zu lange, um ans Ziel zu kommen.

Die beiden folgenden Abbildungen zeigen, wie sich der Atparus
bei zwei verschiedenen Folgen von Zufallszahlen verhdiireiner
Abkiihlungsregel, die im-ten Schritt mit TemperatuF; /r arbeitet:

Der METROPOLISAIlgorithmus fiir obiges Problem

Ditto mit anderen Zufallszahlen

Im ersten Beispiel funktioniert alles sehr gut, im zweitagegen bleibt
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die Kurve ziemlich lange im Taldngen, kommt aber immerhin in eine
gute Startpositionfr weitere Iterationen. Oft wird es ohnehin am besten
sein, nach hinreichend vieleneWirRopPoLISSchritten ein gewhnliches
Gradientenverfahren zu starten.

NICHOLAS METROPOLIS(1915-1999) wuchs auf in Chi-
cago, wo er Physik studierte und 1941 promovierte. Seit
1943 arbeitete er, unterbrochen durch Professuren an der
Universi@t Chicago von 1945-1948 und 1957-1965, in
den Los Alamos Labaratories, die ihn im Nachruf als
giant of mathematics and one of the founders of the
Information Agebezeichneten. Sein Ruhm als Mathe-
matiker beruht vor allem auf den von ihm entwickelten
Anwendungen statistischer Verfahren auf eine Vielzahl
mathematischer Probleme; zum Pionier des Informa-
tionszeitalter macht ihn u. a., dal’ er einer der ersten
Anwender des ersten elektronischen Computers ENIAC
war, dessen Nachfolger MANIAC baute und an der Uni-
versiat Chicago das Institute for Computer Research
grundete und bis 1965 leitete.

Nick Metropolis

Zusammenfassend®t sich sagen, dal3 derelvRoPoLisAlgorithmus
und verwandte Verfahren (die sogenannten Monte-Carldibiizn)
sehr riitzliche Hilfsmittel zur Optimierung sind, falls man so guie
nichtsiiber die zu optimierende Funktion weil3. Sie funktionierain
nur bei kontinuierlichen Problemen, wie den hier betratemesondern
auch fir diskrete und kombinatorische Optimierungsproblemégha
aber den Nachteil, daRR sie kein Optimum garantier@mnien: Selbst
wenn man eines erreicht hat, kann die Methode dies nichhedte (Es
gibt alternative numerische Methoden, die daarken.)

Wie schon diese sehr kleine Auswahl von Optimierungsveefakeigt,

ist nichtlineare Optimierung ein sehr weites Feld, von dém &rund-
vorlesung wie dieAnalysisnur einen winzigen Ausschnitt behandeln
kann. Dieser Ausschnitt besteht nicht aus derdie Praxis wichtigsten
Verfahren, sondern aus denen, die sich am besten in dendgtoffor-
lesung einordnen. Sie sind zwar (in Kombination mit dem aaris-
kreten Mathematikbekannten Simplex-Verfahren) die Grundbausteine,
aus denen die meisten praktisch relevanten Verfahren zusagesetzt
sind, aber tir die vielen kleinen Abwandlungen, die dadihfen, daf
man ein Problem wirklich effizientdben kann, rf3te man deutlich
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mehr Zeit aufwenden, als hier zur Viegung steht. Interessenten seien
auf entsprechende Spezialvorlesungen verwiesen.

§3: Hohere Ableitungen

Im Eindimensionalen ist die Ableitung einer Funkti6nD — R wie-
der eine FunktiorD — R; falls sie differenzierbar ist, bezeichnen wir
ihre Ableitung als die zweite Ableitung vof, und so weiter. &r ei-

ne Funktionf: D — R vonn Veranderlichen ist die Ableitung jedoch
eine FunktionD — R", also etwas komplizierteres als die Ausgangs-
funktion. Dies macht den Umgang midheren Ableitungen im Mehr-
dimensionalen schwieriger. Wir beséhken uns daher zéohst auf die
zweite Ableitung einer reellwertigen Funktion.

a) Die Hesse-Matrix

Wir lassen uns vom eindimensionalen Fall leiten: Die zwAléeitung
ist die Ableitung der Ableitung.

Die Ableitung einer differenzierbaren FunktignD — R mit D C R"
ist der Gradient vorf, also die Abbildung

of  Of
0z, 0x, )

Im vorigen Paragraphen haben wir auch solche Funktionéarelifziert;
ihre Ableitung war eine Matrix.

Vf:D — R" w»—)(

Definition: Wenn der Gradient voii: D — R differenzierbar ist, be-
zeichnen wir seineatoBI-Matrix als die HESSEMatrix

Hy(z) = Jys(z)
von f im Punktz.

Die HEsSSEMatrix ist somit stets quadratisch, denn die Anzahl der Kom
ponenten des Gradienten ist gleich der Anzahl der Variablen
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Lubwic OTTO HESSE(1811-1874) wurde in &nigs-
berg geboren und unterrichtete achst Physik und 5 2
Chemie am dortigen Gymnasium. 1840 bekam er eine ( o°f o°f )
Stelle als Mathematiker an der dortigen Univeisiton 3mi3ml’ e dz,0z,
1856 bis 1868 war er Professor in Heidelberg, danach
in Munchen. Aus der Schule ist er wohl vor allem durch
die HEssesche Normalenform der Ebenengleichung be-
kannt; der Schwerpunkt seiner Forschungen lag aller-

sind, zeigt dasselbe Lemma, dal3 deren Ableitungen dierkeiktoren

sind, d.h.

Lemma: Falls alle ersten und zweiten partiellen Ableitungen von

dings auf dem Gebiet der Invariantentheorie und der al-

gebraischen Funktionen. Auch diesseMatrix fuhrte
er 1842 in einer Arbeitiber Invarianten von kubischen
und biquadratischen Kurven ein.

Genau wie der Gradient bei gutartigen Funktionen durch diggilen
Ableitungen berechnet werden kann, sollte auch sie durfferBntia-

tionsverfahren aus der Analysis einer &aderlichen berechenbar sein.

Das Hilfsmittel dazu sind die zweiten partiellen Ableitemg

Fur eine in gan2 partiell differenzierbare Funktiof: D — R ist auch
jede partielle Ableitungf,, wieder eine Funktion vo nachR, und
auch diese kann wieder partiell differenzierbar sein sjallbezeichnen
wir die partielle Ableitung vorf,, nachz; als zweite partielle Ableitung

2
fzizj = a f o 6 <6_f>

von f nachz; undz;. Im Falli = j schreiben wir kurz
O*f
fwﬂi = W -
Z;
Analog lassen sich auctbhere partielle Ableitungen eiiliren durch
die Definition
o f o 0 o of

i1 Ljn el = - . ’
1%ip - Tig gof Bxik e 3$i26$i1 def 6$ik 6171',67 6wi2 amil

fa

1

Wie wir oben gesehen haben, ist Gradient einer Funkfigieich dem
Vektor der partiellen Ableitungen, falls diese allesamisgéeren und

stetig sind; die AcoBi-Matrix ist der entsprechende Zeilenvektor. Falls

auch die zweiten partiellen Ableitungen allesamt existieund stetig

f: D — R existieren und stetig sind, ist dieedseMatrix von f gleich

. - . . 2
dern x n-Matrix mit Eintragen; 2.
i0Z;

Als erstes Beispielémnen wir etwa die zweiten partiellen Ableitungen

der Funktion
fla,y) = a* + 2% + 3c?y® + 4xy® + By
berechnen: Die partielle Ableitung naghst
folx,y) = 423 + 6%y + 6zy® + 4y°

also ist
2

9
fox(@,9) = 55(2,9) = 120 +12vy + 6y°  und
o°f

By (z,y) = 622 + 12zy + 1242

foy(@,y) =

Entsprechend ist
£, (@, y) = 22° + 62’y + 120y% + 20)°

also
_ f a2 2
fya(z,9) = 920y (z,y) = 622 + 120y + 12y> und
82
fyy(@,y) = a—yz(x, y) = 622 + 24zy + 60y2 .
Damit ist

_ (1222 + 12¢y + 6y% 622+ 12cy + 122
Hf(xv y) = 2 2 2 2
6z + 12zy + 12y~ 62 + 24xy + 60y
Zumindest in diesem Fall ist dies eine symmetrische Matrix,

fzy: yx *



67 Analysis Il FSS2010

Diese Formel gilt, wie wir gleich sehen werddastimmer; in der Tat

galt sie fir die Mathematiker des 18. Jahrhunderts wiedllaus |. BER-
NOULLI, der 1719 ddiber schrieb, EONARD EULER (1730), dSEPH
Louis LAGRANGE (1772) und viele andere als selbstvaratlich. Erst

im 19. Jahrhundert, als sich eirgaiser Funktionsbegriff durchzusetzen
begann, wurde erkannt, daf3 Voraussetzungen notwendig Biade
waren zu Beginn des Jahrhunderts &eimst unidtig stark; erst 1873
fand HERMANN AMANDUS SCHWARZ in seiner ArbeitUber ein Sy-
stem voneinander unaBhgiger Voraussetzungen zum Beweis des Satzes

% (2flag)y = 2 (%z’y)), was wirklich notwendig ist.

Als Gegenbeispiel betrachtet er die in der folgenden Albipitpdarge-
stellte Funktion

Fny) = 2 arctant — z?arctan?  fir (z,y) 7 (0,0) .
’ 0 far (z,y = (0,0)

Ein Gegenbeispiel zum Vertauschungssatz

Auch wenn es auf den ersten Blick nicht so aussieht, ist dies&tion
auch firy = 0 undz # 0 definiert: Der Bruche/y ist dann zwar nicht
definiert, aber da der Arkustangens nur Werte zwischefi2 undr/2
annimmt, existiertdr jedesz 7 O der Grenzwert lin_,, i arctan%

und verschwindet. Entsprechend ist auch,lirp 22 arctan? = 0 fur
alley # 0, und wir wollen die obige Formel so interpretieren, daf3
f(0,y) = f(x,0) = 0 sein soll @ir alle z,y # 0 und, nach Definition,
natirlich auch @ir x = y = 0. Man Uberlegt sich leicht, dafl3 die so
definierte Funktion stetig ist auf gai?.
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Die Berechnung der ersten partiellen Ableitungen ist etwafangreich,
jedoch A3t sich das Ergebnis deutlich vereinfachen: Wir erhalten
_Jy-2z arctan?  fur (z,y) 7 (0,0)
fo(@y) { 0 fiir (z, y) = (0,0)
e fur (z,y) 7 (0,0)
_ [ —x+2yarctan®  fir (z,y 0,0
@@”‘{o " fir (w,5) = (0,0)
wobei die Division durch Null beim Argument des Arkustang&regen
des Faktors vor dem Arkustangens wieder wie oben integoteterden
soll, wir haben also

fz(oay)zy Und fy($,0)=—$.
Diese Funktionen&nnen wir problemlos differenzieren; wir erhalten

fey(©,y)=+1 und f  (z,0)=-1.
Im Nullpunkt ist somitf,,(0,0) = +17 -1 = £, . (0,0).
Fur Punkte €, y) # (0, 0) rechnet man leicht nach, dai3
¥2 — 22
fzy(l“ay) = fyz(m7y) = W
ist. Insbesondere ist dahénfz,y #Z 0

fwy(xﬂo):_la fzy(ovy):+1 und fwy(l',il}')zo,
[z, Nimmtalsoin jeder noch so kleinen Umgebung des Nullpurkisi
der drei Werte 01 und -1 (und viele andere) an. Damit karfp,, in
(0, 0) nicht stetig sein, genauso wenig Vg, . Wie SCHWARZ erkannte,
ist genau das die fehlende Voraussetzuingdie Vertauschbarkeit der
partiellen Ableitungen:

Schwarzsches Lemma:f: D — R sei auf der offenen Menge C R"
erklart und sowohl die ersten partiellen Ableitunggn als auch die
gemischten partiellen Ableitungg‘gizj seien stetig aub. Dann ist

Fain, @) = fo 0 (@)
furallex € Dundallei, s mit1 <i,j < n.

Beweis:Da bei der partiellen Differentiation alle Variablen auBarer
als konstant betrachtet werdergriaen wir uns auf den Fall = 2 be-
schianken: Wir interessieren uns niirfdie beiden Variablen; undz ,
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die wir alsz undy bezeichnen (wenn sie verschieden sind — andernfalls
gibt es aber ohnehin nichts zu beweisen), und betrachtersatisti-
genz,, als konstant.

Fur den Punkt £, y) aus D wahlen wir dannh,k € R so, dal3 das
Quadrat mit den vier Ecken
(z,9), (@+h,y), (z,y+k) und @+h,y+k)

vollstandig in D liegt; dies ist ndbglich, da wir D als offene Menge
vorausgesetzt haben. Nach Voraussetzung existieren diellea Ab-
leitungenf,, f,, f., sowief,, und sind stetig.
Nach Definition ist

fm(xv Y + k) B fz(xv y)

fay,9) = lim, .
lim f($+h,y+k)_f($,y+k)_“m f($+h7y)_f($7y)
k—0 k

Falls alle Grenidberginge miteinander vertauschbar sind (was, wie wir
im obigen Gegenbeispiel gesehen haben, keineswegs ssatdlich
ist), ist das ein Limegiber den Ausdruck
f(.’E"‘h,y"'k) _f($7y+k) _f($+h,y)+f($,y)
hk
furh, k — 0; esliegt also nahe, sich diesen Bruch genauer anzuschauen

Fur den Beweis wird es gégen, wenn wir uns auf den Fall = &
beschanken; wir wollen den Ausdruck

f($+h,y+h)—f(il?,y+h)—f($+h,y)+f($,y)

D(h) = -

auf zwei Arten ausrechnen:

Zunachst fassen wir, wie oben, die beiden ersten und die besdzeh
Summanden zusammen: Mit der Abvkung

— f(x+h7y)_f(x7y)
9(y) = Y

ist dann
gy +h) —g(y) _

D(h) = h
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Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist die®iffe-
renzenquotient gleich dem Differentialquotieyi{n) fur eine (vonh
abhangige) Zahl zwischeny undy + h. Somit ist

x+h,n) — f,(z,
fyl@+ n})l fy( n)=fyz(£,n)

fur einn zwischenz und z + h, denn natrlich kbnnen wir auch auf
diesen Differenzenquotienten den Mittelwertsatz anwende

D(h)=4g'(n) =

Fir die zweite Berechnung fassen wirlii{h) den ersten und den dritten
sowie den zweiten und den vierten Term zusammen. Mit detifhlng

- f(.’ll',y+h)—f(.’11',y)
h

g(z)
ist dann dieses Mal

g(x +h) —g(y)

D(h) = Y :

und nach dem Mittelwertsatz der Differengalrechnung gibtlazu eil?{
zwischenr undx + h, so daf dies gleicH (¢) ist. Also ist

Fo&y+h) — fo(E,y)
h

D(h) =F'(€) = )

fur eine Zahby zwischeny undy + h. Somit ist

D(h) = £, (&, 1) = foy (E,7) .

Lassen wir nurh gegen Null gehen, konvergierémndggegem und
7 wie auchy gegeny. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der zwei-
ten partiellen Ableitungen konvergiert dahgr, (¢, n) gegenf, . (z,y)

und fzy(g, n) gegenf,, (z,y), d.h. der Grenzwert existiert und

D) = fyo(@,y) = oy (z,) .

Damit ist das Lemma bewiesen.
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Der deutsche MathematikeraRL HERMAN AMANDUS
SCHWARZ (1843-1921) besétitigte sich hauptschlich
mit konformen Abbildungen und mit sogenannten Mi-
nimalflachen, d.h. Flchen mit vorgegebenen Eigen-
schaften, deren Btheninhalt minimal ist. Im Rah-
men einer entsprechenden Arbéit flie WEIERSTRASS
Festschrift von 1885 (im Falle eines durch Doppelinte-
grale definierten Skalarprodukts) bewies er ddCHY-
ScHwaRzsche Ungleichung, die AUCHY bereits 1821
fur endlichdimensionale Vekt@ume bewiesen hatte.
ScHWARZ lehrte nacheinander in Hallejidch, Gottin-
gen und Berlin.

Tatsachlich bewies 8HwARZz das obige Lemmaliff » = 2) unter einer etwas scfaeheren
Voraussetzung: Es reicht, weameder partiellen Ableitungetfi., oder f, . existiert und
stetig ist. Am Beweigindert sich wenig; falls etwiber die Ableitungfy; nichts voraus-
gesetzt ist, mul? man die Existenz aller damit zusam#éegenden Grenzwerte explizit
durch Abscltzungen nachweisen und daraus nadgjiich die Existenz und Stetigkeit
von fy. folgern. Ein Leser, der seirnalysis Inoch nicht ganz vergessen hat, sollte dies
auf etwa einer Seite tundkinen. Eir Anwendungen ist die Giwarzsche Formulierung
etwas tiitzlicher als die obige, denn wenn man beispielswgisg berechnet und seine
Stetigkeit nachgewiesen hat, folgt automatisch, daR #yglexistiert und gleicty,,, ist.
Fur uns wird das keine sehr grof3e Rolle spielen, denn bei desteneins interessierenden
Funktionen wird die Existenz und Stetigkeit der partieldsieitungen klar sein; lediglich
ihre Berechnung wird im allgemeinen mit Arbeit verbundeimse

Ein analoger Satz zunt&warzschen Lemma gilt aucliif hdhere parti-
elle Ableitungen; fir k-fache Ableitungen rirssen wir ndirlich voraus-
setzen, dald alle partiellen Ableitungen bis zu defachen existieren
und stetig sind (wobei diese Voraussetzung wieder strengrgmen
nicht fur alle k-fachen wirklich notwendig ist).

Definition: Fir eine offene Teilmeng® C R" bezeichnel®(D, R)
die Menge aller Funktionefi: D — R, deren amtliche partielle Ablei-
tungen bis zu deh-ten existieren und stetig sindiiFk = 0 bezeichnen
wir mit C°(D, R) einfach die Menge aller stetiger FunktionBn— R.

Man iiberlegt sich sofort, daB*(D, R) ein R-Vektorraum ist, und es
ist auch nicht schwer einzusehen, daR die Funktioned’sus, R) alle
die Eigenschaften haben, die man sich bei der Betrachtung:\ten
Ableitungen viinscht:

Erstens ist die Berechnung eingt-ten partiellen Ableitung von der
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Reihenfolge der partiellen Differentiationen unahgig: Wie aus der
Linearen Algebrdekannt sein sollte, kann jede Permutation als Produkt
von Transpositionen geschrieben werden; esigealso zu zeigen, daf}
man die Reihenfolge zweiter partieller Differentiationegrtauschen
kann. Eine Transpositiori,(,.,;) wiederum &3t sich geraf?

(ir ir+k) = (ir ir+l) U (ir+k—l ir+k)(ir+k—2 ir+k—l) T (ir ir+l)
als Produkt von Transpositionen benachbarter Elementeibeim, und
fur eine solche Transposition ist
0 0 0 of _ 0 0 0 of
oz, ”'&vir Oz; ”'awik - 87“830 oz, Oz
Fir f e C*(D,R) ist sichergestellt, da%f—Z% in C3(D,R)
liegt; nach obigem Lemma ist daher
o 0 0 of \_ 0 0 0 of
Ox; Ox; (am» amik> Oz, O, <3xw " O, > '

1r+2 1 2 23

a1 a1 ir ik

Differenziert man hier beide Seiten noch partiell nagh bis ;
andert dies ndlich nichts an der Gleichheit.

1!

Zweitensbesagt das vorletzte Lemma, daf eine FunkfienC!(D, R)
differenzierbar ist. Eine nahe liegende Verallgemeingrdes dortigen
Beweises, bei der man anstelle von linearen Approximaticstche
hoherer Ordnung betrachtet, zeigt, daR eine Funkfioa C?(D,R)
zweifach differenzierbar ist, und dalR entsprechend eimitian f aus
C*(D,R) bis auf einen Fehler der 6@en0rdnung>(\h|k) durch ein
Polynomk-ten Grades approximiert werden kann. Wie das im einzelnen
aussieht, wollen wir uns imacthsten Abschnitt genauer anschauen.

b) Taylor-Polynome

Im letzten Semester haben wir diélteren Ableitungen einer Funktion
dazu benutzt, um sie nicht nur durch eine lineare Funktiondsern
durch ein Polynom @heren Grades anzéahern. Der wesentliche Satz
Uber TayLorR-Polynome war der folgende:

Satz: f:(a, b) — R sei stetig und mindestens ¢ 1)-fach stetig diffe-
renzierbar auf dem Intervalk( b) C R. Dann gilt fur jedesz aus @, b)
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und jedesh € Rmitx + h € (a, b) die Formel
2

Fa+ )= F@) + 1y @)+ o 1)+ o+ P f00) Ryt )

k hl '
=2 /@) Reata )
i=0

mit einem Restglie®R,,; = O(h**!). Dieses kann beispielsweise dar-
gestellt werden als

hk
Rya(w, h) =

(k+1)!
mit einer reellen Zahh zwischen O und 1.

———— f* (g + k)

Um daraus einen aucliif Funktionen mehrerer Viénderlichen iitzli-
chen Satz zu machen, verwenden wir wieder Richtungsabggtu Da
wir eine Funktionf: R® — R™ problemlos komponentenweise behan-
deln kbnnen, geiigt es, den Falln = 1 zu betrachten.

Die Richtungsableitung einer Funktigh R* — R in Richtungwv ist
nach Definition die Ableitung der Funktion einer ¥ederlichen

J (-a,a) =R
I\t — f(z +tv)

mit geeignet ge@hltema € R, nacht fur ¢ = 0; wir kdnnen sie
berechnen als Skalarprodukt des Gradienten mit dem Vektor

Natiirlich kbnnen wirg nicht nur einmal ableitenif f € C**(D,R)
existiert das AyLOR-Polynomk-ten Grades und

2 k
g(t) = g(O) +tg/(0) + %g”(O) +... 4+ %g(k)(o) + O(tk+1) )

Schreiben wir die Richtungsableitung in Richtung/ieder als

8, f(x) = (Vf(z),v) Z
so wird dies zu

fle+tu) = f2) 440, f() + o+ %aff(x) + 0.

Da wir ||v|| hier als eine Konstante betrachtefinken wirO(t*** auch
schreiben al© ((¢ [|v||)*** und damit insbesondey(t ||v|))*; speziell

Oz;

tk:+l
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furt = 1 erhalten wir die kompakte Schreibweise deviR-Formel,
namlich

Fle+0) = f(@)+8,5(@) + -+ 05 @)+ o( o]

O steht hierbei naitrlich fir die k-fache Anwendung des Operatdrs

Wenn wir das konkret ausrechneriissen, verschwindet die Kompakt-
heit allerdings schnell: Mit ( v, )
o= | -

Un

istd, f(z) =(Vf(z),v) = i v; f, () und dementsprechend

92 f(x) = 0,(9,f(2)) = (Zv le) = Zvj% (Z v,-fzi>
j=1 7 \i=1
:szi J'fwﬂj ’

i=1 j=1
wir haben also schon eine Summe mftTermen.

Mit Hilfe der linearen Algebra &nnen wir diese Summe noch relativ
kurz schreiben: Da deti,(j)-Eintrag der HsseMatrix H(z) gerade
gleich die partielle Ableitung‘wﬂj ist, rechnet man leicht nach, dai3

vl n n
vITHp(x)v = (v, . . ., v, ) H () ( : ) =D 0w fea,

i=1 j=1
UTL

ist. Fur hdhere Ableitungen geht so etwas nicht mehilllg analog zur
obigen Rechnungberzeugt man sich leicht davon, daf}

a?)f(x) = Z Z Zvivjkazizjzk

i=1 j=1 k=1

ist, und diese Summe aus’ SummandenRt sich nicht mehr mit
Matrix-Vektor-Produkten darstellen: Die dritte Ableiiist gegeben
durch einen sogenannt@ansor dritter Stufed.h. ein dreidimensionales
wirfelformiges Zahlenschema, und mit jeder weiteren Ableitunigtste
die Dimension um eins an.
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Fur die Diskussion im achsten Abschnitt reicht unsiglklicherweise
die Formel

Fla+ )= f@) + (V) ) + SH"Hy@h+ ol 1],

c) Hohere Ableitungen und lokale Extrema

Wenn gradf(z) verschwindeti und® mindestens zweimal stetig diffe-
renzierbar ist, ingt also das Verhalten vghin der Umgebung vor,
ab von der quadratischen Fotm— k' H (o) h, wobeiH ; nach dem
ScHwARzschem Lemma eine symmetrische Matrix ist.

Definition: a) Eine symmetrische Matrid € R"*" heil3tpositiv defi-
nit, wenn fir alle Vektorery # 0 ausR™ gilt: vT'Av > 0.

b) A heiRtnegativ definitwenn iir allev 7 0 ausR™ gilt: v/’ Av < 0.
¢) A hei8tindefinit, wenn es Vektoren,w € R"™ gibt, so daf3 gilt:
vT Av > 0, aberw” Aw < 0.

Mit dieser Terminologie ist das folgende Lemma klar:

Satz: Wenn die differenzierbare Funktiofi € C(D,R) im Punkt
zg € D ein lokales Extremum hat, ist dort ihr Gradient gleich dem
Nullvektor.

Falls umgekehrtifr f € C2(D,R) der Gradient im Punkt € D ver-
schwindet, gilt:

a) Falls die HEsseMatrix H ¢ () positiv definit ist, hatf im Punktz

ein Minimum.

b) Falls H¢(z,) negativ definit ist, haf im Punktz, ein Maximum.

c) Falls H ;(z) indefinit ist, hatf im Punktz, einen Sattelpunkt. .
Damit uns das etwaditet, brauchen wir jetzt nur noch ein Kriterium,
mit dem wir feststellen &nnen, welche Definitheitseigenschaften die
HesseMatrix hat. Dazu erinnern wir uns daran, dall diesHEMatrix

fur Funktionen aug€?(D,R) nach dem 8HwARzschen Lemma sym-
metrisch ist, und wie wir aus der Linearen Algebra wissenhjade
symmetrische Matrix diagonalisierbar.

Fur eine Diagonalmatri mit Eintragen),, . . ., A,, und einen Vektop
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mit Komponenter,, ..., v,, wird obige quadratische Form zu

A O .00 vy
0O X ... O v

(v, v9,...50,) | . ,2 . . ? :Alvf+---+)\nv,21;
0O 0 ... A v

n n

eine Diagonalmatrix ist also genau dann positiv definit, nvalte Dia-
gonaleintage positiv sind und genau dann negativ definit, wenn sie alle
negativ sind. Falls es sowohl positive als auch negativg@ialeintage
gibt, ist die Matrix indefinit.

Nunist es fir den Wertebereich einer Funktion irrelevant, logich wel-
ches Koordinatensystems wir die Argumente aiiskien; wir kbnnen
eine symmetrische Matrix also higgich einer Basis aus Eigenvektoren
betrachten, wo sie zur Diagonalmatrix wird mit den Eigeresmrals
Eintragen. Daher gilt:

Lemma: Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit, wen
alle ihre Eigenwerte positiv sind und genau dann negatindgfienn
alle ihre Eigenwerte negativ sind. Falls es sowohl positie auch
negative Eigenwerte gibt, ist sie indefinit. .
Da die Determinante einer Matrix gleich dem Produkt ihreyeBiwerte
ist, folgt, da’ eine Matrix nur dann positiv definit sein kamvenn
ihre Determinante positiv istif negativ definiter x n-Matrizen muf3
die Determinante bei gerademebenfalls positiv sein, bei ungeradem
negativ.

Fur symmetrische & 2-Matrizen B3t sich daraus leicht ein notwendiges
und hinreichendes Kriterium machen: Das charakteristigeblynom

von
_f{a b
=5 4)
mit Eigenwertem\; und ), ist

N =@+ dr+(ad— 1) = (A = A = A

daherist\; + A\, =a +d.
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(In der Tat rechnet man auf genau die gleiche Weise leicHt,rdsd3
jeden x n-Matrix die Summe dern Eigenwerte gleich der Summe der
n Diagonaleintage ist, die sogenann8purder Matrix.)

Wenn detd = ad—b? positiv ist, haben nicht nur, und),, sondern auch
a undd dasselbe Vorzeichen, das somit gleich demawerd = A, + A,
ist. Als Zusammenfassung der obigen Diskussidnren wir daher
festhalten

Satz: Eine symmetrische reelle:2 2-Matrix A ist genau dann positiv
definit, wenn defl > 0 unda > 0 ist, negativ definit, wenn det > 0

unda < 0ist, und indefinit wenn det < O ist. .

(Anstelle vona konnte hier nairlich Uiberall auchi stehen.)

Beispielsweise ist die Matri sitiv definit, denn sie hat

1

2 5> PO
Determinante eins und positive Diagonaledgge. Im obigen Beispiel
des Sattelpunkts mit(z, y) = z® — y? ist

m00=(5 _9)

offensichtlich indefinit, was man nicht nur an der negatiiZatermi-
nanten sieht.

d) Lineare Regression

Als etwas umfangreicheres Beispi@t tlie Anwendung des obigen Sat-
zes wollen wir ein klassisches Problem aus der Statistikabkten,
die Suche nach einer sogenannfarsgleichskurveurch eine gegebe-
ne Punktmenge. Einige werden vielleicht aus dem Physikuiciiée mit
Ausgleichsgeraden vertraut sein: Wenn zwei physikaliggti@en in
einem linearen Zusammenhang stehen, werden trotzdem glidtris
gen Mel3gdlRen auf Grund die lineare Gleichung im allgemeinen nicht
erfullen: Messungen sind praktisch immer mit Fehlern behaBei
wirtschafts- und sozialwissenschaftlichen Daten sindkex&esetze
ohnehin die Ausnahme; hier kann man nur aai@ungsweise i@tig-
keit hoffen.
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Das Problem, zu vorgegebenen Daten einéglinhst guten herungs-
weisen Zusammenhang zu finden, bezeichnet maRegsessionfalls

sich die Koeffizienten der gesuchten Funktion durélsén eines linea-
ren Gleichungssystems aus den Daten berechnen lassemmeedeon
linearer Regression{Der Zusammenhang zwischen den Daten mul3 also
nichtlinear sein.)

Ausgangspunkifr die Losung solcher Probleme ist dialmerungsweise
Losung von linearen Gleichungssystemen: Wenn wir ein Systesn
N Gleichungen inn Unbekannten

m
E a”l’]:bz, ’l:l,...,N
j=1

haben mitV wesentlich gdRer alsn, kdnnen wir nur in seltenen Aus-
nahmeéllen erwarten, dald es einédung gibt. Wenn wir allerdings
davon ausgehen, daf3 unsere Dateahnehin fehlerbehaftet sind, soll-
ten auch gar nicht erst nach einer exaktésung suchen, sondern uns
begriigen mit einem Tupek(, ..., z,,), fur das die Gleichungereini-
germalen” eifllt sind. Diese schwammige Formulieruréft sich auf
viele, nichtaquivalente Weisen prisieren; die einfachste geht aufrl
FRIEDRICH GAUSS zuriick: Wenn wir auf den linken Seiten aller Glei-
chungen Wertellr diez; einsetzen, erhalten wir einen Vektor R
genauso bilden auch die rechten Seitgrinen Vektor auR" . Falls
das Gleichungssysteridbar ist und wir eine &sung einsetzen, stim-
men die beiden Vektoreberein. Wenn es keine exaktédung gibt,
kdnnen wir stattdessen fordern, daf? dieED ische) Lange des Diffe-
renzvektors raglichst klein sein soll. Das igtquivalent zur Forderung,
daf das Quadrat deahge nidglichst klein sein soll, d.h.

2

N m
E E a;;z; —b;
i=1 \ j=1

soll im Punkt ¢4,...,z,,) €in Minimum annehmen. Da es sich hier
um eine Summe von Quadraten handelt, wird dieser Ansatz algch
Methode der kleinsten Quadrabezeichnet.

Als quadratische Funktion in dery ist die obige Summe natlich be-
liebig oft differenzierbar; nach dem Satz aus dem vorigeschiitt muf3



