
Kapitel 5
Funktonen mehrerer Veränderlicher
Bislang hatten wir nur Funktionen betrachtet, die von einereinzigen
Variablen abḧangen. F̈ur die meisten Anwendungen ist das zu viel zu
speziell: Egal ob wir ein wirtschaftliches, soziales oder technisches
System beschreiben wollen, können wir sicher sein, daß es von einer
Vielzahl verschiedener Größen abḧangt.

Wir könnten versuchen, dieses Problem zu umgehen, indem wir alle
diese Gr̈oßen mit einer Ausnahme konstant halten und die so entste-
hende Funktion einer Veränderlichen mit den uns bekannten Methoden
untersuchen – dieserceteris paribusAnsatz(dasÜbrige ist gleich)wird
in der Tat bei manchen volkswirtschaftlichen Problemen gerne verwen-
det. Er ist aber sicherlich nicht allgemein einsetzbar, denn die eine
variable Gr̈oße kann je nach Werten der festgehaltenen Variablen sehr
unterschiedliche Effekte haben: Mehrproduktion kann beispielsweise
ja nach Zustand des Marktes mal zu Gewinnen, mal zu Ladenhütern
führen. Hinzu kommt, daß die Kenngrößen eines Systems selten un-
abḧangig voneinander sind und daher Veränderungen einer Größe oft
zwangsl̈aufig zu Ver̈anderungen weiterer Größen f̈uhren.

Trotz dieser Schwierigkeiten wollen wir die bewährten Methoden aus
der Analysis einer Veränderlichen soweit wie m̈oglich weiter benutzen;
wie sich zeigen wird, ist das auch möglich, allerdings m̈ussen sie durch
zus̈atzliche Hilfsmittel erg̈anzt werden.

Ein wesentliches solches Werkzeug sind, wie schon bei Funktionen
einer Ver̈anderlichen,lineareFunktionen; teilweise werden wir hier im
Mehrdimensionalen daher auch Methoden aus der Linearen Algebra
brauchen.
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§1: Grundlegende Eigenschaften
Bevor wir zur Differential- und Integralrechnung imRn kommen, brau-
chen wir – wie schon im eindimensionalen Fall – einige Vorbereitungen
über Konvergenz, Stetigkeit und̈ahnliche Grundbegriffe. Diese sollen
hier zusammengestellt werden.

a) Visualisierung in höheren Dimensionen

Um einen ersten Eindruck von einer Funktionf :D ! R auf einer of-
fenen TeilmengeD � R zu gewinnen, startet man am besten mit einem
Bild. Dieses kann zwar nur einen endlichen Ausschnitt des Definiti-
onsbereichs zeigen und ist auch in seiner Genauigkeit begrenzt, bietet
aber doch Information, die man anders nur mit erheblich größerem Auf-
wand darstellen k̈onnte. Als Bild vonf betrachten wir̈ublicherweise
den Graphen �f =

def

�
(x; y) 2 R 2

�� y = f (x)

	

,

also eine Teilmenge der EbenenR 2, die wir uns sehr gut vorstellen
können.

Auch für eine Funktionf :D ! Rm mit D � Rn können wir deren
Graphen �f =

def

�
(x; y) 2 D � Rm �� y = f (x)

	

definieren; da dieser inRn � Rm = Rn+m liegt, ist er allerdings nur f̈urn +m � 3 wirklich anschaulich, wobei es im Falln +m = 3 bei kom-
plizierteren Funktionen stark von der gewählten Perspektive abhängen
kann, wieviel man wirklich sieht. F̈ur einfache reellwertige Funktionen
zweier Ver̈anderlicher jedoch ist der Graph sicherlich die beste Methode
zur Veranschaulichung, wobei man gegebenenfalls zur besserenÜber-
sicht noch Hilfslinien f̈ur die Funktionswerte zu ausgewählten Werten
vonx und/odery einzeichnen kann.

Beim Graphen der Funktionf :

�

[�1; 1]� [�1; 1] ! R

(x; y) 7!p

4� x2 � y2

in der Abbildung unten etwa sieht man bei beiden Darstellungen recht
gut, daß�f Teil einer Kugeloberfl̈ache ist.
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Graph der Funktion f (x; y) =

p

4� x2 � y2

Eine andere M̈oglichkeit zur Veranschaulichung von Funktionen zweier
Veränderlicher ist von topographischen Karten her bekannt: Dort wird
die Höheüber dem Meeresspiegel, eine Funktion der beiden Ebenenko-
ordinaten, dargestellt durchHöhenlinien.Entsprechend k̈onnen wir f̈ur
eine beliebige Funktionf :D ! R mit D � R 2 und jeden Wert
 2 R

dieNiveaulinie N
(f ) =
def

�

(x; y) 2 R 2

�� f (x; y) = 
g

definieren; sie muß natürlich keine
”
Linie“ sein, sondern kann auch nur

aus einigen Punkten bestehen, leer sein oder – im Falle einerkonstanten
Funktion – f̈ur einen bestimmten Wert
 aus dem gesamten Definitions-
bereichD bestehen.

Im Falle des obigen Beispiels etwa istN
(f ) für 
 > 2 und f̈ur 
 < p

2
die leere Menge; f̈ur 
 = 2 besteht sie nur aus dem Nullpunkt, und für
 =

p

2 aus den vier Punkten (0;�1) und (�1; 0). Für

p

2 < 
 < 2
erhalten wir die in der n̈achsten Abbildung f̈ur 
 = 1,5 bis
 = 2 in
Schritten von 0,05 dargestellten Kreislinienp

4� x2 � y2 = 
 oder x2 + y2 = 4� 
2 ,

eingeschr̈ankt naẗurlich auf das Einheitsquadrat als dem Definitionsbe-
reich vonf . Die Darstellung von Niveaulinien kann auch kombiniert
werden mit der des Graphen.
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Niveaulinien der Funktion f (x; y) =

p
4� x2 � y2

Für Funktionen von mehr als zwei Veränderlichen ist die Visualisierung
naturgem̈aß schwieriger; wir k̈onnen Graphen und auch Niveaulinien,
-flächenusw. zwar problemlos definieren, aber nicht mehr zeichnen
– es sei denn, es handelt sich um sehr einfache Niveauflächen imR 3.
Bei Funktionen mit Werten in einem mehrdimensionalen Raum kommt
hinzu, daß die Niveaumengen dann nicht mehr nur von einem, sondern
von mehreren Parametern abhängen.

Eine weitere M̈oglichkeit besteht darin, auf einem zwei- oder dreidi-
mensionalen Graphen durch Farbe, Texturusw.weitere Dimensionen
darzustellen; allgemein bekannt ist die Kodierung der Höhe durch von
Grün nach Braun laufende Farben in Atlanten oder auch die Darstellung
der Temperatur durch Farbverläufe von Blaüuber Rot nach Weiß,usw.

Wollen wir beispielsweise für 0� x � 3� und 0� y � 2� jene Funkti-
on vonR 2 nachR 2 veranschaulichen, die einem Punkt (x; y) die beiden
Wertef (x; y) = sin(x+y) cos(x�y) undg(x; y) = cos(x+y) sin(x�y)
zuordnet, so k̈onnen wir den Graphen vonf zeichnen und darauf nach ei-
nem Farbschema die Funktiong kodieren. Da diese nur Werte zwischen�1 und 1 annimmt, m̈ussen wir dazu einfach ein Funktion festlegen, die
jeder dieser Zahlen eine Farbe zuordnet; der entsprechendeFarbverlauf
ist unter dem Bild abgedruckt. Wenn man genau hinschaut, gewinnt
man so einen recht guten Eindruck vom relativen Verlauf der beiden
Funktionen.
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Grunds̈atzlich kann man mit Farben auch mehr als eine Dimension
darstellen: Da wir drei Arten von Sehzäpfchen haben, k̈onnten wir
theoretisch bis zu drei Dimensionen darstellen. Tatsächlich sind je-
doch nur die wenigsten Menschen in der Lage, einer Farbe deren
Rot- Gr̈un- und Blauwerte anzusehen, so daß die Darstellung von drei
Dimensionen durch Farbwerte selten nützlich ist. Zwei Dimensionen
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sind aber durchaus realistisch, vor allem,
wenn wir die eine Dimension auf die Hel-
ligkeit abbilden und die andere auf einen
der beiden Farbwerte in einem Luminanz/
Chromanz-Modell wie etwa dem fürs jpeg-
Format verwendeten YCbCr-Modell. Beim
Quadrat unten etwa sind diex-Werte durch
die Helligkeit kodiert und diey-Werte durch
die Chromanz f̈ur Rot.

Als letzte Alternative seien noch Stern- oder Netzdiagramme erẅahnt:
Hier geht es darum, einzelne Punkte in einem höherdimensionalen
Raum zu veranschaulichen, z.B. den Vektor der Klausurnoteneines Stu-
denten oder Kompetenzeinschätzungen f̈ur Politiker. Um einen Punkt
(x1; : : : ; xn) 2 Rn darzustellen, zeichnet mann vom Nullpunkt aus-
gehende Strahlen imR 2, markiert auf demi-ten dieser Strahlen den
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Punktxi, und verbindet die so markierten Punkte zu einemn-Eck. Da-
mit dies übersichtlich bleibt, sollten hier nicht wesentlich gr̈oßer als
zehn sein und auch die Anzahl der in einem Bild darstellbarenPunkte
sollte definitiv einstellig sein.
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Die Punkte (3; 1; 4; 1; 5; 9; 2; 6; 5) und 2; 7; 1; 8; 2; 8; 1; 8; 2) aus R9

Ein eigenes Forschungsgebiet der Mathematik und Informatik, die Vi-
sualisierung, beschäftigt sich mit diesen und weiteren Methoden, die
für eine vorgegebene Fragestellung interessanten Aspekte einer (ana-
lytisch oder empirisch gegebenen) Funktion mehrerer Veränderlichen
graphisch herauszuarbeiten; für uns sollen aber zumindest vorerst Gra-
phen und Niveaumengen genügen.

b) Normierte Vektorräume

Bei der Definition von Konvergenz und Stetigkeit im Eindimensionalen
spielte die Betragsfunktion eine große Rolle; die in diesemAbschnitt
eingef̈uhrten Normen sollen diese Funktion aufs Höherdimensionale
verallgemeinern.

Genau wie die klassische Betragsfunktion jeder reellen (oder komple-
xen) Zahl eine nichtnegative reelle Zahl zuordnet, soll eine Norm jedem
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Punkt desRn (oderC n ) eine nichtnegative reelle Zahl zuordnen. Wenn
wir den Punktx = (x1; : : : ; xn) 2 Rn mit dem Vektor mit denselben
Komponenten identifizieren, können wir beispielsweise dessen Längephx; xi =

qx2
1 + � � � + x2n

nehmen, was oft in der Tat die natürlichste Wahl ist. Andererseits ist das
Rechnen mit dieser L̈ange wegen der Wurzelfunktion gelegentlich recht
unangenehm; deshalb wollen wir auch Alternativen betrachten.

Obwohl wir uns in diesem Semester praktisch nur für Rn interessieren,
möchte ich zumindest die Definition für einen beliebigen reellen oder
komplexen Vektorraum angeben:

Definition: Ein normierter Vektorraum ist einR - oderC -VektorraumV

zusammen mit einer Abbildungk � k :V ! R mit den Eigenschaften
a) k�vk = j�j kvk für alle� 2 R bzw.C undv 2 V

b) kvk � 0 für allev 2 V , undk~vk = 0 genau dann, wennv = 0
c) kv +wk � kvk + kwk .(Dreiecksungleichung)

Die Zahlkvk wird alsNormdes Vektorsv 2 V bezeichnet.

Im Falle V = R oder auchV = C ist klar, daßkvk = jvj alle drei
Forderungen erfüllt; der Begriff der Norm verallgemeinert also in der
Tat den des Betrags.

Ist h�; �i ein Skalarprodukt auf dem reellen VektorraumV , kann durchkvk =
def

phv; vi

eine Norm aufV definiert werden: Abgesehen vonc) sind alle Forde-
rungen aus der obigen Definition klar; zum Beweis vonc) müssen wir
beachten, daß wegen der Bilinearität eines Skalarprodukts giltkv +wk2 = hv +w; v +wi = kvk2 + kwk2 + 2hv; wi und

(kvk + kwk)2 = kvk2 + kwk2 + 2kvk kwk ,

so daß die Behauptung im Fallehv; wi � 0 sofort aus der CAUCHY-
SCHWARZschen Ungleichung folgt und für hv; wi < 0 aus der Nichtne-
gativität der Norm.
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Ausgehend vom Standardskalarprodukthv; wi = h(v1; : : : ; vn); (w1; : : : ; wn)i =

def

v1w1 + � � � + vnwn
aufRn erhalten wir so die EUKLID ische Normkvk = k(v1; : : : ; vn)k =

qv2
1 + � � � + v2n ,

mit der wir in dieser Vorlesung ḧaufig arbeiten werden.

Der Hauptgrund dafür, daß wir auch noch andere Normen betrachten,
liegt in der Unhandlichkeit des Umgangs mit der Wurzel. Die zweite für
uns wichtige Norm aufRn , dieMaximumsnorm,vermeidet dies. Sie ist
definiert alskvk1 = k(v1; : : : ; vn)k1 =

def
maxfjv1j ; : : : ; jvnjg .

Bedingunga) ist erfüllt, da j�vij = j�j � jvij für alle i, und auch mitb)
gibt es keine Probleme. Für c) betrachten wir zwei Punktev = (v1; : : : ; vn) und w = (w1; : : : ; wn)

ausRn . Die Maximumsnorm der Summev +w = (v1 +w1; : : : ; vn +wn)

ist nach Definition der gr̈oßte Wert eines Betragsjvi +wij; dieser werde
etwa f̈ur den Indexj angenommen, d.h.kv +wk1 =

��vj +wj��.
Die Normkvk1 vonv ist der gr̈oßte Betrag einesvi und damit minde-
stens gleich

��vj��; genauso istkwk1 � ��wj��. Also istkv +wk1 =

��vj +wj�� � ��vj�� +

��wj�� � kvk1 + kwk1 ,

wie verlangt.

Damit ist auch die Maximumsnorm tatsächlich eine Norm. Sie kann
allerdings nichẗuber ein Skalarprodukt aufRn definiert werden: G̈abe
es n̈amlich ein Skalarprodukth�; �i, für daskvk1 =

phv; vi wäre; so
wäre etwa imR 2 insbesondere��

1
0

�;�1
0

��

=





�1
0

�



21= 1 und

��

0
1

�;�0
1

��

=





�0
1

�



21= 1 ,

also

1 =





�1
1

�



21 =

��

1
0

�

+

�

0
1

�;�1
0

�

+

�

0
1

��

= 1+1+2

��

1
0

�;�0
1

��
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und somit

��

1
0

�;�0
1

��

= �1
2

und

��

2
0

�;�0
1

��

= �1. Mithin wäre

4 =





�2
1

�



21 =

��

2
0

�

+

�

0
1

�;�2
0

�

+

�

0
1

��

= 4 + 1� 2 = 3 ,

ein offensichtlicher Widerspruch.

Maximumsnormen lassen sich nicht nur für Rn (und analogC n ) defi-
nieren, sondern auch für Funktionenr̈aume: Wie wir aus Kapitel 2,x5
wissen, nimmt eine stetige Funktionf :D ! R auf einem Definitions-
bereich, der dasabgeschlosseneIntervall [a; b] entḧalt, ihr Maximum
wirklich an, d.h die Abbildungk � k1 : C0

�

[a; b]; R� ! R ; f 7! maxx2[a; b]

jf (x)j

ist wohldefiniert. Sie hat auch die Eigenschaftena)bisc): a)undb)sind,
wie in den meisten F̈allen, trivial, und sindf; g 2 C0

�

[a; b]; R� zwei
Funktionen, so ist auch deren Summef +g stetig. Wenn sie ihr Betrags-
maximum im Punktx� 2 [a; b] annimmt, haben wir die Abschätzungkf + gk1 = j(f + g)(x�)j = jf (x�) + g(x�)j � jf (x�)j + jg(x�)j� maxx2[a; b]

jf (x)j + maxx2[a; b]

jg(x)j = kfk1 + kgk1 .

Maximumsnormen spielen unter anderem in der Numerik eine wichtige
Rolle, denn sie liefern Fehlerschranken für numerische Rechnungen:

Führen wir beispielsweise auf dem VektorraumRn�m aller n � m-
Matrizen die Maximumsnorm ein, so setzen wir natürlichkAk1 =

n

maxi=1

m

maxj=1

��aij�� .

Betrachten wir auchRm undRn mit der Maximumsnorm, so erhalten
wir f ür einen Vektorv 2 Rm und dessen Produktb = Av mit einern�m-Matrix A die Abscḧatzungkbk1 � m kAk1 � kvk1 ,

denn nach der Multiplikationsregel für Matrizen istbi =

mXj=1
aijvj und
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damit jbij � mXj=1

��aij�� � ��vj�� mXj=1

kAk1 � kvk1 = m kAk1 kvk1 .

Wird also der Vektorv durch einen Fehlervektor� gesẗort, so istA(v + �) = Av +A� = b +A�
mit einem Fehler behaftet, dessen Komponentenmit Sicherheitkleiner
sind alsm kAk1 � k�k1. Entsprechend̈andert sich bei einem eindeutig
lösbaren linearen GleichungssystemAx = b die Lösungx = A�1b

höchstensum n kA�1k1 � k�k1, wenn die rechte Seite durch einen
Vektor � gesẗort wird. (Tats̈achlich wird diese Schranke in den meisten
Fällen viel zu pessimistisch sein, aber realistische Schranken sind in
der Numerik oft – wenn̈uberhaupt – nur mit sehr großem Aufwand zu
finden.)

Wir haben Normen eingeführt als Verallgemeinerungen der Betrags-
funktion, um damit auch Begriffe wie Konvergenz und Stetigkeit aufs
Mehrdimensionale züubertragen. Im Falle der Konvergenz führt dies
zur

Definition:
�V; k � k� sei ein normierterR -Vektorraum. Eine Folgev1; v2; : : : von Vektoren ausV konvergiert gegen den Vektorv 2 V ,

wenn es zu jedem" > 0 eine naẗurliche ZahlN 2 N gibt, so daßkv � vnk < " für allen � N .

Da es bei der Konvergenz nur darum geht, daß die Folgenglieder dem
Grenzwert beliebig nahe kommen, ist klar, daß sich an der Konvergenz
einer Folge nichts̈andert, wenn wir die verwendete Norm durch ein
positives Vielfaches ersetzen. Allgemeiner definieren wir

Definition: Zwei Normenk � k1 und k � k2 auf einen VektorraumV

heißen̈aquivalent, wenn es reelle Konstanten
1; 
2 > 0 gibt, so daß
1 kvk1 � kvk2 � 
2 kvk1 .

Offensichtlich ist dann auch
1
2

kvk2 � kvk1 � 1
1

kvk2 ,
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die Äquivalenz ist also, wie es sein muß, symmetrisch.

Beispielsweise sind auf jedemRn die EUKLID ische Normk � k und die
Maximumsnormk � k1 äquivalent, dennkvk =

qv2
1 + � � � + v2n �qn kvk21 =

pn kvk1

und kvk1 =

qkvk21 �qv2
1 + � � � + v2n = kvk ,

d.h. kvk1 � kvk � pn kvk1 .

Anschaulich bedeutet dies, daß jeder Würfel in eine Kugel eingebettet
werden kann und umgekehrt, denn�x 2 Rn �� kxk1 � a	

ist ein Würfel mit Kantenl̈ange 2aund�x 2 Rn �� kxk � r	

eine Kugel mit Radiusr.
Für den Nachweis der Konvergenz einer Folge kann mal die eine,mal
die andere dieser Normen besser geeignet sein. Zum Glück haben wir
die freie Auswahl:

Lemma: k � k1 undk � k2 seien zweïaquivalente Normen auf dem Vek-
torraumV . Eine Folge (vn)n2N von Vektoren ausV konvergiert genau
dann bez̈uglich k � k1 gegenv 2 V , wenn sie bez̈uglich k � k2 gegenv

konvergiert.

Beweis:Da die Normen̈aquivalent sind, gibt es positive reelle Zahlen
1; 
2, so daß
1 kvk1 � kvk2 � 
2 kvk1 ist für alle v 2 V . Falls die
Folge (vn)n2N bez̈uglichk � k1 gegenv 2 V konvergiert, gibt es zu jedem" > 0 einN 2 N , so daßkv � vnk1 < " ist für allen � N . Also gibt
es bei vorgegebenem" > 0 auch einM 2 N , so daßkv � vnk1 < "=
2
für allen �M . Für n �M ist dannkv � vnk2 � 
2 kv � vnk1 � 
2

"
2
= " ,

die Folge konvergiert also auch bezüglichk � k2 gegenv.
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Dakvk1 � kvk2 =
1 ist für allev 2 V , folgt ganz entsprechend, daß jede
bez̈uglichk � k2 konvergente Folge auch bezüglichk � k1 gegen denselben
Grenzwert konvergiert.

Man kann zeigen, daß inRn alle Normenäquivalent sind, so daß es
dort also nur einen Konvergenzbegriff gibt. Wir werden inRn praktisch
immer mit der EUKLID ischen Norm oder der Maximumsnorm arbeiten,
derenÄquivalenz wir gezeigt haben; daher können wir immer, wenn von
Konvergenz die Rede ist, frei ẅahlen, mit welcher der beiden Normen
wir arbeiten m̈ochten. Je nach Anwendung kann

b) Stetigkeit

Stetigkeit bedeutet anschaulich, daß kleineÄnderungen der Argumen-
te einer Funktion auch nur zu kleinen̈Anderungen der Funktionswer-
te führen. Um Spielraum für die Variation der Argumente zu haben,
definierten wir Stetigkeit f̈ur Funktionen einer Veränderlichen nur f̈ur
Funktionen, die auf offenen Intervallen definiert sind. Im Falle mehre-
rer Ver̈anderlicher wollen wir̈ahnlich vorgehen; wir brauchen daher als
erstes eine mehrdimensionale Entsprechung für offene Intervalle.

Die für uns wesentliche Eigenschaft eines offenen Intervalls (a; b) war,
daß es dort f̈ur jeden Punktx 2 (a; b) sowohl links als auch rechts vonx

weitere Punkte aus dem Intervall gibt: Ist" das Minimum der beiden
(positiven) Wertex � a undb � x, so liegt das Intervall (x � "; x + ")
ganz in (a; b); wir können uns also sowohl nach links als auch nach
rechts um einen beliebigen Betrag kleiner" bewegen, ohne das Intervall
zu verlassen.

Im R 2 und erst recht in ḧoherdimensionalen R̈aumen k̈onnen wir uns
nicht nur nach links und rechts bewegen, sondern in unendlich viele
Richtungen; wir wollen verlangen, daß es wieder eine positive Zahl"

gibt, so daß wir uns in jeder Richtung um jeden Betrag echt kleiner "

bewegen k̈onnen ohne die Menge zu verlassen. Im Zweidimensionalen
bedeutet dies, wenn wir mit der EUKLID ischen Norm arbeiten, daß es zu
jedem Punktx eine Kreisscheibe um diesen Punkt geben soll, die ganz in
der Menge drin liegt; in ḧoheren Dimensionen haben wir entsprechend
Kugeln und deren ḧoherdimensionale Verallgemeinerungen.
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Definition: Eine TeilmengeM � V eines normierten VektorraumsV

mit Normk � kheißtoffen,wenn es zu jedem Punktx 2M ein" > 0 gibt,
so daß jedesy 2 V mit ky � xk < " inM liegt.M heißtabgeschlossen,,
wenn die KomplementärmengeV nM offen ist.

Wir können dies auch anders formulieren, indem wir zunächst f̈ur eine
beliebige TeilmengeM � V und einen beliebigen Punktx 2 V dessen
Lage in Bezug aufM klassifizieren:

Definition: a) Ein Punktx 2 V heißt innerer Punktder TeilmengeM � V , wenn es ein" > 0 gibt, so daß alley 2 V mit kx� yk < "

in M liegen.
b) x heißt äußerer PunktvonM , wenn es ein" > 0 gibt, so daß alley 2 V mit kx� yk < " nicht in M liegen.
c) x heißt Randpunktvon M , wenn es f̈ur jedes" > 0 einen Punkty 2 M gibt mit kx� yk < " sowie einen Punktz 2 V nM , so daßkx� zk < ".

z

y

x

x ist innerer, y äußerer Punkt und z Randpunkt der blau umrandeten Menge

Ein innerer Punktx vonM muß also insbesondere in der MengeM drin
liegen, ẅahrend ein̈außerer Punkt vonM nicht in M liegen darf. In
beiden F̈allen m̈ussen auch noch alle hinreichend nahe beix liegenden
Punkte dieselbe Eigenschaft haben.

Ein Randpunkt muß nicht in der Menge liegen, kann es aber. Wichtig
ist, daß es beliebig nahe vonx sowohl Punkte gibt, die in der Menge
liegen, als auch solche, die dies nicht tun.

Wenn wir im Rn mit der EUKLID ischen Norm arbeiten, ist ein Punktx 2M genau dann ein innerer Punkt vonM , wenn es eine Kreisscheibe
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bzw.n-dimensionale Kugel umx gibt, die ganz inM liegt; ein Punktx ausRn n M ist genau dann̈außerer Punkt, wenn auch noch eine
Kreisscheibebzw.n-dimensionale Kugel umx ganz außerhalb vonM
liegt. Von einem Randpunkt schließlich verlangen wir, daß jede noch
so kleine Kreisscheibebzw.n-dimensionale Kugel umx sowohl Punkte
ausM entḧalt als auch solche, die nicht inM liegen.

Wenn wir stattdessen mit der Maximumsnorm arbeiten, gilt fast das-
selbe; nur haben wir jetzt an Stelle der Kreisscheiben Quadrate und
an Stelle vonn-dimensionalen Kugelnn-dimensionale Ẅurfel. Die in-
neren,äußeren und Randpunkte sind offensichtlich bezüglich beider
Normen dieselben, und wie oben im Falle der Konvergenz zeigtman
leicht

Lemma: Sind k � k1 und k � k2 äquivalente Normen auf dem Vektor-
raumV , so ist ein Punktx 2 V genau dann innerer,äußererbzw.Rand-
punkt der TeilmengeM � V bez̈uglichk � k1, wenn er diese Eigenschaft
bez̈uglichk � k2 hat.

Ebenfalls ziemlich klar ist

Lemma: a) Eine TeilmengeM � V eines normierten VektorraumsV

ist genau dann offen, wenn jeder Punktx 2M ein innerer Punkt ist.
b)M ist genau dann abgeschlossen, wenn jeder Randpunkt vonM inM

liegt.

Beweis: a)folgt sofort aus dem Vergleich der Definition offener Mengen
und innerer Punkte. F̈ur b) betrachten wir zun̈achst eine abgeschlossene
TeilmengeM � V und einen Randpunktx vonM . Lägex nicht inM ,
müßtex in V nM liegen. DaV nM eine offene Menge ist, gäbe es also
ein " > 0, so daß auch alley 2 V mit kx� yk < " in V nM liegen
müßten. Dies widerspricht aber der Definition eines Randpunkt, für den
es mindestens einy 2M geben muß mitkx� yk < ".
Ist umgekehrtM � V eine Menge, die jeden ihrer Randpunkte enthält,
ist keiner der Punktex 2 V nM Randpunkt vonM , es gibt also zu jedemx 2 V nM ein " > 0, so daß entweder alley 2 V mit kx� yk < "

in M liegen oder aber alle solchey in V nM liegen. Ersteres ist nicht
möglich, dax selbst nicht inM liegt, obwohlkx� xk = 0 < " ist;
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daher m̈ussen alle diesey in V nM liegen, so daßV nM eine offene
Menge ist. Damit istM selbst abgeschlossen, wie behauptet.

Nach diesen Vorbereitungen können wir nun stetige Funktionen definie-
ren:

Definition: a) Eine Abbildungf :D ! W von der offenen TeilmengeD � V eines normierten Vektorraums

�V; k � k1

�

in einen normierten
Vektorraum

�W; k � k2

�

heißtstetigin x 2 D, wenn es f̈ur jedes" > 0
ein Æ > 0 gibt, so daß f̈ur alle y 2 D gilt: Ist kx� yk1 < Æ, so istkf (x)� f (y)k2 < ".
b) f heißtstetig,wennf in jedem Punktx 2 D stetig ist.

Auch hierüberzeugt man sich leicht, daß sich nichtsändert, wenn wirk � k1 und/oderk � k2 durch einëaquivalente Norm ersetzen.

Konkret für eine Funktion vonn reellen Variablen mit Werten inR

besagt diese Definition, ausgedrückt für die Maximumsnorm

Definition: Eine Funktionf :D ! R auf einer offenen TeilmengeD

desRn heißtstetigim Punktx = (x1; : : : ; xn) 2 D, wenn es zu jedem" > 0 einÆ > 0 gibt, so daß f̈ur jeden Punkty = (y1; : : : ; yn) 2 D gilt:
Fallsjyi � xij < Æ ist für allei, dann istjf (y)� f (x)j < ".
Im Eindimensionalen kann man der graphischen Darstellung einer Funk-
tion leicht ansehen, ob sie stetig ist oder nicht; wir wollenschauen, wie
dies im Mehrdimensionalen aussieht.

Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf Funktionen zweier
Veränderlicher, z.B. die Funktion

f :

8><>: R 2 ! R

(x; y) 7! 8<: 2xy2x2 + y4
falls (x; y) 6= (0; 0)

0 falls (x; y) = (0; 0)

.

Wir sollten erwarten (und werden auch gleich sehen), daß diese Funktion
aufR 2 n f(0; 0)g stetig ist, denn dort ist sie nurüber Grundrechenarten
definiert, wobei Division durch Null ausgeschlossen ist, dax2 + y4 nur
im Nullpunkt verschwindet. Bleibt also der Punkt (0; 0) zu untersuchen.
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Die Abbildung unten zeigt den Graphen vonf in einer kleinen Umge-
bung des Nullpunkts. Sie zeigt zwar einen relativ steilen Sprung entlang
der Geradenx = 0, aber nur f̈ur die etwas weiter vom Nullpunkt ent-
ferntenx-Werte; beiy = 0 sieht alles harmlos und ziemlich eben aus.
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Ist diese Funktion stetig?

Nun ist der abgebildete Graph natürlich von einem Computer anhand
von nur endlich vielen Stützpunkten konstruiert; um wirklich zu ent-
scheiden, obf im Nullpunkt stetig ist, k̈onnen wir uns nicht auf diese
Approximation verlassen, sondern müssen die Funktion etwas genauer
untersuchen.

Da wir uns im Eindimensionalen recht gut auskennen, können wir bei-
spielsweise die Einschränkungen vonf auf die verschiedenen Geraden
durch den Nullpunkt betrachten. Abgesehen von dery-Achse haben
diese alle die Formy = ax mit a 2 R , undf (x; ax) =

2x � (ax)2x2 + (ax)4
=

2a2x3x2(1 +a4x2)
=

2a2x

1 +a4x2

für x 6= 0. Für x ! 0 geht beim rechtsstehenden Ausdruck der Zähler
gegen Null und der Nenner gegen eins; der Grenzwert existiert also und
ist gleichf (0; 0) = 0, d.h. die Einschränkung vonf ist stetig auf der
Geradeny = ax.

Auf der y-Achse verschwindetf für jeden Wert vonx, ist also eben-
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falls stetig, d.h. die Einschränkung vonf auf jede Gerade durch den
Nullpunkt ist stetig.

Betrachten wir zur Vorsicht auch noch die Einschränkung vonf auf die
Parabelx = ay2 ! Dort istf (ay2; y) =

2ay2 � y2a2y4 + y4
=

2ay4

(1 +a2)y4
=

2a

1 +a2

für alle y 6= 0, wohingegenf (0; 0) = 0 ist. F̈ur a 6= 0 ist die Ein-
schr̈ankung vonf auf diese Parabel also nicht stetig, und damit kann
auchf nicht stetig sein: Setzen wira = 1, so ist 2a=(1 + a2) = 1,
die Funktion nimmt also beliebig nahe beim Nullpunkt den Wert eins
an. Formal k̈onnen wir die Unstetigkeit bezüglich der Maximumsnorm
folgendermaßen beweisen:

Wennf im Nullpunkt stetig ẅare, g̈abe es zu jedem" > 0, insbesondere
also zu" = 1

2, ein Æ > 0, so daß f̈ur alle Punkte (x; y) mit k(x; y)k1 =
maxfjxj ; jyjg < Æ der Betrag vonf (x; y) kleiner als" wäre. F̈ur eine
reelle Zahly mit jyj < Æ und jyj < 1 ist aber

��y2

�� < jyj < Æ, also

(y2; y)



1 < Æ, und trotzdem hatf (y2; y) =
2y2 � y2y4 + y4

= 1

einen Betrag gr̈oßer als" = 1
2.

Dem Graphen konnten wir das nicht ansehen, was bei nähererÜber-
legung eigentlich auch nicht verwundert: Der Graph wurde von einem
Computer gezeichnet, und der kann natürlich nur eine endliche Auswahlx1; : : : ; xn bzw.y1; : : : ; ym von Werten ber̈ucksichtigen. Dazu berech-
net er die Funktionswertef (xi; yj) und verbindet dann die Punkte zu
gleichemxi bzw.gleichemyj durch Kurven. Entlang dieser Kurven istf aber, wie wir gesehen haben, stetig.

Anders sieht es aus, wenn wir stattdessen die Niveaulinien von f be-
trachten: Zusammen mit den Koordinatenachsenüberdecken die Para-
belnx = ay2 mit a 2 R n f0g den gesamtenR 2, die NiveaulinieN0(f )
von f besteht also aus den beiden Koordinatenachsen, während die an-
deren Niveaulinien aus Parabelnx = ay2 jeweils ohne den Nullpunkt
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bestehen; siehe Abbildung. Da die Gleichung

2a

1 +a2
= 


für 
 6= 0 die beiden L̈osungena =
1�p

1� 
2

hat, besteht jede Niveaulinie für 0< j
j < 1 aus zwei dieser Parabeln,
für j
j = 1 aus einer, und für j
j > 1 istN
(f ) = ;.
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Die Niveaulinien illustrieren die Unstetigkeit im Nullpunkt

Dies zeigt auch anschaulich, daßf im Nullpunkt unstetig ist, denn alle
Niveaulinien kommen dem Nullpunkt beliebig nahe, obwohl dieser nur
aufN0(f ) liegt. Daran sehen wir̈ubrigens auch, daß der oben abgebil-
dete Graph falsch ist: In jeder Umgebung von (0; 0) wird jeder Wert


zwischen�1 und 1 angenommen, der Abschluß des Graphen enthält al-
so die Strecke [�1; 1] auf derz-Achse. Wegen der oben beschriebenen
Vorgehensweise von Maple (und auch fast aller anderer Computergra-
phikprogramme) ist das aber in der Abbildung nicht zu sehen.

Bei Funktionen, in deren Definition Fallunterscheidungen eingehen, ist
also gr̈oßere Vorsicht geboten als im Eindimensionalen; bei in der Pra-
xis auftretenden Funktionen wird es allerdings wohl meist so sein, daß
die Unstetigkeitsstellen genau dort auftreten, wo man Sprünge definiert
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hat. Schwierig wird es nur, wenn man wie im obigen Beispiel inei-
nem Punkt eine Situation der Art

”
0=0“ hat und entscheiden muß, ob

man stetig erg̈anzen kann: Hier hilft im Mehrdimensionalen keineDE

L’HOSPITALsche Regel, es hilft auch nicht, die Annäherung der Funkti-
on an den problematischen Punkt aus allen Richtungen zu untersuchen,
sondern man muß wirklich auf die Definition der Stetigkeit zurückgehen.

Zum Glück sind Funktionen wie die obige allerdings nicht der Regelfall,
mit dem wir es in Anwendungen zu tun haben; für die meisten g̈angigen
Funktionen ist wie im Eindimensionalen ziemlich klar, daß sie stetig
sind.

Beginnen wir mit linearen Funktionen! Da ein konstanter Summand
an der Form des Graphen nichtändert, wollen dabei im Gegensatz zur
Linearen Algebra auch inhomogene Funktionen betrachten:

Lemma: Jede lineare Funktion

f :

8>><>>:
Rn ! Rx = (x1; : : : ; xn) 7! nXj=1

ajxj + b

ist stetig.

Beweis:x = (x1; : : : ; xn) sei ein fester Punkt ausRn und" > 0 sei eine
positive reelle Zahl. F̈ur einen weiteren Punktu = (u1; : : : ; un) 2 Rn

ist dannjf (u)� f (x)j =

������ nXj=1

aj(uj � xj)������ � nXj=1

��aj�� � ��uj � xj��

� nXj=1

��aj�� � ku� xk1 .

Falls alleaj verschwinden, ist dies gleich Null, also insbesondere kleiner
als"; andernfalls ist es kleiner als", fallsku� xk1 < Æ =

"nXj=1

��aj�� .
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In beiden F̈allen folgt, daßf stetig im Punktx ist und damit stetig auf
ganzRn , dennx 2 Rn war ein beliebiger Punkte.

Damit haben wir zwar nur lineare Funktionen mit Werten inR , aber
das reicht: Eine Funktionf :D ! Rm ordnet jedesx 2 D einen
Punkt f (x) 2 Rm zu, und dieser ist gegeben durchm reelle Zah-
len f1(x); : : : ; fm(x). Bezeichnen wir die so definierten Funktionenfi:D ! R als dieKomponentenvonf , so gilt:

Lemma: Eine Funktionf :D ! Rm auf einer offenen TeilmengeD � Rn ist genau dann stetig in einem Punktx 2 D, wenn jede
ihrer Komponentenfi:D ! R stetig inx ist.

Beweis:Wir arbeiten mit den Maximumsnormen aufRn undRm . Fallsf in x 2 D stetig ist, gibt es zu jedem" > 0 einÆ > 0, so daßkf (u)� f (x)k1 = max
�jfi(u)� fi(x)j �� i = 1; : : : ; n	 < "

falls ku� xk1 < Æ. In diesen Fall ist erst rechtjfi(u)� fi(x)j < " für
alle i, also sind allefi stetig inx.

Umgekehrt seien allefi stetig inx. Dann gibt es f̈ur alle" > 0 positive
reelle ZahlenÆ1; : : : ; Æn > 0, so daßjfi(u)� fi(x)j < " falls ku� xk1 < Æi .

BezeichnetÆ die kleinste unter denn ZahlenÆi, ist daherkf (u)� f (x)k1 = max

�jfi(u)� fi(x)j �� i = 1; : : : ; n	 < "

falls ku� xk1 < Æ. Somit ist auchf stetig inx.

Da jede Komponente einer linearen Funktion linear ist, folgt daraus
sofort

Lemma: Jede lineare Funktionf :

( Rn ! Rmx = (x1; : : : ; xn) 7! �f1(x); : : : ; fm(x)

�

mit fi(x) =

nXj=1

aijxj + bi ist stetig.
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Die folgende Charakterisierung stetiger Funktionen ist gelegentlich ein-
facher anzuwenden als die Definition:

Lemma: Eine Funktionf :D ! Rm ist genau dann stetig auf der
offenen MengeD � Rn , wenn f̈ur jede offene MengeU � Rm auch
deren Urbildf�1(U ) =

�x 2 D �� f (x) 2 U	 offen ist.

Beweis:Sei zun̈achstf stetig aufD undU � Rm eine offene Menge.
Wir müssen zeigen, daßf�1(U ) eine offene Menge ist, daß also jeder
Punktx 2 D mit f (x) 2 U ein innerer Punkt vonf�1(U ) ist.

Wir betrachten einen festen solchen Punktx und sein Bildf (x) 2 U .
Wegen der Offenheit vonU gibt es dann ein" > 0, so daß alley 2 Rm

mit ky � f (x)k < " inU liegen. Zu diesem"wiederum gibt es wegen der
Stetigkeit vonf inx in Æ > 0, so daß f̈ur alleu 2 Dmit kx� uk < Æ gilt:kf (x)� f (u)k < ". Somit liegtf (u) in U undu selbst liegt inf�1(U ).
Somit liegen alleu 2 Dmit kx� uk < Æ in f�1(U ), so daßxein innerer
Punkt vonf�1(U ) ist. Da x beliebig war, folgt daraus die Offenheit
vonf�1(U ).

Umgekehrt habef die Eigenschaft, daß das Urbild einer jeden offenen
Menge wieder offen ist. Wir m̈ussen zeigen, daßf in jedem Punktx 2 D

stetig ist.

Dazu sei" > 0 eine beliebige positive Zahl undU =

�y 2 Rm �� kf (x)� yk < "	 .

Dies ist eine offene Menge, also ist nach Voraussetzung auchihr Urbildf�1(U ) offen. Dax in diesem Urbild liegt, istx ein innerer Punkt; es
gibt also einÆ > 0, so daß alleu 2 Rn mit ku� xk < Æ in f�1(U )
liegen. Somit liegt f̈ur jedes solcheU der Bildpunktf (u) in U , d.h.kf (x)� f (u)k < ". Dies zeigt die Stetigkeit vonf in x.

Lemma: f :D ! Rm undg:E ! R p seien stetige Funktionen auf den
offenen TeilmengenD � Rn undE � Rm , undf (D) liege inE. Dann
ist auch die Hintereinanderausführungh = g Æ f :

(D ! R px 7! g�f (x)

�
stetig.
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Beweis:Dies folgt am einfachsten aus dem vorigen Lemma: IstU � R p
eine offene Menge, so ist wegen der Stetigkeit vong auchg�1(U ) � Rm
offen, also, wegen der Stetigkeit vonf , auchf�1

�g�1(U )

�
. Das ist aber

gerade das Urbild vonU unter der zusammengesetzten Abbildungg Æf .

Lemma: a) Die Funktionf : R 2 ! R mit f (x; y) = x� y ist stetig.
b) Die Funktiong: R 2 ! R mit g(x; y) = xy ist stetig.
c) Die Funktionh: R � �R n f0g�! R mit h(x; y) = x=y ist stetig.

Beweis: a)ist klar, da es sich hier um lineare Funktionen handelt, und
deren Stetigkeit haben wir bereits allgemein bewiesen.

Der Beweis vonb) beruht im wesentlichen auf demselben Trick, mit
dem wir in Kapitel 2 bewiesen haben, daß für zwei konvergente Folgen
die Produktfolge gegen das Produkt aus deren Grenzwerten konvergiert.
Wie dort m̈ussen wir die F̈alle, daß einer oder gar beide Faktoren ver-
schwinden, gesondert behandelt.

Sei also zun̈achst (x; y) = (0; 0) und" > 0. Dann ist auchÆ =

p" > 0
und für alle Punkte (u; v) 2 R 2 mit k(u; v)k1 < Æ sind juj und jvj

kleiner alsÆ, also istjuv � xyj = juvj = juj � jvj < Æ2 = " .

Damit ist die Stetigkeit im Punkt (0; 0) gezeigt.

Nun seix 6= 0, abery = 0. Für (u; v) 2 R 2 ist dannjuv � xyj = juv � 0j = ju(v � y)j = juj � jv � yj .

Wir müssen zu einem vorgegebenen" > 0 einÆ > 0 finden, so daß dies
kleiner ist als" fallsk(x; y)� (u; v)k1 = maxfjx� uj ; jy � vjg = maxfjx� uj ; jvjg < Æ .

Wählen wirÆ � 1
2 jxj, so erf̈ullt jedesumit jx� uj < Æ die Ungleichungjuj < jxj + 1

2

jxj =
3
2

jxj .

Wählen wirÆ so, daß zus̈atzlich auch nochÆ � 2"=3 jxj ist, also bei-
spielsweise Æ = min

� jxj

2

; "

2 jxj� ,



23 Analysis II FSS 2010

so ist juv � xyj = juj � jv � yj < 3 jxj

2

� 2"

3 jxj = "

für alle (u; v) 2 R 2 mit k(x; y)� (u; v)k1 < Æ.
Bleibt noch der Fally 6= 0. Hier haben wir f̈ur einen Punkt (u; v) 2 R 2

die Abscḧatzungjuv � xyj = jv(u� x) + x(v � y)j � jvj � ju� xj + jxj � jv � yj .

Falls wir nurv 2 R mit jv � yj < 1
2 jyj betrachten, k̈onnen wirjvj durch

3
2 jyj nach oben abschätzen und erhalten die Ungleichungjuv � xyj � 3 jyj

2

� ju� xj + jxj � jv � yj .

Ist nun ein" > 0 vorgegeben, setzen wirÆ =

( 2"

3jyj falls x = 0

min

n "

3jyj ; "

2jxjo falls x 6= 0
;

dann istjuv � xyj < " für alle (u; v) 2 R 2 mit k(u; v)� (x; y)k1 < Æ.
Somit ist die Funktion stetig in jedem Punkt (x; y) 2 R 2.

Die in c) behauptete Stetigkeit der Division könnten wirähnlich bewei-
sen: schneller geht es aber, wenn wir die aus der Analysis I bekannte
Stetigkeit der FunktionR n f0g ! R mit y 7! 1=y ausnutzen. Da eine
Funktion genau dann stetig ist, wenn alle ihre Komponenten stetig sind,
ist auch die Funktion8<: R � �R n f0g�! R � �R n f0g�

(x; y) 7! �x; 1y �

stetig, nach dem vorigen Lemma also auch ihre Schachtelung mit der
Multiplikation, die Division. Damit haben wir die Stetigkeit aller Grund-
rechenarten bewiesen.

Die gerade bewiesenen Lemmata lassen sich zusammenfassen zum fol-
genden Prinzip:

Wenn eine Funktionf :D ! Rm auf einer offenen TeilmengeD � Rn
so aus Grundrechenarten und stetigen Funktionen zusammengesetzt ist,
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daß nie eine Funktion außerhalb ihrer Stetigkeitsbereichsverwendet
wird und auch Divisionen durch Null ausgeschlossen sind, dann ist f
stetig aufD.

§2: Differenzierbare Funktionen
Nachdem wir wissen, was Konvergenz und Stetigkeit im Mehrdimensio-
nalen bedeuten, können wir uns der Differenzierbarkeit zuwenden. Wir
beginnen mit einer kurzen Wiederholung des eindimensionalen Falls:

a) Funktionen einer Veränderlichen

Wir bezeichnen eine Funktionf : (a; b) ! R als differenzierbar im
Punkt x 2 (a; b), wenn sie in dessen Umgebung durch eine lineare
Funktion angen̈ahert werden kann. In Kapitel 3 hatten wir dies so for-
muliert, daß es ein
 2 R sowie eine Funktionef mit ef (0) = 0 geben
muß, so daß f̈ur kleine Werte vonh giltf (x + h) = f (x) + 
h + h ef (h) .

Da diese Formulierung mit explizit angegebener Fehlerfunktion ef bei
längeren Betrachtungen recht umständlich ist, wollen wir eine abk̈urzen-
de Sprechweise einführen, die LANDAUscheo-Notation: Wir schrei-
beno(h), sobald wirirgendeineuns nicht weiter interessierende Funk-
tion vonh haben, die f̈ur h! 0 schneller gegen Null geht alsh selbst,
d.h. '(h) = o(h) () limh!0

'(h)h = 0 .o(h) ist hier also keine Funktion, sondern steht für eine ganze Klasse
von Funktionen; beispielsweise isth2 = o(h); h5 = o(h) und h � sinh = o(h) ,

aber sinh können wir nicht also(h) schreiben, denn

limh!0

sinhh = 1 .

Entsprechend schreiben wir auch'(h) = o� (h)

�; wenn limh!0

'(h) (h)
= 0

ist.
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EDMUND GEORGHERMANN LANDAU (1877–1938) wur-
de in Berlin geboren und studierte an der dortigen Uni-
versiẗat, wo er auch von 1899 bis 1909 lehrte. Dann
bekam er einen Ruf an die damals führende deutsche
Mathematikfakulẗat in Göttingen. 1933 verlor er seinen
dortigen Lehrstuhl, denn die Studenten boykottierten
seine Vorlesungen, da sie meinten, sie könnten Mathe-
matik nur von einem Professor ihrer eigenen Rasse ler-
nen. LANDAUS zahlreiche Publikationen beschäftigen
sich vor allem mit der Zahlentheorie,über die er auch
ein bedeutendes Lehrbuch schrieb; sehr bekannt sind
seine Arbeiten̈uber die Verteilung von Primzahlen.

Mit L ANDAUS o-Notation k̈onnen wir kurz sagen, die Funktionf sei
genau dann differenzierbar inx mit Ableitungf 0(x), wennf (x + h) = f (x) + hf 0(x) + o(h)

ist, denn naẗurlich isth ef (h) = o(h), denn der Quotienth ef (h)=h = ef (h)
geht f̈ur h! 0 gegenef (0) = 0.

b) Differenzierbarkeit im Mehrdimensionalen

Um Differenzierbarkeit f̈ur Funktionen mehrerer Veränderlicher zu de-
finieren, k̈onnen wirähnlich vorgehen wie im eindimensionalen Fall.
Wir betrachten zun̈achst eine Funktionf : R 2 ! R , zum Beispielf (x; y) = sinx cosy in der Umgebung des Punktes (1; 1). Indem wir
ihren Graphen sukzessive um den Faktor fünf vergr̈oßern, erhalten wir
die unten folgende Abbildungen. Sie zeigen, daß sich der Graph in einer
hinreichend kleinen Umgebung von (1; 1) nur wenig von einer Ebenen
unterscheidet, d.h. die Funktion ist dort annähernd linear.

Eine lineare Funktion zweier Veränderlicher, bei der wir auch hier wieder
im Gegensatz zur Linearen Algebra einen konstanten Term zulassen, l̈aßt
sich schreiben als L(x; y) = a + bx + 
y;

also istL(x + h; y + k) = a + b(x + h) + 
(y + k) = L(x; y) + bh + 
k
eine Approximation f̈ur f in der Umgebung des betrachteten Punkts
(x; y). Im Punkt (x; y) sollteL(x; y) naẗurlich mit f (x; y) übereinstim-
men, so daßa = f (x; y) sein muß, und f̈ur (h; k) 6= (0; 0) sollte der
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Unterschied zwischenf undL schneller gegen Null gehen als der Ab-
stand zwischen (x+h; y+k) und (x; y), d.h. schneller als

ph2 + k2. Wir
erwarten daher, daßf (x + h; y + k) = f (x; y) + bh + 
k + o(ph2 + k2)

ist, und genau so läßt sich Differenzierbarkeit allgemein definieren.
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Nach noch einer Vergrößerung sieht die Funktion praktisch linear aus

Wenn wir eine Funktion vonn Veränderlichen in der Umgebung eines
Punktsx 2 Rn betrachten, m̈ussen wir allen Variablen variieren; die
Nachbarpunkte sind also Punkte der Formx + h mit Vektorenh 2 Rn .
Im Falle einer Funktion mit Werten inR ist f (x + h) eine reelle Zahl
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und eine Linearisierung vonf umx hat die Formf (x) +

nXi=1


ihi ,

wobeihi die Komponenten des Vektorsh sind. F̈ur eine differenzierbare
Funktion erwarten wir, daß der Fehler dieser Linearisierung schneller
gegen Null geht als der Vektorh, das heißt also, schneller als dessen
Norm. Ob wir dabei die EUKLID ische oder die Maximumsnorm verwen-
den, bleibt sich gleich, denn die beiden sind jaäquivalent. Wir verlangen
daher einfach, daß der Fehlero(khk) sein soll, ohne uns auf eine spezielle
Norm festzulegen.

Für eine Funktion mit Werten inRm ändert sich nichts wesentliches:f :D ! Rm ist gegeben durchm Komponentenfunktionenfi:D ! R ,
und eine Linearisierung vonf ist gleichbedeutend mit der Linearisierung
der s̈amtlichenfi. Im Falle der Differenzierbarkeit soll es also für jedesi

reelle Zahlen
i1; : : : ; 
in geben, so daßfi(x + h) = fi(x) +

nXj=1


ijhj + o(khk)
ist. Den Vektor ausRm , desseni-te Komponente die Summe der
ijhj

ist, können wir auch kurz schreiben als Produkt0BB� 
11 
12 : : : 
1n
21 
22 : : : 
2n

...
...

. . .
...
m1 
m2 : : : 
mn

1CCA0BB� h1h2
...hn

1CCA =

0BBB�
Pnj=1 
1jhjPnj=1 
2jhj

...Pnj=1 
mjhj
1CCCA

der Matrix mit Eintr̈agen
ij mit dem Vektorh. Für eine differenzierbare
Funktionf :D ! Rm erwarten wir, daß es in jeder dermKomponenten
einen Fehler der Formo(khk) gibt; wir haben also einenVektorausRm ,
dessen s̈amtliche Komponenteno(khk) sind. Um eine kurze Schreib-
weise zu haben, bezeichnen wir auch diesen Vektor einfach mit o(khk)
und definieren:

Definition: a) Die Funktionf :D ! Rm mit D � Rn heißtdifferen-
zierbar im Punktx 2 D, wenn es einen�m-Matrix Jf (x) gibt, so daß
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für Vektorenh 2 Rn mit h! 0 giltf (x + h) = f (x) + Jf (x)h + o(khk) .

Die MatrixJf (x) heißtAbleitungoder JACOBI-Matrix vonf im Punktx.
b)Für eine Funktionf : Rn ! R kann die dann einzeilige JACOBI-Matrix
mit einem Vektor ausRn identifiziert werden; dieser Vektor

gradf (x) =
def

rf (x) =
def

0� 
1
...
n

1A

heißtGradientvonf im Punktx 2 D. c)Eine differenzierbare Funktion
heißtstetig differenzierbar,wenn ihre Ableitung stetig ist.

Das Symbolr sieht zwar aus wie ein griechischer Buchstabe, ist aber
keiner; es ist ein auf den Kopf gestelltes großes Delta (�). rf wird

”
Nabla f“ ausgesprochen nach dem griechischen Wort����� = Leier;

die Bezeichnung wurde eingeführt von dem irischen Mathematiker WIL-
LIAM ROWEN HAMILTON , den die Form vonr an eine Leier erinnerte.

WILLIAM ROWENHAMILTON (1805–1865) wurde in Du-
blin geboren; bereits mit fünf Jahren sprach er Latein,
Griechisch und Hebräisch. Mit dreizehn begann er, ma-
thematische Literatur zu lesen, mit 21 wurde er, noch als
Student, Professor der Astronomie am Trinity College
in Dublin. Er verlor allerdings schon bald sein Interesse
für Astronomie und arbeitete weiterhin auf dem Gebiet
der Mathematik und Physik. Am bekanntesten ist seine
Entdeckung der Quaternionen 1843, vorher publizierte
er aber auch bedeutende Arbeitenüber Optik, Dynamik
und Algebra.

CARL GUSTAV JACOB JACOBI (1804–1851) wurde in
Potsdam als Sohn eines jüdischen Bankiers geboren
und erhielt den Vornamen Jacques Simon. Im Alter von
zwölf Jahren bestand er sein Abitur, mußte aber noch
vier Jahre in Abschlußklasse des Gymnasiums bleiben,
da die Berliner Universiẗat nur Studenten mit minde-
stens 16 Jahren aufnahm. 1824 beendete er seine Studi-
en mit dem Staatsexamen für Mathematik, Griechisch
und Latein und wurde Lehrer. Außerdem promovier-
te er 1825 und begann mit seiner Habilitation. Etwa
gleichzeitig konvertierte er zum Christentum, so daß
er ab 1825 an der Universität Berlin und ab 1826 in
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Königsberg lehren konnte. 1832 wurde er dort Professor. ZehnJahre sp̈ater mußte er aus
gesundheitlichen Gründen das raue Klima K̈onigsbergs verlassen und lebte zunächst in
Italien, danach f̈ur den Rest seines Lebens in Berlin. Er ist vor allem berühmt durch seine
Arbeiten zur Zahlentheorie und̈uber elliptische Integrale.

Mit obiger Definition haben wir etwas̈ahnliches wie die Definitionf 0(x) = limh!0

f (x + h)� f (x)h
für Funktionen einer Veränderlicher: Auf diese Weise ist die Ableitung
zwar definiert,aber sie wird – außerhalb von Anfängervorlesungen –
praktisch nie so ausgerechnet. Entsprechend sollten wir auch für Funk-
tionen mehrerer Veränderlicher eine effizientere Methode der Differen-
tiation finden.

Am einfachsten ẅare es, wenn wir den wohlbekannten Kalkül der Diffe-
rentialrechnung f̈ur Funktionen einer Veränderlicher benutzen könnten,
also versuchen wir, aus einer Funktionf :D ! Rm mit D � Rn Funk-
tionen einer Ver̈anderlichen zu machen.

Dabei k̈onnen wir uns sofort auf den Fallm = 1 beschr̈anken, denn jede
Funktionf :D ! Rm ist zusammengesetzt ausm Komponentenfunk-
tionenfi:D ! R ; wir beschr̈anken uns daher zunächst auf Funktionenf :D ! R .

Schwieriger ist die Reduktion vonn auf eins. Trotz der schlechten
Erfahrungen im vorigen Paragraphen, wo eine unstetige Funktion nach
Einschr̈ankung auf eine beliebige Gerade stets stetig wurde, wollenwir
uns exakt diese Einschränkungen genauer anschauen.

Eine Gerade durch einen gegebenen Punktx ist eindeutig festgelegt
durch einen Richtungsvektore, wobei umgekehrt der Vektore durch die
Gerade naẗurlich nicht eindeutig festgelegt ist: Jedes Vielfache vone

(außer dem Nullvektor) definiert dieselbe Gerade.

Wenn wir die Einschr̈ankung vonf auf eine solche Gerade mit Rich-
tungsvektore betrachten, betrachten wir konkret die Funktiong(t) = f (x + te) ,

einer einzigen Variablent 2 R , die überall dort definiert ist, wox + te

im DefinitionsbereichD von f liegt; für eine offene MengeD also
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zumindest in einem gewissen offenen Intervall um den Nullpunkt der
reellen Geraden.

Damit können wir nach der Differenzierbarkeit dieser Funktion für t = 0
fragen; falls sie differenzierbar ist, bezeichnen wir die Ableitungg0(0) = limh!0

g(h)� g(0)h = limh!0

f (x + he)� f (x)h

als Richtungsableitungvon f in Richtung e. Eine einfache Anwen-
dung der Kettenregel, die jeder Leser am Rand des Skriptums kurz
durchf̈uhren sollte, zeigt, daß diese

”
Richtungsableitung“ nicht nur von

der Richtungdes Vektorse abḧangt, sondern auch von dessenLänge:
Beispielsweise ist f̈ur k(t) = f (x + 2te)k0(0) = 2g0(0) .

Speziell k̈onnen wir diese Richtungsableitungen betrachten für den Fall,
daße einEinheitsvektorist (genau ist der Grund für die Bezeichnunge),
beispielsweise einer der Koordinateneinheitsvektorenei = (0; : : : ; 1; : : : ; 0) ,

bei dem an deri-ten Stelle eine Eins steht und sonst lauter Nullen.

Alsdann ist f̈ur gi(t) = f (x + tei)g0i(0) = limh!0

f (x + hei)� f (x)h

= limh!0

f (x1; : : : ; xi + h; : : : ; xn)� f (x1; : : : ; xi; : : : ; xn)h

die Ableitung jener Funktion, die nur vonxi abḧangt, ẅahrend alle
anderen Koordinatenxj festgehalten werden. Wir behandeln also beim
Differenzieren alle Variablenxj mit Ausnahme vonxi als Konstanten
und leiten die so entstehende Funktion in derüblichen Weise ab nachxi.
Diese Ableitung, so sie existiert, bezeichnen wir alspartielle Ableitungfxi (x) =

�f�xi (x)

von f nachxi; das Symbol� wird, wennüberhaupt, als
”
del“ ausge-

sprochen, wobeidel naẗurlich eine Abk̈urzung f̈ur delta ist. Partielle
Ableitungen, so sie existieren, lassen sich nach denüblichen Regeln der
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Differentialrechnung f̈ur Funktionen einer Veränderlichen berechnen,
sind also f̈ur

”
gutartige“ Funktionen problemlos.

Falls die Funktionf in x 2 D differenzierbar ist, existiert auch jede
Richtungsableitung, denn da dann für jeden Vektorh giltf�x + h� = f (x) + hrf (x); hi + o(khk) ,

ist insbesondere auchf (x + te) = f (x) + hrf (x); tei + o(ktek) = f (x) + t hrf (x); ei + o(t) ;

dennhrf (x); ei undkek sind schließlich Konstanten. Damit existiertddtf�x + te �jt=0
= hrf (x); ei

für jeden Richtungsvektore; insbesondere existieren natürlich alle par-
tiellen Ableitungen.

Die Umkehrung gilt leider nicht immer: Die (offensichtlichin (0; 0)
unstetige) Funktionf :

8<: R 2 ! R
(x; y) 7! �

1 fallsxy 6= 0
0 fallsxy = 0

verschwindet auf derx-Achse und dery-Achse;überall sonst hat sie den
Wert eins. Damit existieren im Punkt (0; 0) beide partielle Ableitungen
und sind identisch Null. Trotzdem istf naẗurlich nicht differenzierbar
in (0; 0), denn daf (h; k) für jeden Punkt, der nicht auf einer der beiden
Koordinatenachsen liegt, gleich eins ist, kann es keine Zahlen b; 
 2 R

geben, so daßf (h; k) = f (0; 0) + bh + 
k + o�ph2 + k2

�

ist, dennf (0; 0) = 0 undf (h; k) = 1 für hk 6= 0.

Nun wird naẗurlich jeder vern̈unftige Mensch einwenden, daß dieses
Beispiel sehr k̈unstlich ist, und in der Tat verhalten sich

”
gutartige“

Funktionen nicht so:

Lemma: Falls f :D ! R auf der offenen TeilmengeD � Rn stetig
ist und auch alle partiellen Ableitungen vonf dort existieren und stetig
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sind, istf in D differenzierbar und

gradf (x) = rf (x) =

0B� fx1
(x)
...fxn (x)

1CA .

Beweis:Seix 2 D. DaD offen ist, gibt es eine Kugel umx, die ganz
in D liegt; wir betrachten im folgenden nur Vektorenh, deren L̈ange
höchstens gleich dem Radius dieser Kugel ist, so daßx + h stets inD

liegt.

Wir betrachtenf zun̈achst nur als Funktion der ersten Variablen; da
deren Ableitungfx1

in ganzD existiert, istf (x + h) = f (x1 + h1; : : : ; xn + hn)

=f (x1; x2 + h2; : : : ; xn + hn) + fx1
(x1; x2 + h2; : : : ; xn + hn)h1 + o(h1) .

Genauso ist, da die partielle Ableitung nachx2 in ganzD existiert,f (x1; x2 + h2; : : : ; xn + hn) =f (x1; x2; x3; : : : ; xn + hn) + fx2
(x1; x2; x3 + h3 : : : ; xn + hn)h2 + o(h2)

und so weiter. Insgesamt erhalten wirf (x + h) = f (x) + fx1
(x1; x2 + h2; x3 + h3; : : : xn + hn)h1 + o(h1)

+ fx2
(x1; x2; x3 + h3; : : : ; xn + hn)h2 + o(h2)

...

+ fxn�1
(x1; : : : ; xn�1; xn + hn)hn�1 + o(hn�1)

+ fxn (x1; : : : ; xn)hn + o(hn) .

Die LANDAU-Symboleo(h1); : : : ; o(hn) können wir zuo(khk) zusam-
menfassen, denn da

��hi�� � khk für jedesi, kann keines derhi langsamer
gegen Null gehen als

��h��.
Damit sind wir schon ziemlich nahe an dem, was wir für die Differen-
zierbarkeit brauchen; allerdings hängen die partiellen Ableitungen noch
von denhi ab, so daß die Differenz zwischenf (x + h) undf (x) nicht
durch eine lineare Funktion angenähert ist.
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Hier kommt nun die Stetigkeit der partiellen Ableitungen ins Spiel:
Diese impliziert, daß

limh!0

�fx1
(x1; x2 + h2; : : : ; xn + hn)� fx1

(x1; x2; : : : ; xn)

�
= 0

ist. Damit ist

�fx1
(x1; x2 +h2; : : : ; xn +hn)� fx1

(x1; x2; : : : ; xn)
�h1 =o(khk), denn wennh1 mit einem Ausdruck multipliziert wird, der gegen

Null geht, strebt das Produkt für h ! 0 schneller gegen Null alsh1
allein, undo(h1) kann durcho(khk) abgescḧatzt werden. Also istfx1

(x1; x2 + h2; : : : ; xn + hn)h1

=fx1
(x1; x2; : : : ; xn)h1 + o(khk) = fx1

(x)h1 + o(khk) .

Entsprechend k̈onnen wir auch bei den̈ubrigen partiellen Ableitungen
argumentieren und erhalten insgesamt, daßf (x + h) = f (x) + fx1

(x)h1 + � � � + fxn (x)hn + o(khk)
= f (x) +

0B� fx1

...fxn
1CA � h + o(khk)

ist. Damit ist das Lemma bewiesen.

Für Funktionen mit stetigen partiellen Ableitungen ist der Gradient al-
so gerade der Vektor der partiellen Ableitungen; er kann damit über
die bekannten Ableitungsregeln für Funktionen einer Veränderlichen
berechnet werden.

NB: Häufig wird der Gradient durch diese Formeldefiniert; in diesem
Fall folgt naẗurlich aus der Existenz des Gradienten nicht die Differen-
zierbarkeit der Funktion; siehe obiges Beispiel einer unstetigen Funkti-
on, für die alle partiellen Ableitungen in (0; 0) existieren.

c) Ableitungsregeln

Da wir Ableitungen von Funktionen mehrerer Veränderlichen auf die
mit Methoden der eindimensionalen Analysis bestimmbaren partiellen
Ableitungen zur̈uckgef̈uhrt haben, sollten wir erwarten, daß sich auch
die gewohnten Rechenregeln der Differentialrechnung einer Veränder-
lichen übertragen lassen. Dies ist in der Tat der Fall, wobei selbstdie
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Beweismethoden fast ẅortlich übernommen werden können. Daher sol-
len hier nur ganz kurz einige einfache Regeln gezeigt werden; für den
Rest sei auf diëUbungen verwiesen.

Am einfachsten ist die Linearität der Ableitung:

Lemma: Sind f; g:D ! Rm differenzierbare Funktionen auf der of-
fenen TeilmengeD � Rn , so ist auch f̈ur alle a; b 2 R die Funktionaf +bg differenzierbar undJaf+bg(x) = aJf (x)+bJg(x) für allex 2 D.
Speziell im Fallem = 1 ist alsor(af + bg)(x) = arf (x) + brg(x).

Beweis:Wegen der Differenzierbarkeit vonf undg ist für allex 2 D

undh 2 Rn mit x + h 2 Df (x+h) = f (x)+Jf (x)h+o(khk) und g(x+h) = g(x)+Jg(x)h+o(khk) .

Damit ist auch
(af + bg)(x + h) = af (x + h) + bg(x + h)

= af (x) + bg(x) + aJf (x)h + bJg(x)h + o(khk)
= (af + bg)(x) +

�aJf (x) + bJg(x)

�h + o(khk) ,

denn auch jede Linearkombination zweier Funktionen der Form o(khk)
ist wieder o(khk). Somit ist af + bg differenzierbar mit AbleitungJaf+bg(x) = aJf (x) + bJg(x) für allex 2 D.

Auch die LEIBNIZ-Regel gilt, d.h.

Lemma: Sindf; g:D ! R stetig differenzierbare Funktionen auf der
offenen TeilmengeD � Rn , so ist auchfg:D ! R differenzierbar undr(fg)(x) = frg(x) + grf (x).

Beweis:Wir können entweder wie oben mit der Definition argumen-
tieren, oder aber mit partiellen Ableitungen: Nach der Produktregel f̈ur
Funktionen einer Veränderlichen ist die Produktfunktion für jede der
Variablenxi partiell differenzierbar und�(fg)�xi (x) = f (x)

�g�xi (x) + g(x)

�f�xi .

Wegen der vorausgesetzten stetigen Differenzierbarkeit sind diese Ab-
leitungen auch stetig, also istfg differenzierbar mit diesen Ableitungen
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als Komponenten des Gradienten. Das sind aber genau die Komponenten
vonfrg(x) + grf (x).

Schließlich gilt auch eine Kettenregel:

Lemma: f :D ! Rm sei differenzierbar aufD � Rn undg:E ! R p
sei differenzierbar aufE � Rm , wobeif (D) � E sei. Dann ist auchg Æ f differenzierbar undJgÆf (x) = Jg�f (x)

�Jf (x) für allex 2 D.

Beweis:Wegen der Differenzierbarkeit vonf und g ist für alle x 2D; y 2 E und alleh 2 Rn , k 2 Rm mit x + h 2 D undy + k 2 Ef (x+h) = f (x)+Jf (x)h+o(khk) und g(y+k) = g(y)+Jg(y)k+o�kkk� .

Ist f (x + h) 2 E, gilt daher auchg�f (x + h)

�
= g�f (x) + Jf (x)h + o(khk)�

= g�f (x)

�
+ Jg�f (x)

��Jf (x)h + o(khk)� +

�Jf (x)h + o(khk)�

= g�f (x)
�

+ Jg�f (x)

�Jf (x)h + o(khk) ,

denn bei Multiplikation mit der (bez̈uglichh) konstanten MatrixJf (x)
bleibt eine Funktiono(khk) von dieser Form.

Für weitere Ableitungsregeln sei auf dieÜbungen verwiesen.

Natürlich gibt es auch im Mehrdimensionalen nicht nur eine Ableitung,
sondern wir k̈onnen Funktionen, entsprechende Differenzierbarkeit vor-
ausgesetzt, auch mehrfach ableiten. Was genau wir unter denhöheren
Ableitungen einer Funktion mehrerer Veränderlicher verstehen wollen,
soll aber erst weiter hinten definiert werden, da wir wegen der bereits zu
Beginn dieses Semesters in der Mikroökonomie wichtigen Anwendun-
gen auf Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen zunächst solche
Probleme betrachten wollen – soweit dies mit der ersten Ableitung allein
möglich ist. Auch der n̈achste Abschnitt ist für uns vor allem wichtig
für den Umgang mit Nebenbedingungen.

d) Der Satz über implizite Funktionen

Der Zusammenhang zwischen zwei Größenx und y ist nicht immer
explizit in der Formy = f (x) gegeben; gelegentlich hat man auch nur
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einen impliziten ZusammenhangF (x; y) = 0; entsprechend auch für
mehr als zwei Variablen. In diesem Abschnitt soll untersucht werden,
wann eine Gleichung der FormF (x) = 0 nach einer der Variablenxi

aufgel̈ost werden kann.

In einfachen F̈allen ist dies trivial m̈oglich, beispielsweise läßt sichF (x; y; z) = ax + by + 
z = 0

für 
 6= 0 durch z =

�ax� by


nachz auflösen. In etwas komplizierteren Fällen, wie etwa beiF (x; y) = x2 + y2 � 1 = 0 ,

kann man f̈ur die Punkte, die nicht auf derx-Achse y = 0 liegen,
zumindest lokal eindeutig explizit auflösen durchy = �p1� x2 ,

wobei das Vorzeichen gleich dem vony im betrachteten Intervall ist.

Im allgemeinen gibt es jedoch keine Möglichkeit für eine explizite Auf-
lösung mit den

”
üblichen“ mathematischen Funktionen, d.h. man kann

höchstens dann auflösen, wenn man neue Funktionen einführt.

Wie das Beispiel der Kreislinie zeigt, ist auch das nicht immer möglich:
Für die beiden Punkte auf derx-Achse gibt es offensichtlich keine
eindeutigeAufl ösung, da sowohl die positive wie auch die negative
Wurzel Teilaufl̈osungen sind.

Diese Existenz mehrerer Teilauflösungen ḧangt mit dem Verschwinden
der partiellen Ableitung nachy zusammen: Falls diese partielle Ablei-
tung ungleich Null ist, gibt sie an, wie sichF ver̈andert, wenn many
ändert, und sie gibt damit zumindest in erster Näherung auch an, wie
many ver̈andern muß, um bei einer̈Anderung vonx die BedingungF (x; y) = 0 zu erhalten. Falls sie aber verschwindet, fehlt diese Infor-
mation.

Der Satzüber implizite Funktionen besagt, daß das Nichtverschwin-
den dieser partiellen Ableitung bereits ausreicht um die Existenz einer
eindeutigen Aufl̈osung zu zeigen.
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Um den Beweis wenigstens einigermaßenüberschaubar zu halten,
möchte ich mich zun̈achst auf Funktionen zweier Veränderlicher be-
schr̈anken:

Satz: D � R 2 sei offen undF :D ! R sei stetig differenzierbar.
Dann gibt es f̈ur jeden Punkt (x0; y0) 2 D mit F (x0; y0) = 0 undFy(x0; y0) 6= 0 IntervallumgebungenI vonx0 undK vony0 sowie eine
eindeutig bestimmte Funktionf : I ! K, so daß f̈ur allex 2 I gilt:F �x; f (x)

�
= 0 .

Die Funktionf ist stetig und differenzierbar; ihre Ableitung istf 0(x) = �Fx(x; y)Fy(x; y)
mit y = f (x) .

Beweis:Wir beginnen mit einer Reduktion zwecks Vereinfachung der
Schreibarbeit: Offensichtlich genügt es, wenn wir den Fallx0 = y0 = 0
zu betrachten. Gilt n̈amlich der Satz f̈ur die FunktionG(x; y) = F (x + x0; y + y0)

im Punkt (0; 0), so folgt er sofort auch fürF im Punkt (x0; y0). Außerdem
können wir o.B.d.A. annehmen, daßFy(0; 0) positiv ist, denn nach
Voraussetzung ist dieser Wert ungleich Null, und falls er negativ sein
sollte, ersetzen wir einfachF durch�F .

Nach Voraussetzung sind die partiellen Ableitungen vonF stetig; daher
istFy nicht nur im Nullpunkt positiv, sondern auch noch in einer gewis-
sen Umgebung davon. In dieser Umgebung wählen wir ein Rechteck�

(x; y) 2 R 2

�� �� � x � � und � � � y � �	 .

DaFy auf diesem Rechteck̈uberall positiv ist, ẅachst die Funktiony 7!F (x0; y) für jedesx0 2 [��; �] streng monoton; wegenF (0; 0) = 0 ist
insbesondereF (0;��) < 0 undF (0; �) > 0. Aufgrund der Stetigkeit
von F ist damit f̈ur x1 aus einer gewissen Umgebung der Null auchF (x1;��) < 0 undF (x1; �) > 0. Indem wir n̈otigenfalls� noch etwas
verkleinern, k̈onnen wir annehmen, daß dies für allex1 2 [��; �] gilt.

Damit gibt es nach dem Zwischenwertsatz für jedesx1 2 [��; �]
ein y1, so daßF (x1; y1) verschwindet; wegen der strengen Monotonie
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der Funktiony 7! F (x1; y) ist dieser Werty1 eindeutig bestimmt. Wir
setzen daherI = (��; �);K = (��; �) undf :

� I ! Kx1 7! y1
.

Damit istf als Funktion festgelegt, und nach Konstruktion istF �x; f (x)

�

= 0 für allex 2 I .

Wir müssen uns nocḧuberlegen, daß die so konstruierte Funktionf

stetig und differenzierbar ist.

Die Stetigkeit k̈onnen wir etwa dadurch nachweisen, daß wir für jede
gegen einx 2 I konvergierende Folge (xn) ausI zeigen, daßf� limn!1 xn� = limn!1 f (xn)

ist.

Dax in I liegt, wissen wir, daß es dazu ein eindeutig bestimmtesy 2 K

gibt, so daßF (x; y) = 0 ist, n̈amlichy = f (x). Für jedes" > 0 gibt es
daher einÆ > 0, so daßjF (x0; y0)j < " ist, falls der Abstand zwischen
(x0; y0) und (x; y) kleiner ist alsÆ. Zu diesemÆ wiederum gibt es einN 2 N , so daßjx� xnj < Æ für allen > N , so daß f̈ur alle solchenn

gilt: jF (xn; y)j < ". Läßt man hier" gegen Null gehen, folgt, daßF (x; y) = F ( limn!1 xn; y) = 0

ist, d.h.F (x; y) = 0 und damitf (x) = y, wie geẅunscht.

Somit istf stetig; als n̈achstes m̈ussen wir noch die Differenzierbarkeit
zeigen. F̈ur einx 2 I und ein hinreichend kleinesh 2 R , für das auch
nochx + h in I liegt, ist nach Definition vonfF �x + h; f (x + h)

�

= 0 .

Andererseits k̈onnen wir diesen Funktionswert auch nach dem Mittel-
wertsatz berechnen: Mitk = f (x + h)� f (x) istF �x + h; f (x + h)

�

= F �x + h; f (x) + k� = F��x; f (x)

�
+

�hk�� ,

und setzen wir '(t) =
def

F��x; f (x)

�

+ t�hk�� ,
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so ist nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung'(1) = '(0) + _'(� )

für ein� zwischen Null und eins. Mit� = x + �h und� = f (x) + �k ist
daherF �x + h; f (x) + k� = F �x; f (x)

�

+ hFx(�; �) + kFy(�; �) .

DaF �x + h; f (x) + k� undF �x; f (x)

�
beide verschwinden, folgtf (x + h)� f (x)h =

kh = �Fx(�; �)Fy(�; �)
.

Für h ! 0 geht die rechte Seite wegen der Stetigkeit der partiellen
Ableitungen gegen�Fx(x; y)=Fy(x; y), insbesondere existiert also der
Grenzwert. (Man beachte, daß hier nochmals die VoraussetzungFy 6= 0
ben̈otigt wird). Damit existiert auch der Grenzwert des linksstehenden
Differenzenquotienten für h ! 0, d.h.f ist differenzierbar und hat die
behauptete Ableitung.

Nachdem wir wissen, daß die Ableitung vonf existiert, ist ihre Berech-
nung, unabḧangig vom gerade bewiesenen Satz, eine einfacheÜbungs-
aufgabe: Die FunktionF �x; f (x)

�
ist gleich der Nullfunktion, und damit

verschwindet natürlich auch ihre Ableitung. Andererseits ist diese Ab-
leitung nach der Kettenregel gleichFx�x; f (x)

�

+ Fy�x; f (x)

� � f 0(x) ,

also folgt f 0(x) = �Fx�x; f (x)

�Fy�x; f (x)

� .

wie Funktionen einer Veränderlichen k̈onnen auch Funktionen mehrerer
Veränderlicher implizit definiert sein; die entsprechende Verallgemei-
nerung des Satzes̈uber implizite Funktionen folgt fast vollständig aus
der koordinatenweisen Anwendung des obigen Satzes, lediglich für die
Stetigkeit der Funktion muß man das entsprechende Argumentaus dem
gerade beendeten Beweis noch einmal anwenden. Die Aussage ist

Satz: D � Rn sei eine offene Menge,f :D ! R eine stetig diffe-
renzierbare Funktion aufD, unda = (a1; : : : ; an) 2 D sei ein Punkt
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mit F (a) = 0. FallsFxn (a) 6= 0 ist, gibt es eine offene UmgebungU

von (a1; : : : ; an�1) in Rn�1 und eine Funktionf 2 C1(U; R ), so daß f̈ur
alle Punktey = (y1; : : : ; yn�1) 2 U gilt:F �y; f (y)

�

= 0 .

Für allei � n� 1 ist fxi (y) = � Fxi�y; f (y)

�Fxn�y; f (y)

� .

e) Ableitungen und Extrema

Im Eindimensionalen ist das Verschwinden der Ableitung eine notwen-
dige Bedingung f̈ur einen Extremwert. Dies gilt genau so auch im Mehr-
dimensionalen:

Für eine differenzierbare Funktionf :D ! R auf einer offenen Teil-
mengeD � Rn ist im Punktx0 2 Df (x0 + h) = f (x0) + gradf (x0) � h + o(khk) .

Daher muß f̈ur jeden Extremwert gradf (x0) gleich dem Nullvektor sein,
denn setzt man fürh ein kleines Vielfachest �gradf (x0) des Gradienten
ein, wäre sonstf (x0 + h) = f (x) + t�gradf (x0) � gradf (x0)

�

+ o(khk)
für kleine positivet größer alsf (x0) und für kleine negativet kleiner.

Die Frage, welche Nullstellen des Gradienten wirklich Extremwerten
entsprechen, ist schwieriger; in der Praxis wird es oft am einfachsten
sein, sich die Umgebung des betreffenden Punktes mit irgendwelchen
ad hoc-Methoden genauer anzusehen und dann zu entscheiden.

Klassisches Beispiel eines Punkts, in dem der Gradient verschwin-
det, ohne daß ein Extremwert vorliegt, ist der in der folgenden Ab-
bildung gezeigte Sattelpunkt, hier dargestellt als Funktionswertüber
dem Punkt (0; 0) für die Funktionf (x; y) = x2 � y2.
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Wie wir bald sehen werden, kann man auch hier mit den (noch zu
definierenden) ḧoheren Ableitungen auch hinreichende Bedingungen
finden; diese sind allerdings schon für Funktionen von zwei oder drei
Veränderlichen deutlich aufwendiger als im Falle einer Veränderlichen.

f) Extremwerte unter Nebenbedingungen

Bei einem realen physikalischen, technischen wirtschaftlichen oder so-
zialen Prozeß k̈onnen sich die Variablen selten frei im gesamtenRn

bewegen: Sinnvoll und realistisch ist meist nur eine beschränkte Teil-
menge. Im Gegensatz zur Dimension eins, wo diese Teilmenge prak-
tisch immer ein Intervall ist, kann sie im Mehrdimensionalen durch
Randbedingungen aller Art charakterisiert sein und damit auch beliebig
kompliziert aussehen.

Maxima und Minima auf solchen Teilmengen sind im allgemeinen keine
lokalen Maxima oder Minima der betrachteten Funktion: Wennman die
jeweilige Fl̈ache verl̈aßt, l̈aßt sich der Funktionswert selbst für einen
solchen Extremwert meist noch – je nach Richtung – sowohl vergrößern
als auch verkleinern. Dementsprechend können die Methoden, die wir im
vorigen Abschnitt diskutiert haben, solche Extremwerteüblicherweise
nicht finden. Wir brauchen daher neue Werkzeuge, und die solldieser
Paragraphen bereitstellen.
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Die Ausgangslage ist typischerweise die folgende: Gegebenist eine
Funktion f : Rn ! R , möglicherweise auch nur auf einer TeilmengeD � Rn definiert, deren Extremwerte nicht aufRn oderD gesucht
werden, sondern nur auf einer Teilmenge, die beispielsweise durch das
Verschwinden einer weiteren Funktiong: Rn ! R gegeben ist. Falls wir
uns f̈ur Extremwerte auf einer Kugel vom Radiusr um den Nullpunkt
interessieren, ẅare dies etwa die Funktiong:

� R 3 ! R

(x; y; z) 7! x2 + y2 + z2 � r2 .

Eine m̈ogliche Strategie zur L̈osung solcher Probleme besteht darin, die
Gleichungg = 0 nach einer der Variablen aufzulösen, diese dann inf

einzusetzen und sodann eine gewöhnliche Extremwertaufgabe zu lösen.
Diese Aufl̈osung istexplizitnur in sehr einfachen F̈allen m̈oglich, aber
selbst wenn wir nur wissen, daß eine solche Auflösungexistiert,können
wir doch damit argumentieren und Kriterien ableiten.

Unter Maxima und Minima sollen hierlokaleExtrema verstanden wer-
den, so daß wir diëublichen Kriterien anwenden können:

Definition: Wir sagen, die Funktionf :D ! R auf einer TeilmengeD � Rn habe im Punkta 2 D ein lokales

�

Maximum
Minimum

�

unter der

Nebenbedingungg = 0, wobeig:D ! R eine weitere Funktion ist,
wenng(a) = 0 ist und es eine UmgebungU von a gibt, so daß f̈ur allex 2 U gilt: Ist g(x) = 0, so istf (x)

���� f (a).

Als Einstiegsbeispiel betrachten wir eine beliebte Schulbuchaufgabe zur
Minimumsbestimmung: Eine Konservendose soll bei einem vorgegebe-
nen Volumen von 100
m3 möglichst wenig Blech ben̈otigen, d.h. ihre
Oberfl̈ache soll minimal sein.

Die Oberfl̈ache eines Zylinders der Höheh mit einer Grundfl̈ache vom
Radiusr ist f (r; h) = 2�r2 + 2�r � h ;

wegen der Nebenbedingung für das VolumenV = �r2h muß gelteng(r; h) = �r2h� 100 = 0 .
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Hier läßt sich naẗurlich die Nebenbedingung sofort nachh auflösen:h =
100�r2

,

und wir müssen nur noch die FunktionF (r) = f�r; 100�r2

�

= 2�r2 +
200r

minimieren. F̈ur diese istF 0(r) = 4�r � 200r2
,

und dies verschwindet genau dann, wenn gilt

4�r3 = 200 oder r = 3

r

50� .

In diesem einfachen Fall konnten wir die Optimierung also zurückführen
auf geẅohnliche Extremwertaufgaben einer Veränderlichen, indem wir
die Nebenbedingung nach einer der Variablen auflösten und diese dann
in f einsetzten. Im allgemeinen wird dies aber nicht möglich sein, so
daß wir andere Methoden brauchen.

Unser bisherige Theorie für lokale Extrema ist in dieser Situation nicht
anwendbar, denn die lokalen Extrema vonf werden nur in den seltensten
Fällen die Nebenbedingungg = 0 erf̈ullen.
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In der obigen Abbildung ist die Nebenbedingung als grüne Fl̈ache dar-
gestellt und der Graph vonf als rote; wie man sieht, läßt sich der Wert
von f problemlos verkleinern, wenn man nur die Flächeg = 0 verl̈aßt,
und in der Tat ist auch ohne jede Mathematik sofort klar, daß man
mit weniger Blech auskommt, wenn man die Konservendose einfach
schmaler oder k̈urzer macht.

Die Grundidee f̈ur ein alternatives Verfahren wird klar bei der Betrach-
tung der Niveaulinien: Die Niveaulinie für g = 0 ist gr̈un eingezeichnet,
verschiedene Niveaulinien vonf als rote Kurven.
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Niveaulinien für Oberfläche und Volumen

Wie man sieht, schneiden einige dieser Niveaulinien die gestrichelte
Kurve überhaupt nicht: Wenn man zu wenig Blech hat, kann man keine
Dose mit 100
m3 Inhalt zusammenlöten. Wenn es dagegen genug Blech
gibt, gibt es gleich zwei Schnittpunkte: Die Dose kann entweder eher
höher oder eher breiter gemacht werden. In einem solchen Fallkann man
die Niveaulinie durch eine zu einem etwas niedrigeren Niveau ersetzen,
die im allgemeinen auch wieder Schnittpunkte haben wird, sodaß das
Niveau noch nicht minimal sein kann. Erst wenn man im Minimumist,
fallen die beiden Schnittpunkte zusammen; wenn man nun das Niveau
noch weiter erniedrigt, gibt es keine Schnittpunkte mehr.
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Da somit im Minimum zwei Schnittpunkte zusammenfallen, berühren
sich dort die Niveaulinien vonf und vong, d.h. sie haben eine ge-
meinsame Tangente. Da der Gradient, wie wir wissen, senkrecht auf der
Tangenten der Niveaulinien steht (die Richtungsableitungentlang einer
Niveaulinie ist schließlich Null), sind somit die Gradienten vonf undg
im Minimum zueinander parallel, d.h. der eine ist ein Vielfaches des
anderen.

Dies gilt nicht nur im vorliegenden Beispiel, sondern allgemein:

Satz: D � Rn sei eine offene Menge undf; g 2 C1(D; R ) seien stetig
differenzierbare Funktionen aufD. Falls f im Punkta 2 D ein Ex-
tremum hat unter der Nebenbedingungg(x) = 0, so sind gradf (a) und
gradg(a) linear abḧangig.

Beweis:Die Grundidee ist einfach: Auch wenn wir die Nebenbedingung
nichtexplizitnach einer der Variablen auflösen k̈onnen, sagt uns der Satz
über implizite Funktionen in vielen F̈allen dennoch, daß zumindest lokal
eine Auflösung existiert. Diese Auflösung kennen wir zwar nicht, aber
wir können mit ihr argumentieren und, zumindest formal, auch rechnen.

Falls gradg(a) der Nullvektor ist, gibt es nichts mehr zu beweisen, denn
jede Menge, die den Nullvektor enthält, ist linear abḧangig.

Wir können daher annehmen, daß gradg(a) mindestens eine von Null
verschiedene Komponente hat, und durch Umnummerieren der Koor-
dinaten k̈onnen wir o.B.d.A. annehmen, daß dies dien-te Komponente
ist, d.h.gxn (a) 6= 0.

Dann gibt es nach dem Satz̈uber implizite Funktionen eine Um-
gebungU von (a1; : : : ; an�1) sowie eine Funktionh:U ! R mith(a1; : : : ; an�1) = an, so daßg�x1; : : : ; xn�1; h(x1; : : : ; xn�1)

�

= 0 für alle (x1; : : : ; xn�1) 2 U .

Nachdemf in a ein lokales Extremum unter der Nebenbedingungg = 0
hat, nimmt die FunktionF (x1; : : : ; xn�1) =

def

f�x1; : : : ; xn�1; h(x1; : : : ; xn�1)

�

in (a1; : : : ; an�1) ein lokales Extremum im̈ublichen Sinne an, d.h. der
Gradient vonF verschwindet dort.
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Nach der Kettenregel ist für i = 1; : : : ; n� 1Fxi (a1; : : : ; an�1) = fxi (a) + fxn (a) � hxi(a1; : : : ; an�1) ,

und nach dem Satz̈uber implizite Funktionen isthxi = �gxi=gxn , d.h.Fxi (a1; : : : ; an�1) = fxi (a)� fxn (a)

gxi (a)gxn (a)
.

Da die linke Seite verschwindet, gilt dasselbe auch für die rechte. Die
rechte Seite ist im Gegensatz zur linken auch für i = n definiert und
verschwindet aus trivialen Gründen; also ist f̈ur alleifxi (a)� fxn (a)gxn (a)

gxi (a) = 0

oder, anders ausgedrückt,

gradf (a)� fxn (a)gxn (a)
gradg(a) = 0 .

Damit sind die beiden Gradienten in der Tat linear abhängig.

Falls der Gradient vong im Punkta nicht verschwindet, gibt es somit
eine Zahl� 2 R , so daß

gradf (a)� � gradg(a) = 0

ist, n̈amlich � =

fxn (a)gxn (a)
.

Diese Zahl bezeichnet man als LAGRANGEschen Multiplikator; mit sei-
ner inhaltlichen Interpretation werden wir uns in Kürze bescḧaftigen.

JOSEPH-LOUIS LAGRANGE (1736–1813) wurde als GIU-
SEPPE LODOVICO LAGRANGIA in Turin geboren und
studierte dort zun̈achst Latein. Erst eine alte Arbeit
von HALLEY über algebraische Methoden in der Op-
tik weckte sein Interesse an der Mathematik, woraus
ein ausgedehnter Briefwechsel mit EULER entstand. In
einem Brief vom 12. August 1755 berichtete er die-
sem unter anderem̈uber seine Methode zur Berech-
nung von Maxima und Minima; 1756 wurde er, auf
EULERs Vorschlag, Mitglied der Berliner Akademie;
zehn Jahre sp̈ater zog er nach Berlin und wurde dort
EULERs Nachfolger als mathematischer Direktor der

Kap. 5: Funktonen mehrerer Veränderlicher 48
Akademie. 1787 wechselte er an die Pariser Académie des Sciences, wo er bis zu seinem
Tod blieb und unter anderem an der Einführung des metrischen Systems beteiligt war.
Seine Arbeiten umspannen weite Teile der Analysis, Algebraund Geometrie.

Zur praktischen Bestimmung von Extremwerten unter Nebenbedingun-
gen geht man wie folgt vor:̈Uber die Punkte, in denen der Gradient
vong verschwindet, macht obiger Satz keine verwertbare Aussage; die-
se Punkte m̈ussen also vorab berechnet und untersucht werden.

Danach m̈ussen die Punkte gefunden werden, in denen es ein� 2 R

gibt, so daß fx1
(x)� �gx1

(x) = 0

...fxn (x)� �gxn (x) = 0g(x) = 0

ist. Mit der LAGRANGE-FunktionL(x1; : : : ; xn; �) = f (x)� �g(x)

läßt sich dies auch kurz schreiben alsrL(x1; : : : ; xn; �) = 0, denn
die partiellen Ableitungen vonL sind abgesehen vom Vorzeichen der
Ableitung nach� gerade die linken Seiten diesen Gleichungssystems.

Dieses ist ein System vonn + 1 Gleichungen f̈ur n + 1 Unbekannte,
allerdings ist es nur selten linear und damit oft nicht mit den uns be-
kannten Methoden lösbar. Manchmal kann man das Gleichungssystem
durch geeignete Umformungen und Fallunterscheidungen vollständig
lösen, in anderen Fällen helfen nur die aus der Numerik bekannten
Näherungsverfahren wie etwa die Methode von NEWTON-RAPHSON.
Falls alle Gleichungen Polynomgleichungen sind (oder durch Einführung geeigneter
zus̈atzlicher Variablen auf Polynomgleichungen zurückgef̈uhrt werden k̈onnen), kann
man im Falle einer endlichen Lösungsmenge diese auch exakt bestimmen: Genau wie
der GAUSS-Algorithmus zur L̈osung eines linearen Gleichungssystems dieses auf eine
Treppengestalt bringt, aus der man die Lösungen einfach ermitteln kann, gibt es in der
Computeralgebra einen Algorithmus, der dasselbe für beliebige Systeme von Polynom-
gleichungen versucht; die Gleichungen, die dieser Algorithmus liefert, bezeichnet man
als GRÖBNER-Basis oder Standardbasis. Zum Verständnis dieses Algorithmus, den man
als eine Art Synthese aus EUKLID ischen Algorithmus und GAUSS-Algorithmus ansehen
kann, sind Kenntnisse der kommutativen Algebra erforderlich, für die die Zeit in dieser
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Vorlesung nicht ausreicht; bei einigen Implementierungenwerden zus̈atzlich auch noch
Algorithmen aus der Informatik eingesetzt, die typischerweise nicht in Grundvorlesungen
behandelt werden. Deshalb sei hier nur darauf hingewiesen,daß die g̈angigen universellen
Computeralgebrasysteme wie Maple, Mathematica, MuPad allesamt entsprechende Rou-
tinen enthalten, mit denen man auch dann experimentieren kann, wenn man die dahinter
stehende Theorie nicht versteht.

Als Beispiel, wie gelegentlich auch ein nichtlineares Gleichungssystem
elementar gelöst werden kann, betrachten wir eine Anwendung aus
den Wirtschaftswissenschaften: Die Gesamtproduktion eines Unterneh-
mens oder eines Staats in Abhängigkeit vonn eingesetzten Ressourcenx1; : : : ; xn wird oft modelliert durch eine sogenannte COBB-DOUGLAS-
Funktion der Form P (x1; : : : ; xn) = �xe1

1 : : : xenn ,

benannt nach den beiden Wissenschaftlern, die dieses Modell 1928
für die amerikanische Gesamtproduktion in Abhängigkeit von Kapi-
tal und Arbeit in den Jahren 1899 bis 1922 entwickelten. (Siefan-
den P � 1;01A3=4K1=4 mit A = Anzahl der Bescḧaftigten undK = Kapitaleinsatz.)

Betrachten wir stattdessen die Produktion eines Wirtschaftsguts aus zwei
Ressourcenx; y gem̈aß der Funktionf (x; y) = P (x; y) = x1=2y1=4 .

Falls wir der Einfachheit halber annehmen, daß die Kosten pro Einheit
für x und y gleich sind und die Gesamtkosten höchstens gleich zẅolf
sein d̈urfen, m̈ussen wirf maximieren unter der Nebenbedingungx + y � 12 .

Nun ist aberf eine monoton wachsende Funktion sowohl vonx als
auch vony, d.h. die maximale Produktion wird sicherlich erreicht in
einem Punkt, f̈ur denx + y = 12 ist, denn f̈ur jeden anderen Punkt
(x; y) mit x + y < 12 istf (x; y) < f (x; 12� x). Daher k̈onnen wir die
Nebenbedingung in der gewohnten Formg(x; y) = x + y � 12 = 0

schreiben. Diese Nebenbedingung sowie die zu maximierendeFunktion
sind in n̈achsten Abbildung dargestellt.
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Ableitung beider Funktionen zeigt, daß

gradg =

�

1
1

�

und gradf =

� y1=4=2x1=2x1=2=4y3=4

�
ist; das zu l̈osende Gleichungssystem wird also zuy1=4

2x1=2

� � = 0x1=2

4y3=4

� � = 0x + y � 12 = 0

.

(Die Nenner brauchen uns nicht zu stören, denn daf (0; y) = f (x; 0) = 0
ist, kommen L̈osungen mitx = 0 odery = 0 für das Maximum ohnehin
nicht in Betracht; wir k̈onnen sie also getrost ausschließen.)
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Maximierung einer Produktionsfunktion bei festem Kapitaleinsatz

Als Ansatz zu einer m̈oglichen L̈osung k̈onnen wir ausnutzen, daß� in
den beiden ersten Gleichungen isoliert steht; wenn wir danach aufl̈osen
und gleichsetzen, erhalten wir die Gleichungy1=4

2x1=2
=

x1=2

4y3=4
.
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Multiplikation mit dem Hauptnenner macht daraus

4y1=4y3=4 = 2x1=2x1=2 oder 2y = x .

Einsetzen in die dritte Gleichung ergibt 3y = 12, also isty = 4 und x = 8 ;

der Maximalwert vonf istf (8; 4) = 81=2 � 41=4 = 2

p

2 � p2 = 4 .

Auch den LAGRANGEschen Multiplikator� können wir noch ausrech-
nen: � =

y1=4

2x1=2
=

41=4

2 � 81=2
=

p

2

2 � 2p2
=

1
4

.

Die Berechnung von�war für die Bestimmung des Optimums eigentlich
überfl̈ussig;� ist nur eine Hilfsgr̈oße zur Berechnung des Extremums.
Wir wollen uns als n̈achstes̈uberlegen, daß wir� auch inhaltlich inter-
pretieren k̈onnen: Dazu betrachten wir eine Nebenbedingungg(x1; : : : ; xn) = 


mit variabler rechter Seite
 und ein Extremum der Funktionf (x1; : : : ; xn) .

Dieses Extremum wird natürlich von 
 abḧangen; wir schreiben es in
der Form �x1(
); : : : ; xn(
)�

und nehmen an, daß die Funktionenxi(
) stetig differenzierbar seien.
(Ein interessierter Leser kann sich anhand des Satzesüber implizite
Funktionenüberlegen, welche Bedingungenf und g erfüllen müssen,
damit dies garantiert ist.) Der Optimalwert vonf in Abhängigkeit von

ist dann F (
) =

def

f�x1(
); : : : ; xn(
)� .

Nach der Kettenregel istF 0(
) =

nXi=1

�f�xi dxi(
)d
 .
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Genauso folgt f̈urG(
) =

def

g�x1(
); : : : ; xn(
)� die GleichungG0(
) =

nXi=1

�g�xi dxi(
)d
 .

Da

�x1(
); : : : ; xn(
)� ein Optimum ist, sind dort die Gradienten vonf undg � 
 proportional mit Proportionalitätsfaktor�, und da wir bei
der Gradientenbildung nur nach denxi ableiten, von denen die rechte
Seite
 nicht abḧangt, ist der Gradient vong� 
 gleich dem vong selbst,
d.h. �f�xi = � �g�xi für allei .

Somit istF 0(
) = �G0(
). Nun erf̈ullt aber der Punkt

�x1(
); : : : ; xn(
)�

die Nebenbedingung mit rechter Seite
, d.h.G(
) = 
 undG0(
) � 1.
Damit ist� = F 0(
) die Wachstumsrate für das Optimum beïAnderung
der rechten Seite der Nebenbedingung.

Im obigen Beispiel steigt also die Maximalmengef (x; y), die mit Ka-
pitaleinsatz 12 produziert werden kann, für kleinesh ungef̈ahr umh=4,
wenn wir den Kapitaleinsatz auf 12 +h erḧohen. Die Erḧohung des
Kapitaleinsatzes lohnt sich, wenn für das fertige Produkt ein Preis pro
Einheit erzielt werden kann, der größer ist als vier.

Als letztes wollen wir uns nocḧuberlegen, was passiert, wenn wir nicht
nur eine, sondern mehrere Nebenbedingungen erfüllen müssen. Es geht
also wieder darum, eine Funktionf�x1; : : : ; xn) zu optimieren, jetzt
aber unter den Nebenbedingungeng1(x1; : : : ; xn) � 0; : : : gr(x1; : : : ; xn) � 0 .

(Es gen̈ugt, Bedingungen mit� zu betrachten, denn durch Multiplika-
tion mit minus Eins kann man jede Ungleichung mit� in eine mit�

überf̈uhren. Auch Gleichungengi = 0 kann man zumindest formal durch
die beiden Ungleichungengi � 0 und�gi � 0 ausdr̈ucken.)

Die wichtigsten Beispiele solcher Optimierungsaufgaben sind die F̈alle
mit linearen Funktionenf und gi; hier redet man vonlinearen Pro-
grammen.(Das WortProgrammin diesem Zusammenhang hat natürlich


