Kapitel 5
Funktonen mehrerer Veranderlicher

Bislang hatten wir nur Funktionen betrachtet, die von eigiezigen
Variablen abBngen. ar die meisten Anwendungen ist das zu viel zu
speziell: Egal ob wir ein wirtschaftliches, soziales odechinisches
System beschreiben wollenpknen wir sicher sein, dafld es von einer
Vielzahl verschiedener ®Ren abhngt.

Wir kdnnten versuchen, dieses Problem zu umgehen, indem wir alle
diese GoRRen mit einer Ausnahme konstant halten und die so entste-
hende Funktion einer Vanderlichen mit den uns bekannten Methoden
untersuchen — dieseeteris paribusAnsatz(dasUbrige ist gleich)wird

in der Tat bei manchen volkswirtschaftlichen Problememgeerwen-

det. Er ist aber sicherlich nicht allgemein einsetzbar,nddie eine
variable Gbl3e kann je nach Werten der festgehaltenen Variablen sehr
unterschiedliche Effekte haben: Mehrproduktion kann fgoelsweise

ja nach Zustand des Marktes mal zu Gewinnen, mal zu Ladenh
fuhren. Hinzu kommt, dal} die Kenrifden eines Systems selten un-
abhangig voneinander sind und daher &aderungen einer GRe oft
zwangshufig zu Veanderungen weiterer Giéen fihren.

Trotz dieser Schwierigkeiten wollen wir die bafrten Methoden aus
der Analysis einer Vémderlichen soweit wie iglich weiter benutzen;
wie sich zeigen wird, ist das auchiglich, allerdings rissen sie durch
zusatzliche Hilfsmittel ergnzt werden.

Ein wesentliches solches Werkzeug sind, wie schon bei kamda
einer VeAnderlichenlineare Funktionen; teilweise werden wir hier im
Mehrdimensionalen daher auch Methoden aus der Lineareabfdg
brauchen.
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§1: Grundlegende Eigenschaften

Bevor wir zur Differential- und Integralrechnung iR¥* kommen, brau-
chen wir — wie schon im eindimensionalen Fall — einige Voeltengen
Uber Konvergenz, Stetigkeit urithnliche Grundbegriffe. Diese sollen
hier zusammengestellt werden.

a) Visualisierung in hoheren Dimensionen

Um einen ersten Eindruck von einer FunktibnD — R auf einer of-
fenen Teilmenge C R zu gewinnen, startet man am besten mit einem
Bild. Dieses kann zwar nur einen endlichen Ausschnitt definidie
onsbereichs zeigen und ist auch in seiner Genauigkeit begfsietet
aber doch Information, die man anders nur mit erhebli¢éftgrem Auf-
wand darstellen énnte. Als Bild vonf betrachten witiblicherweise
den Graphen

Ly = {wy) eR® |y =f(=)},

also eine Teilmenge der Eben@3, die wir uns sehr gut vorstellen
kdnnen.

Auch fur eine Funktionf: D — R™ mit D C R"™ kdnnen wir deren
Graphen

Tz en e DR |y=e)

definieren; da dieser iR™ x R™ = R™"™ liegt, ist er allerdings nuriir

n +m < 3 wirklich anschaulich, wobei es im Fall+ m = 3 bei kom-
plizierteren Funktionen stark von der géwten Perspektive aBhgen
kann, wieviel man wirklich sieht. i einfache reellwertige Funktionen
zweier Veanderlicher jedoch ist der Graph sicherlich die beste Magho
zur Veranschaulichung, wobei man gegebenenfalls zur tessier-
sicht noch Hilfslinien @ir die Funktionswerte zu ausgéhlten Werten
von z und/odery einzeichnen kann.

Beim Graphen der Funktion
. [717 1] X [71) 1] - R
"\ (@ /4= 22— y?

in der Abbildung unten etwa sieht man bei beiden Darstearmgcht
gut, dal¥’; Teil einer Kugeloberiche ist.
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gt

Graph der Funktion f(z,y) = /4 — x2 — y2

Eine andere Mglichkeit zur Veranschaulichung von Funktionen zweier
Veranderlicher ist von topographischen Karten her bekanntt Wiod

die Hoheliber dem Meeresspiegel, eine Funktion der beiden Ebenenko-
ordinaten, dargestellt durdhdhenlinien.Entsprechenddnnen wir fir

eine beliebige Funktiorf: D — R mit D C R? und jeden Wert € R

die Niveaulinie

NN = (@) € B | f@,) = c}

definieren; sie muf} nétlich keine, Linie" sein, sondern kann auch nur
aus einigen Punkten bestehen, leer sein oder —im Fallel@nstanten
Funktion — fir einen bestimmten Wettaus dem gesamten Definitions-
bereichD bestehen.

Im Falle des obigen Beispiels etwa i§t(f) fur ¢ > 2 und iir ¢ < v/2
die leere Menge;ifr ¢ = 2 besteht sie nur aus dem Nullpunkt, urid f
¢ = v/2 aus den vier Punkten (&1) und &1,0). Rir V2 < ¢ < 2
erhalten wir die in der @&chsten Abbildungifr ¢ = 1,5 bisc = 2 in
Schritten von 0,05 dargestellten Kreislinien

VA—a?2—y2=c oder z?+y2=4—¢2,

eingeschiinkt natirlich auf das Einheitsquadrat als dem Definitionsbe-
reich von f. Die Darstellung von Niveaulinien kann auch kombiniert
werden mit der des Graphen.
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Niveaulinien der Funktion f(z,y) = \/4 — 22 — ¢

Fur Funktionen von mehr als zwei \farderlichen ist die Visualisierung
naturgenal3 schwieriger; wir &nnen Graphen und auch Niveaulinien,
-flachenusw. zwar problemlos definieren, aber nicht mehr zeichnen
— es sei denn, es handelt sich um sehr einfache Niveneh imR3.

Bei Funktionen mit Werten in einem mehrdimensionalen Raomrkt
hinzu, daf} die Niveaumengen dann nicht mehr nur von einemaeso
von mehreren Parametern dpigen.

Eine weitere Mglichkeit besteht darin, auf einem zwei- oder dreidi-
mensionalen Graphen durch Farbe, Textaw. weitere Dimensionen
darzustellen; allgemein bekannt ist die Kodierung déhéidurch von
Grun nach Braun laufende Farben in Atlanten oder auch die Elansty
der Temperatur durch Farbvaufe von Blauiber Rot nach Weildjsw.

Wollen wir beispielsweisdlr 0 < z < 37 und 0< y < 27 jene Funkti-

on vonR? nachR? veranschaulichen, die einem Punki ) die beiden
Werte f(z, y) = sin(x +y) cos@c — y) undg(z, y) = cosf +y) sin(z — y)
zuordnet, so&nnen wir den Graphen vgtzeichnen und darauf nach ei-
nem Farbschema die Funktigrkodieren. Da diese nur Werte zwischen
—1und 1 annimmt, riasssen wir dazu einfach ein Funktion festlegen, die
jeder dieser Zahlen eine Farbe zuordnet; der entsprecti@mteerlauf

ist unter dem Bild abgedruckt. Wenn man genau hinschautjngew
man so einen recht guten Eindruck vom relativen Verlauf deddnm
Funktionen.
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Grundsétzlich kann man mit Farben auch mehr als eine Dimension
darstellen: Da wir drei Arten von Sefgfchen haben, danten wir
theoretisch bis zu drei Dimensionen darstellen. etttich sind je-
doch nur die wenigsten Menschen in der Lage, einer Farbendere
Rot- Giin- und Blauwerte anzusehen, so dal3 die Darstellung von drei
Dimensionen durch Farbwerte selteiitzlich ist. Zwei Dimensionen
sind aber durchaus realistisch, vor allem,
wenn wir die eine Dimension auf die Hel-
ligkeit abbilden und die andere auf einen
der beiden Farbwerte in einem Luminanz/
Chromanz-Modell wie etwa deniiffs jpeg-
Format verwendeten YCbCr-Modell. Beim
Quadrat unten etwa sind dieWerte durch

die Helligkeit kodiert und dig-Werte durch
die Chromanziir Rot.

Als letzte Alternative seien noch Stern- oder Netzdiagranemnahnt:
Hier geht es darum, einzelne Punkte in einedhdrdimensionalen
Raum zu veranschaulichen, z.B. den Vektor der Klausurreitess Stu-
denten oder Kompetenzeingthungen iir Politiker. Um einen Punkt
(zq,...,z,) € R darzustellen, zeichnet manvom Nullpunkt aus-
gehende Strahlen i®?, markiert auf demi-ten dieser Strahlen den
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Punktz;, und verbindet die so markierten Punkte zu einefick. Da-
mit dies Ubersichtlich bleibt, sollte: hier nicht wesentlich gif3er als
zehn sein und auch die Anzahl der in einem Bild darstellb&emkte
sollte definitiv einstellig sein.

Die Punkte (3,1,4,1,5,9,2,6,5)und 2,7,1,8,2,8,1,8,2) aus R°
Ein eigenes Forschungsgebiet der Mathematik und Infokmndig Vi-
sualisierung, besétitigt sich mit diesen und weiteren Methoden, die
fur eine vorgegebene Fragestellung interessanten Aspiglide (@ana-
Iytisch oder empirisch gegebenen) Funktion mehrereéMderlichen
graphisch herauszuarbeiteiir uins sollen aber zumindest vorerst Gra-
phen und Niveaumengen dgegen.

b) Normierte Vektorraume

Bei der Definition von Konvergenz und Stetigkeit im EindirseEmalen

spielte die Betragsfunktion eine grof3e Rolle; die in diegdmachnitt

eingefihrten Normen sollen diese Funktion auféherdimensionale
verallgemeinern.

Genau wie die klassische Betragsfunktion jeder reelleer(&@mple-
xen) Zahl eine nichtnegative reelle Zahl zuordnet, sokk @ilorm jedem
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Punkt desR™ (oderC™) eine nichtnegative reelle Zahl zuordnen. Wenn

wir den Punktz = (z4,...,,) € R" mit dem Vektor mit denselben
Komponenten identifizieren dkinen wir beispielsweise dessearige

Vi =\ va

nehmen, was oft in der Tat die r@lichste Wahl ist. Andererseits ist das

Rechnen mit dieserdnge wegen der Wurzelfunktion gelegentlich recht

unangenehm; deshalb wollen wir auch Alternativen beteatht

Obwohl wir uns in diesem Semester praktisch riurR” interessieren,
mdchte ich zumindest die Definitioriif einen beliebigen reellen oder
komplexen Vektorraum angeben:

Definition: Ein normierter Vektorraum ist eiR- oderC-VektorraumV’
zusammen mit einer Abbildung: || : V' — R mit den Eigenschaften

a) ||IAv]| = A ||v|| fur allex € R bzw.C undv € V
b) |lv|| > Ofirallev € V, und||¥|| = 0 genau dann, wenn= 0
C) |lv+w| < ||| +||w|| (Dreiecksungleichung)

Die Zahl|jv|| wird alsNormdes Vektors) € V bezeichnet.
Im Falle V' = R oder auchV = C ist klar, daB|jv|| = |v| alle drei

Forderungen eiillt; der Begriff der Norm verallgemeinert also in der
Tat den des Betrags.

Ist (-,-) ein Skalarprodukt auf dem reellen Vektorralimkann durch
loll = /o)

eine Norm aufl” definiert werden: Abgesehen vahsind alle Forde-
rungen aus der obigen Definition klar; zum Beweis edpmiissen wir
beachten, daf? wegen der Bilineatieines Skalarprodukts gilt

lo+w|® = (v +w,v+w) = [lo]* +[|w]*+ 2(v,w)  und
_ 2 2
(loll + llwl)? = (o]l + llw]|* + 2 o]l [lw]] .

so daf} die Behauptung im Falle,w) > 0 sofort aus der @JCHY-
ScHwaRrzschen Ungleichung folgt undif (v, w) < 0 aus der Nichtne-
gativitat der Norm.
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Ausgehend vom Standardskalarprodukt

<U7 w> = <(v17 s 7vn)7 (wl> ceey wn)> d:ef vywy e Ftow

aufR™ erhalten wir so die BKLIDische Norm

oll = s, )l = ok o402,

mit der wir in dieser Vorlesungaufig arbeiten werden.

n

Der Hauptgrund ddir, daf3 wir auch noch andere Normen betrachten,

liegt in der Unhandlichkeit des Umgangs mit der Wurzel. Dieite fur
uns wichtige Norm auR™, die Maximumsnormyermeidet dies. Sie ist
definiert als

loll = s, wlloe = maxfr], o o}
Bedingunga) ist erfullt, da |\v,;| = || - |v;| fUr alleZ, und auch mib)
gibt es keine ProblemeiiFc) betrachten wir zwei Punkte
v=(vq,...,9,) und w=(wy,...,w,)
ausR". Die Maximumsnorm der Summe
vtw= (v +wy,...,v, tw,)
ist nach Definition der gif3te Wert eines Betrags, + w,|; dieser werde

etwa fr den Indexj angenommen, d.tiw +w|| = |v; +w,].

Die Norm||v|| , vonuv ist der gbRte Betrag eines; und damit minde-
stens gleicv; |; genauso isfw||, > |w;|. Also ist

lv+ wllog = Jv; +ws| < Jug| + [w;| < lollgg +[lwlly,
wie verlangt.

Damit ist auch die Maximumsnorm tdishlich eine Norm. Sie kann
allerdings nichtiber ein Skalarprodukt al" definiert werden: @be
es ramlich ein Skalarprodukt,, -), fur das||v||,, = 1/(v,v) ware; so
ware etwa imR? inshbesondere

(OG-0 = (o)l
A6 0-6)- () 222(6)- ()
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o (3). () -3 3) () -
B () ()0)+ )-ers 2

ein offensichtlicher Widerspruch.

4 =

Maximumsnormen lassen sich nicht nir R (und analogC™) defi-

nieren, sondern auclif Funktionenaume: Wie wir aus Kapitel 5

wissen, nimmt eine stetige FunktighD — R auf einem Definitions-
bereich, der daabgeschlosseniatervall [a, b] enthélt, ihr Maximum

wirklich an, d.h die Abbildung

I lloo:C(ay B, B) = By f = max |£(@)]

ist wohldefiniert. Sie hat auch die Eigenschafi¢hbisc): a) undb) sind,
wie in den meisten &len, trivial, und sindf, g € CO([a, b], R) zwei
Funktionen, so ist auch deren Sumjfteg stetig. Wenn sie ihr Betrags-
maximum im Punkt™* € [a, b] annimmt, haben wir die Absétzung

1 + 9l = [(f +9)@")] = |F (@) + g(z®)] < [f(=")] + |g(z")]

< max + max = + .
< max |f@) + max ()| = |f . + o]l
Maximumsnormen spielen unter anderem in der Numerik eicbtige
Rolle, denn sie liefern Fehlerschrankém iumerische Rechnungen:

Fuhren wir beispielsweise auf dem Vektorra®hi*™ aller n x m-
Matrizen die Maximumsnorm ein, so setzen wiriiréich
n m
141l = maxmax|a;|
Betrachten wir auciR™ undRR™ mit der Maximumsnorm, so erhalten
wir fur einen Vektorv € R™ und dessen Produkt = Av mit einer
n X m-Matrix A die Absclatzung

1bllee < m Al - [0l oo »

denn nach der Multiplikationsregelf Matrizen istb, = Zaia‘”a‘ und

j=1
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damit
m m
1, <Y Jaig| - o] D Al - 9]l = m Al 9]l -
j=1 j=1

Wird also der Vektow durch einen Fehlervektargesbrt, so ist
A(v+e) = Av+ Ae = b+ Ae

mit einem Fehler behaftet, dessen KomponemétrSicherheikleiner
sind alsm ||A||, - ||¢|l .- Entsprechenéndert sich bei einem eindeutig
|dsbaren linearen Gleichungssystetr = b die Losungz = A~
hochstensum n [|A7Y . - [lell., wenn die rechte Seite durch einen
Vektor e gestrt wird. (Tatéchlich wird diese Schranke in den meisten
Fallen viel zu pessimistisch sein, aber realistische Sdtamarsind in
der Numerik oft — wenriiberhaupt — nur mit sehr grol3em Aufwand zu
finden.)

Wir haben Normen eingéhrt als Verallgemeinerungen der Betrags-
funktion, um damit auch Begriffe wie Konvergenz und Stetiglaufs
Mehrdimensionale ziibertragen. Im Falle der Konvergerihft dies
zur

Definition: (V| -||) sei ein normierterR-Vektorraum. Eine Folge
vy, vy, ... VON Vektoren aud/ konvergiert gegen den Vekter € V,
wenn es zu jedem > 0 eine nalrliche ZahlN € N gibt, so dal3
lv—w,|l <efirallen > N.

Da es bei der Konvergenz nur darum geht, dal’ die Folgenglisda
Grenzwert beliebig nahe kommen, ist klar, daf3 sich an devé&genz
einer Folge nicht@andert, wenn wir die verwendete Norm durch ein
positives Vielfaches ersetzen. Allgemeiner definieren wir

Definition: Zwei Normen]||- ||, und |- ||, auf einen Vektorrauni’
heiBenaquivalent, wenn es reelle Konstantgne, > 0 gibt, so daf

ey llvlly < lvlly < epfvlly -
Offensichtlich ist dann auch

1||||<||H<1||||
v v vy,
e, 2T 1= 2
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die Aquivalenz ist also, wie es sein muf3, symmetrisch.

Beispielsweise sind auf jedeRi" die EukLIDische Norm|| - || und die
Maximumsnorm| - || aquivalent, denn

— 2 _
loll = /o2 -+ 02 < /n ol = va ol

und

ol = VlolZ < /o2 4402 = o]
d.h.
0]l < M0l < Vvl -
Anschaulich bedeutet dies, dal? jedetifél in eine Kugel eingebettet
werden kann und umgekehrt, denn

{m eR" | ], < a}
ist ein Wirfel mit Kantennge 2 und

{;c eR” ‘ lz]| < 7“}
eine Kugel mit Radius.

Fur den Nachweis der Konvergenz einer Folge kann mal die eiaé,
die andere dieser Normen besser geeignet sein. ZiirckGlaben wir
die freie Auswahl:

Lemma: ||- ||, und|| - ||, seien zwekquivalente Normen auf dem Vek-
torraumV'. Eine Folge (,,),,cy vVOn Vektoren aud” konvergiert genau
dann beiglich || - ||, gegenv € V, wenn sie beiglich || - ||, gegerw
konvergiert.

Beweis:Da die Normeraquivalent sind, gibt es positive reelle Zahlen
¢1, €y, SO daley [|v]|; < ||v]l, < ¢, |lv]|, ist fur allev € V. Falls die
Folge @,,),,cr bediglich|| - ||, gegerv € V konvergiert, gibtes zu jedem
e>0einN €N, sodal3jv — v, |, < eistfurallen > N. Also gibt
es bei vorgegebenem> 0 auch einM € N, so dal3jv —v,||; < e/c,
furallen > M. Firn > M istdann

€
||U 7vn||2 < CZHU 7vn||1 < Czc_ =€,

die Folge konvergiert also auch tiggich || - ||, gegenv.
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Dal|v||; < ||v]|, /e, istfurallev € V, folgt ganz entsprechend, daB jede
bediglich|| - ||, konvergente Folge auch higglich|| - ||, gegen denselben
Grenzwert konvergiert. .
Man kann zeigen, dalR iR" alle Normenaquivalent sind, so dal} es
dort also nur einen Konvergenzbegriff gibt. Wir werderRih praktisch
immer mit der EKLIDischen Norm oder der Maximumsnorm arbeiten,
derenAquivalenz wir gezeigt haben; dahdinen wirimmer, wenn von
Konvergenz die Rede ist, freiallen, mit welcher der beiden Normen
wir arbeiten nbchten. Je nach Anwendung kann

b) Stetigkeit

Stetigkeit bedeutet anschaulich, daR klekrelerungen der Argumen-
te einer Funktion auch nur zu kleinémderungen der Funktionswer-
te fuhren. Um Spielraumifr die Variation der Argumente zu haben,
definierten wir Stetigkeitifr Funktionen einer Vé@nderlichen nurir
Funktionen, die auf offenen Intervallen definiert sind. lail& mehre-
rer Veranderlicher wollen wighnlich vorgehen; wir brauchen daher als
erstes eine mehrdimensionale Entsprechiingffene Intervalle.

Die fur uns wesentliche Eigenschaft eines offenen Intervall$)(war,
daf3 es dortifr jeden Punkt € (a, b) sowohl links als auch rechts van
weitere Punkte aus dem Intervall gibt: kstlas Minimum der beiden
(positiven) Werter — a undb — z, so liegt das Intervallf — ¢, x + ¢)
ganz in @, b); wir konnen uns also sowohl nach links als auch nach
rechts um einen beliebigen Betrag kleiadrewegen, ohne das Intervall
zu verlassen.

Im R? und erst recht in dherdimensionalen &imen nnen wir uns
nicht nur nach links und rechts bewegen, sondern in undndiiele
Richtungen; wir wollen verlangen, dal3 es wieder eine pasifiahle

gibt, so dafd wir uns in jeder Richtung um jeden Betrag echihéte
bewegen knnen ohne die Menge zu verlassen. Im Zweidimensionalen
bedeutet dies, wenn wir mit detELIDischen Norm arbeiten, daf? es zu
jedem Punki eine Kreisscheibe um diesen Punkt geben soll, die ganz in
der Menge drin liegt; in theren Dimensionen haben wir entsprechend
Kugeln und derentherdimensionale Verallgemeinerungen.
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Definition: Eine TeilmengeVl C V eines normierten Vektorraums
mitNorm|| - | heif3toffen,wenn es zu jedem Punkte M eine > 0gibt,
sodaRjedeg € V mit||y — z|| < ein M liegt. M heiltabgeschlossen,
wenn die Komplemeérmengé/ \ M offen ist.

Wir kdnnen dies auch anders formulieren, indem wiraahst fir eine
beliebige Teilmengd/ C V und einen beliebigen Punkte V dessen
Lage in Bezug auf klassifizieren:

Definition: a) Ein Punktz € V heiRtinnerer Punktder Teilmenge
M C V,wenneseirr > 0gibt, sodaB allg € V mit ||z —y|| < e
in M liegen.

b) z heildtaulRerer Punkvon M, wenn es eire > 0 gibt, so daf alle
y € V mit ||z — y|| < e nichtin M liegen.

¢) z heidtRandpunktvon M, wenn es {fir jedese > 0 einen Punkt
y € M gibt mit ||z — y|| < e sowie einen Punkt € V \ M, so daf
|z — 2| <e.

z ist innerer, y auBBerer Punkt und z Randpunkt der blau umrandeten Menge

Ein innerer Punki von M muf3 also insbesondere in der Mergedrin

liegen, wahrend einaul3erer Punkt vod/ nichtin M liegen darf. In
beiden Rllen niissen auch noch alle hinreichend nahesbégenden
Punkte dieselbe Eigenschaft haben.

Ein Randpunkt muf3 nicht in der Menge liegen, kann es abemtijic
ist, daf3 es beliebig nahe vansowohl Punkte gibt, die in der Menge
liegen, als auch solche, die dies nicht tun.

Wenn wir imR"™ mit der BEUKLIDischen Norm arbeiten, ist ein Punkt
x € M genau dann ein innerer Punkt vif, wenn es eine Kreisscheibe
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bzw.n-dimensionale Kugel um gibt, die ganz inM liegt; ein Punkt

x ausR"™ \ M ist genau danrauBerer Punkt, wenn auch noch eine
Kreisscheibézw.n-dimensionale Kugel ume ganz auf3erhalb vom/
liegt. Von einem Randpunkt schlie8lich verlangen wir, dafej noch
so kleine Kreisscheiblezw.n-dimensionale Kugel une sowohl Punkte
ausM enttalt als auch solche, die nicht i liegen.

Wenn wir stattdessen mit der Maximumsnorm arbeiten, gdit as-
selbe; nur haben wir jetzt an Stelle der Kreisscheiben Quadind
an Stelle vom-dimensionalen Kugeln-dimensionale Wirfel. Die in-
neren,auferen und Randpunkte sind offensichtlichUggizh beider
Normen dieselben, und wie oben im Falle der Konvergenz zeajt
leicht

Lemma: Sind || -||, und || - ||, aquivalente Normen auf dem Vektor-
raumV, soist ein Punki& € V genau dann innereiwRerebzw.Rand-
punkt der Teilmeng@/ C V beZiglich|| - ||,, wenn er diese Eigenschaft
bediglich || - ||, hat.

Ebenfalls ziemlich klar ist

Lemma: a) Eine TeilmengeV C V eines normierten Vektorraums

ist genau dann offen, wenn jeder Purk& M ein innerer Punkt ist.

b) M ist genau dann abgeschlossen, wenn jeder RandpunRthior\/
liegt.

Beweis: afolgt sofort aus dem Vergleich der Definition offener Mengen
und innerer Punkte.l¥ b) betrachten wir zuachst eine abgeschlossene
TeilmengeM C V und einen Randpunktvon M. Lagez nicht in M,
muftez in V'\ M liegen. DaV \ M eine offene Menge ist,dpe es also
eine > 0, so daR auch allg € V mit ||z —y|| < ein V \ M liegen
mifRten. Dies widerspricht aber der Definition eines Randpdiaikden

es mindestens eip e M geben muB mifjz — y|| < e.

Ist umgekehrtV/ C V eine Menge, die jeden ihrer Randpunkte @fith
istkeiner der Punkte € V'\ M Randpunktvord/, es gibt also zu jedem
x € V\ M eine > 0, so dall entweder allee V mit ||z —y|| < ¢
in M liegen oder aber alle solchein V' \ M liegen. Ersteres ist nicht
moglich, dax selbst nicht inM liegt, obwohl|jz — z|| = 0 < ¢ ist;
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daher niissen alle diesgin V' \ M liegen, so dafy/ \ M eine offene
Menge ist. Damit isf\/ selbst abgeschlossen, wie behauptet.

Nach diesen Vorbereitungedknen wir nun stetige Funktionen definie-
ren:

Definition: a) Eine Abbildungf: D — W von der offenen Teilmenge
D C V eines normierten Vektorraum(@, || - |;) in einen normierten
Vektorraum(W, || - ||,) heiBtstetigin = € D, wenn es ir jedess > 0
ein§ > 0 gibt, so daBir alley € D gilt: Ist ||z — y||; < 4, so ist

1) = f@l, <e.
b) f heil3tstetig,wennf in jedem Punkiz € D stetig ist.

Auch hiertiberzeugt man sich leicht, dal3 sich nichtglert, wenn wir
|| - ||, und/oder] - ||, durch einedquivalente Norm ersetzen.

Konkret fur eine Funktion vom reellen Variablen mit Werten iR
besagt diese Definition, ausgédkt fur die Maximumsnorm

Definition: Eine Funktionf: D — R auf einer offenen Teilmeng®
desR" heil3tstetigim Punktz = (z4,...,z,) € D, wenn es zu jedem
e > 0 einé > 0 gibt, so daf3iir jeden Punky = (v, . ..,¥,) € D gilt:
Falls|y, — z;| < d istfiur alles, dannist f(y) — f(z)| < e.

Im Eindimensionalen kann man der graphischen Darstellumgg Eunk-
tion leicht ansehen, ob sie stetig ist oder nicht; wir wokehauen, wie
dies im Mehrdimensionalen aussieht.

Der Einfachheit halber besdmwken wir uns auf Funktionen zweier
Veranderlicher, z.B. die Funktion
R? =R
: 2oy g 0,0
I\ @y — P alls (z,y) 7 (0,0) -
0 falls (z,y) = (0,0)

Wir sollten erwarten (und werden auch gleich sehen), dadedianktion
aufR? \ {(0,0)} stetig ist, denn dort ist sie niiber Grundrechenarten
definiert, wobei Division durch Null ausgeschlossen istz8a y* nur
im Nullpunkt verschwindet. Bleibt also der Punkt () zu untersuchen.

Kap. 5: Funktonen mehrerer Verénderlicher 16

Die Abbildung unten zeigt den Graphen vgnn einer kleinen Umge-
bung des Nullpunkts. Sie zeigt zwar einen relativ steileruSg entlang
der Geradenx = 0, aber nur dir die etwas weiter vom Nullpunkt ent-
ferntenz-Werte; beiy = 0 sieht alles harmlos und ziemlich eben aus.

N

N
S AN

SN

Ist diese Funktion stetig?

Nun ist der abgebildete Graph idich von einem Computer anhand
von nur endlich vielen $tzpunkten konstruiert; um wirklich zu ent-
scheiden, oly im Nullpunkt stetig ist, Bnnen wir uns nicht auf diese
Approximation verlassen, sonderrussen die Funktion etwas genauer
untersuchen.
Da wir uns im Eindimensionalen recht gut auskennémpien wir bei-
spielsweise die EinscAnkungen vory auf die verschiedenen Geraden
durch den Nullpunkt betrachten. Abgesehen von gidrchse haben
diese alle die Forng = az mita € R, und

_2z-(ax)® 2% 2d%x
f(z,az) = 22+ (az)®  22(1+a%r?)  1+a*z?
furz # 0. Fir x — 0 geht beim rechtsstehenden Ausdruck d&hlgr
gegen Null und der Nenner gegen eins; der Grenzwert exiatss und
ist gleich f(0,0) = 0, d.h. die Einsclankung vonf ist stetig auf der
Geradeny = ax.

Auf der y-Achse verschwindef fur jeden Wert vone, ist also eben-
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falls stetig, d.h. die Einschnkung vonf auf jede Gerade durch den
Nullpunkt ist stetig.

Betrachten wir zur Vorsicht auch noch die Einsatikung vonf auf die
Parabel: = ay?! Dort ist
2 2 4

atyt +y 1 +a?)y l+a
fur alley # 0, wohingegenf(0,0) = 0 ist. Rir a # 0 ist die Ein-
schiénkung vonf auf diese Parabel also nicht stetig, und damit kann
auch f nicht stetig sein: Setzen wir = 1, so ist 2/(1 +a?) = 1,
die Funktion nimmt also beliebig nahe beim Nullpunkt den V¢éns
an. Formal Bnnen wir die Unstetigkeit béglich der Maximumsnorm
folgendermalRen beweisen:

Wennf im Nullpunkt stetig vare, gabe es zu jedem> 0, insbesondere
also zue = % eind > 0, so daBiir alle Punkte £, y) mit ||(z, y)||, =
max{|z|, |y|} < d der Betrag vonf(z,y) kleiner alss ware. Rir eine
reelle Zahly mit |y| < & und|y| < 1 ist aber|y?| < |y| < 4, also
1% )|, <, und trotzdem hat

2y
2 N _ _
f(yay)_y4+y4_l

einen Betrag gifter als: = 3.

Dem Graphen konnten wir das nicht ansehen, was akeéererUber-
legung eigentlich auch nicht verwundert: Der Graph wurde @mem
Computer gezeichnet, und der kannimbi¢h nur eine endliche Auswabhl
Zq,..., 2, bzZw.y,, ..., y,, von Werten bdicksichtigen. Dazu berech-
net er die Funktionswertg(z;, y;) und verbindet dann die Punkte zu
gleichemz; bzw.gleichemy; durch Kurven. Entlang dieser Kurven ist
f aber, wie wir gesehen haben, stetig.

Anders sieht es aus, wenn wir stattdessen die Niveauliroanf\vbe-
trachten: Zusammen mit den Koordinatenacheerdecken die Para-
belnz = ay? mita € R\ {0} den gesamteR?, die NiveaulinieNy(f)
von f besteht also aus den beiden Koordinatenachséhremd die an-
deren Niveaulinien aus Parabetr= ay? jeweils ohne den Nullpunkt
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bestehen; siehe Abbildung. Da die Gleichung
2a
1+a?
fur ¢ Z 0 die beiden bsungen
1+V1-¢?
C
hat, besteht jede Niveaulini@rfO < |c| < 1 aus zwei dieser Parabeln,
fur|c| = 1 aus einer, undi |c| > 1ist N, (f) = 0.

0.2+

a —

-0.24

Die Niveaulinien illustrieren die Unstetigkeit im Nullpunkt

Dies zeigt auch anschaulich, défm Nullpunkt unstetig ist, denn alle
Niveaulinien kommen dem Nullpunkt beliebig nahe, obwolelsdir nur
auf Ny(f) liegt. Daran sehen wiiibrigens auch, daf3 der oben abgebil-
dete Graph falsch ist: In jeder Umgebung vonQ)pwird jeder Wertc
zwischen—1 und 1 angenommen, der Abschlu? des Grapherakath

so die Streckef1, 1] auf derz-Achse. Wegen der oben beschriebenen
Vorgehensweise von Maple (und auch fast aller anderer Ctargra-
phikprogramme) ist das aber in der Abbildung nicht zu sehen.

Bei Funktionen, in deren Definition Fallunterscheidungggehen, ist
also gbl3ere Vorsicht geboten als im Eindimensionalen; bei in da+ P
xis auftretenden Funktionen wird es allerdings wohl meaistein, daf}
die Unstetigkeitsstellen genau dort auftreten, wo maiiisge definiert
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hat. Schwierig wird es nur, wenn man wie im obigen Beispietin
nem Punkt eine Situation der Ar®/0“ hat und entscheiden muf3, ob
man stetig ergnzen kann: Hier hilft im Mehrdimensionalen keibe
L'HospPiTaLsche Regel, es hilft auch nicht, die Addrerung der Funkti-
on an den problematischen Punkt aus allen Richtungen zusucteen,
sondern man muR3 wirklich auf die Definition der Stetigkerimkgehen.

Zum Gliick sind Funktionen wie die obige allerdings nicht der Rizdjel
mit dem wir es in Anwendungen zu tun habdir, die meisten gngigen
Funktionen ist wie im Eindimensionalen ziemlich klar, da® stetig
sind.

Beginnen wir mit linearen Funktionen! Da ein konstanter Sand
an der Form des Graphen nidimidert, wollen dabei im Gegensatz zur
Linearen Algebra auch inhomogene Funktionen betrachten:

Lemma: Jede lineare Funktion
R* - R
f n
Nrz=(xy,...,7,)—~ Zajacj+b
7=1
ist stetig.

Beweisz = (z4, ..., x,) sei ein fester Punkt al®* unde > 0 sei eine
positive reelle Zahl. &r einen weiteren Punkt = (u4,...,u,) € R*
ist dann

F) = f@) =D aw; =z <3 ag] - [u; -]
= =1

n
<D o] flu =2l -
j=1

Falls allea; verschwinden, ist dies gleich Null, also insbesonderekiei
alse; andernfalls ist es kleiner ats falls

e =z < 6= ——

n

Z |aj\
j=1
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In beiden Rllen folgt, dal}f stetig im Punktc ist und damit stetig auf

ganzR"™, dennz € R™ war ein beliebiger Punkte. .

Damit haben wir zwar nur lineare Funktionen mit WerteriRinaber
das reicht: Eine Funktiorf: D — R™ ordnet jedest € D einen
Punkt f(x) € R™ zu, und dieser ist gegeben dureh reelle Zah-
len fi(z),..., f.(z). Bezeichnen wir die so definierten Funktionen
f;: D — R als dieKomponenteron f, so gilt:

Lemma: Eine Funktionf: D — R™ auf einer offenen Teilmenge
D C R” ist genau dann stetig in einem Punkte D, wenn jede
ihrer Komponenterf;: D — R stetig inz ist.

Beweis:Wir arbeiten mit den Maximumsnormen dRtf undR™. Falls
finx € D stetig ist, gibt es zu jedem> 0 eind > 0, so dal3

1@ = f@)l|o = max{|fi(w) — fi(@)| | i=1,...,n} <e
falls [lu — z|| , < 0. In diesen Fall ist erst rechf;(u) — f;(z)| < e fur
allei, also sind allef; stetig inz.

Umgekehrt seien allg; stetig inz. Dann gibt esiir allec > 0 positive
reelle Zahlery,, ..., J, > 0, sodal

|fi(w) — fix)| <e falls [lu—=z|, <9;.
Bezeichnet die kleinste unter den Zahlend,, ist daher
1f () = f@)l]o = max{|f;(w) = fi@@)| | i=1,...,n} <e

falls ||u — ||, < d. Somitist auchf stetig inz.
]

Da jede Komponente einer linearen Funktion linear ist, tfalgraus
sofort

Lemma: Jede lineare Funktion

;- { R — R™
=@y z,) = (@), fa(@)

n
mit f;(x) = > a;;x; +b, ist stetig.
=1



21 Analysis Il FSS2010

Die folgende Charakterisierung stetiger Funktionen itggentlich ein-
facher anzuwenden als die Definition:

Lemma: Eine Funktionf: D — R™ ist genau dann stetig auf der
offenen MengeD C R", wenn fir jede offene Mengé& C R™ auch
deren Urbildf *(U) = {z € D | f(z) € U} offen ist.

Beweis:Sei zurachstf stetig aufD undU C R™ eine offene Menge.
Wir miissen zeigen, dafz~}(U) eine offene Menge ist, daR also jeder
Punktz € D mit f(z) € U ein innerer Punkt vorf ~X(U) ist.

Wir betrachten einen festen solchen Punkind sein Bildf(z) € U.
Wegen der Offenheit voli gibt es dann eim > 0, so dal allgy € R™
mit||y — f(z)|| < einU liegen. Zu dieserawiederum gibtes wegen der
Stetigkeitvonfinziné > 0, sodaRirallex € Dmit ||z — u|| < d gilt:

| £(x) — f(u)]| < . Somit liegtf(w) in U undu selbst liegt inf ~*(U).
Somitliegenalle: € D mit ||z — u|| < §in f~(U), so dakk eininnerer
Punkt vonf~1(U) ist. Daz beliebig war, folgt daraus die Offenheit
von f~X(U).

Umgekehrt hab¢ die Eigenschaft, dal das Urbild einer jeden offenen
Menge wieder offen ist. Wir tinssen zeigen, dafin jedem Punkk € D
stetig ist.

Dazu sek > 0 eine beliebige positive Zahl und

U={yeR™|[|f(x)-yl <e}.
Dies ist eine offene Menge, also ist nach Voraussetzungiauthrbild
f~XU) offen. Daz in diesem Urbild liegt, ist: ein innerer Punkt; es
gibt also eind > 0, so daR alle: € R™ mit |ju — z|| < & in f~X(U)
liegen. Somit liegt tir jedes solchd/ der Bildpunkt f(u) in U, d.h.
IIf(z) — f(u)|| < e. Dies zeigt die Stetigkeit voifi in z. .
Lemma: f:D — R™ undg: E — RP seien stetige Funktionen auf den
offenen Teilmenge® C R™ undE C R™, undf(D) liege inE. Dann
ist auch die Hintereinanderaiisfrung

h=gof: { D — RP
7 e e g(f@)
stetig.
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BeweisDies folgt am einfachsten aus dem vorigen Lemmal/Ist RP
eine offene Menge, so ist wegen der Stetigkeityanchg~*(U) C R™
offen, also, wegen der Stetigkeit vgfnauchf‘l(g‘l(U)). Das ist aber
gerade das Urbild voli unter der zusammengesetzten Abbildlgr@g”..

Lemma: a) Die Funktionf: R?> — R mit f(z,y) = = + y ist stetig.

b) Die Funktiong: R> — R mit g(z, y) = zy ist stetig.

c) Die Funktionh:R x (R \ {0}) — R mit h(z,y) = z/y ist stetig.
Beweis: a)ist klar, da es sich hier um lineare Funktionen handelt, und
deren Stetigkeit haben wir bereits allgemein bewiesen.

Der Beweis vorb) beruht im wesentlichen auf demselben Trick, mit
dem wir in Kapitel 2 bewiesen haben, dadfb £wei konvergente Folgen
die Produktfolge gegen das Produkt aus deren Grenzwerteefgiert.
Wie dort nmiissen wir die BElle, dal3 einer oder gar beide Faktoren ver-
schwinden, gesondert behandelt.

Sei also zuachst £, y) = (0,0) unde > 0. Dann ist aucth = /¢ > 0
und fur alle Punkte ¢,v) € R? mit ||(u,v)||, < & sind |u| und |v|
kleiner alsd, also ist

lww — zy| = uv| = |u| - Jv] < 8 =¢.
Damit ist die Stetigkeit im Punkt (@) gezeigt.
Nun seiz 7 0, abery = 0. Fur (u, v) € R? ist dann
v — 2] = uv — 0] = [uv — 9)| = Jul - Jv— | .

Wir mussen zu einem vorgegeberzen 0 eind > 0 finden, so dal dies
kleiner ist als falls
1@, ) — (@, )|l = max{|z — ul, [y — v} = max{|z — ul, [v[} < 0.
1

Wahlenwird < 3 |z, so erfilltjedesu mit |z — u| < ¢ die Ungleichung

1
+ 2zl == |z .
jul < Jo + 5 |o] = 5 al

Wahlen wird so, daf? zuézlich auch nocld < 2¢/3|z| ist, also bei-

spielsweise
_in 12l
6—m|n{ 220 |
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S0 ist

3lz[ 2
2 3|z|
fur alle (u, v) € R? mit ||(z, y) — (u,v)||, < 9

Bleibt noch der Fally # 0. Hier haben wirifir einen Punkt, v) € R?
die Absctatzung

Iuv—wy|=|v(u—w)+w(v—y)l<Ivl-lu—wlﬂml-lv—yl

luv — zy| =ul - v —y| < €

Falls wir nurv € Rmit |v — y| < 3 |y| betrachten, &nnen wirv| durch
2 ly| nach oben absétizen und erhalten die Ungleichung

Iy\

w —zy| < —= - |u -z +]z]-|Jv-yl.

Ist nun eine > 0 vorgegeben, setzen wir

2e —
_ {W fallsz =0

mm{gly‘, Pl } fallsz #0 '

dann isuv — zy| < e fur alle (, v) € R? mit ||(u,v) — (z, )|/, <
Somit ist die Funktion stetig in jedem Punkt §) € R?.

Die in c) behauptete Stetigkeit der Divisioknten wirahnlich bewei-
sen: schneller geht es aber, wenn wir die aus der Analysikdrirte
Stetigkeit der FunktiofR \ {0} — R mit y — 1/y ausnutzen. Da eine
Funktion genau dann stetig ist, wenn alle ihre Komponentstigssind,
ist auch die Funktion

R x (R\{0}) = R x (R {0})

1
(-'L',y) = (37, ;)

stetig, nach dem vorigen Lemma also auch ihre Schachteliindem
Multiplikation, die Division. Damit haben wir die Stetigialler Grund-
rechenarten bewiesen. -
Die gerade bewiesenen Lemmata lassen sich zusammenfasséolz
genden Prinzip:

Wenn eine Funktiotf: D — R™ auf einer offenen Teilmende C R
so aus Grundrechenarten und stetigen Funktionen zusanesetzgist,
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daf3 nie eine Funktion auBerhalb ihrer Stetigkeitsbereiotisvendet
wird und auch Divisionen durch Null ausgeschlossen sindindat f
stetig aufD.

82: Differenzierbare Funktionen

Nachdem wir wissen, was Konvergenz und Stetigkeit im Mehedlisio-
nalen bedeutendnnen wir uns der Differenzierbarkeit zuwenden. Wir
beginnen mit einer kurzen Wiederholung des eindimensamgalls:

a) Funktionen einer Veranderlichen

Wir bezeichnen eine Funktioffi: (a, b) — R als differenzierbar im
Punktz € (a, b), wenn sie in dessen Umgebung durch eine lineare
Funktion angeahert werden kann. In Kapitel 3 hatten wir dies so for-
muliert, daf3 es eir € R sowie eine Funktiory mit f(0) = 0 geben
muf3, so dafdir kleine Werte vorh gilt

fl@+h) = f(x)+ch+hf(h).
Da diese Formulierung mit explizit angegebener Fehlertiunkf bei
langeren Betrachtungen recht uémsdlich ist, wollen wir eine alikzen-
de Sprechweise eiafren, die laNDAUSche o-Notation: Wir schrei-
beno(h), sobald wirirgendeineuns nicht weiter interessierende Funk-
tion von h haben, dieiir h — 0 schneller gegen Null geht atsselbst,

d.h.
o (h) = o(h) <= lim 5”( ) -

o(h) ist hier also keine Funktion, sondern stelit €ine ganze Klasse
von Funktionen; beispielsweise ist
=o(h), h°=o(h) und h-sinh=o(h),
aber sim. konnen wir nicht ale(h) schreiben, denn
sinh
}Lo T =1
Entsprechend schreiben wir auch

o(h) _

¢(h) = o(¥(h)), wenn I|mw(h)

ist.
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EDMUND GEORGHERMANN LANDAU (1877-1938) wur-

de in Berlin geboren und studierte an der dortigen Uni-
versi@ét, wo er auch von 1899 bis 1909 lehrte. Dann
bekam er einen Ruf an die damalshfende deutsche
Mathematikfakulat in Gottingen. 1933 verlor er seinen
dortigen Lehrstuhl, denn die Studenten boykottierten
seine Vorlesungen, da sie meinten, siakten Mathe-
matik nur von einem Professor ihrer eigenen Rasse ler-
nen. LANDAUS zahlreiche Publikationen besiftigen
sich vor allem mit der Zahlentheori@ber die er auch
ein bedeutendes Lehrbuch schrieb; sehr bekannt sind
seine Arbeiteriiber die Verteilung von Primzahlen.

Mit L ANDAUS o-Notation ldnnen wir kurz sagen, die Funktiofi sei
genau dann differenzierbar inmit Ableitung f'(z), wenn

f(z+h) = f(z) +hf'(z) +o(h)
ist, denn nairlich isth.f(h) = o(h), denn der Quotiert f(h)/h = f(h)
gehtfirh — 0 gegenf(O) =0.

b) Differenzierbarkeit im Mehrdimensionalen

Um Differenzierbarkeitéir Funktionen mehrerer V@nderlicher zu de-
finieren, ldnnen wirahnlich vorgehen wie im eindimensionalen Fall.
Wir betrachten zuachst eine Funktionf:R?> — R, zum Beispiel
f(x,y) = sinz cosy in der Umgebung des Punktes, {J. Indem wir
ihren Graphen sukzessive um den FaktorffvergibRern, erhalten wir
die unten folgende Abbildungen. Sie zeigen, dal3 sich dgst@@reeiner
hinreichend kleinen Umgebung von, () nur wenig von einer Ebenen
unterscheidet, d.h. die Funktion ist dort ahernd linear.
Eine lineare Funktion zweier Vanderlicher, bei der wir auch hier wieder
im Gegensatz zur Linearen Algebra einen konstanten Terasgeh,d3t
sich schreiben als

L(xz,y) = a+bx +cy;

also ist
L(x+h,y+k)=a+blx+h)+c(y+k)=L(x,y) +bh +ck

eine Approximation iir f in der Umgebung des betrachteten Punkts
(z,y). Im Punkt ¢, y) sollte L(z, y) natirlich mit f(x, y) Ubereinstim-
men, so dafk = f(z,y) sein mul3, undifr (h,k) # (0,0) sollte der

Kap. 5: Funktonen mehrerer Verénderlicher 26

VergroRerung um den Faktor finf um (1, 1,sin(1) Cos(l)

Unterschied zwischeji und L schneller gegen Null gehen als der Ab-
stand zwischem(+ h, y + k) und (z, y), d.h. schneller als/h2 + k2. Wir
erwarten daher, daf3

fl@+h,y+k) = f(z,y) +bh +ck +o(Vh?+k?)

ist, und genau s@l3t sich Differenzierbarkeit allgemein definieren.
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Nach noch einer Vergréerung sieht die Funktion praktisch linear aus

Wenn wir eine Funktion vom Veranderlichen in der Umgebung eines
Punktsz € R" betrachten, riassen wir allen Variablen variieren; die
Nachbarpunkte sind also Punkte der Farm h mit Vektorenh € R™.

Im Falle einer Funktion mit Werten iR ist f(z + k) eine reelle Zahl
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und eine Linearisierung vofium z hat die Form
flz) + Z Yihis
=1

wobeih, die Komponenten des Vektokssind. Rir eine differenzierbare
Funktion erwarten wir, daf3 der Fehler dieser Linearisigrschneller
gegen Null geht als der Vektdr, das heif3t also, schneller als dessen
Norm. Ob wir dabei die BKLID ische oder die Maximumsnorm verwen-
den, bleibt sich gleich, denn die beiden sindgmivalent. Wir verlangen
daher einfach, daf3 der Fehtéf{||) sein soll, ohne uns auf eine spezielle
Norm festzulegen.

Fur eine Funktion mit Werten iR andert sich nichts wesentliches:
f: D — R™ ist gegeben durcin Komponentenfunktioneyi;: D — R,
und eine Linearisierung vohist gleichbedeutend mit der Linearisierung
der samtlichenf;. Im Falle der Differenzierbarkeit soll es aldor fedes
reelle Zahleny,,, .. .,~;, geben, so dald

fi@+h)= fi(x)+ > yiih; +o(|R]])

J=1
ist. Den Vektor auR™, desseri-te Komponente die Summe degfh;
ist, kdnnen wir auch kurz schreiben als Produkt

n
Y1 Y2 -+ Vi hy ngl QerLy
Y21 Y22 -+ Yon h, _ Zj:l Y25 hj
Tmi Tm2 -+ Tmn hn E;’lzl ’ij hj

der Matrix mit Eintégeny,; mit dem Vektorh. Fur eine differenzierbare
Funktionf: D — R™ erwarten wir, dal3 es in jeder derKomponenten
einen Fehler der Form(||h||) gibt; wir haben also eineviektorausR™,
dessen @&mtliche Komponenten(||k||) sind. Um eine kurze Schreib-
weise zu haben, bezeichnen wir auch diesen Vektor einfath(fii||)
und definieren:

Definition: a) Die Funktionf: D — R™ mit D C R" hei3tdifferen-
zierbarim Punktz € D, wenn es eine x m-Matrix J(z) gibt, so daf3
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fur Vektorenh € R™ mit h — 0 gilt

f(@+h) = f@)+Jp(@)h +o[R]]) .
Die Matrix J¢(z) hei3tAbleitungoder Acosi-Matrix von f im Punktz.
b) Fur eine Funktiory: R™ — R kann die dann einzeiligedosI-Matrix
mit einem Vektor au®" identifiziert werden; dieser Vektor

71
gradf(z) = Vf(x) e

Tn
heil3tGradientvon f im Punktz € D. c) Eine differenzierbare Funktion
heil3tstetig differenzierbagvenn ihre Ableitung stetig ist.

Das SymbolV sieht zwar aus wie ein griechischer Buchstabe, ist aber
keiner; es ist ein auf den Kopf gestelltes groRes Dekp V f wird
~Nabla f* ausgesprochen nach dem griechischen Wef\« = Leier;

die Bezeichnung wurde einggfrt von dem irischen Mathematikeriy

LIAM ROWEN HAMILTON, den die Form vorV an eine Leier erinnerte.

WiLLIAM ROWENHAMILTON (1805-1865) wurde in Du-
blin geboren; bereits mitiihf Jahren sprach er Latein,
Griechisch und Heléisch. Mit dreizehn begann er, ma-
thematische Literatur zu lesen, mit 21 wurde er, noch als
Student, Professor der Astronomie am Trinity College
in Dublin. Er verlor allerdings schon bald sein Interesse
fur Astronomie und arbeitete weiterhin auf dem Gebiet
der Mathematik und Physik. Am bekanntesten ist seine
Entdeckung der Quaternionen 1843, vorher publizierte
er aber auch bedeutende Arbeitdrer Optik, Dynamik
und Algebra.

CARL GusTAv JacoB Jacosl (1804-1851) wurde in
Potsdam als Sohn eine#idischen Bankiers geboren
und erhielt den Vornamen Jacques Simon. Im Alter von
zwolf Jahren bestand er sein Abitur, muf3te aber noch
vier Jahre in AbschluRklasse des Gymnasiums bleiben,
da die Berliner Universitt nur Studenten mit minde-
stens 16 Jahren aufnahm. 1824 beendete er seine Studi-
en mit dem StaatsexametirfMathematik, Griechisch
und Latein und wurde Lehrer. AuBerdem promovier-
te er 1825 und begann mit seiner Habilitation. Etwa
gleichzeitig konvertierte er zum Christentum, so dal
er ab 1825 an der Univerait Berlin und ab 1826 in
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Konigsberg lehren konnte. 1832 wurde er dort Professor. dehre spter muf3te er aus
gesundheitlichen Ginden das raue Klima #higsbergs verlassen und lebte aahst in
Italien, danachiir den Rest seines Lebens in Berlin. Er ist vor allenuibert durch seine
Arbeiten zur Zahlentheorie uniber elliptische Integrale.

Mit obiger Definition haben wir etwashnliches wie die Definition
o= i J (@t h) — f(z)

O e

fur Funktionen einer V@nderlicher: Auf diese Weise ist die Ableitung
zwar definiert,aber sie wird — au3erhalb von Anfgervorlesungen —
praktisch nie so ausgerechnet. Entsprechend sollten wir #in Funk-
tionen mehrerer Vé@nderlicher eine effizientere Methode der Differen-
tiation finden.

Am einfachsten re es, wenn wir den wohlbekannten Kller Diffe-
rentialrechnungifr Funktionen einer Vé@nderlicher benutzerdkinten,
also versuchen wir, aus einer FunktibBnD — R™ mit D C R™ Funk-
tionen einer Veiinderlichen zu machen.

Dabei lbnnen wir uns sofort auf den Fatl = 1 beschénken, denn jede
Funktion f: D — R™ ist zusammengesetzt aus Komponentenfunk-
tionenf;: D — R; wir beschéinken uns daher zaohst auf Funktionen
fiD—R

Schwieriger ist die Reduktion von auf eins. Trotz der schlechten
Erfahrungen im vorigen Paragraphen, wo eine unstetigettamkach
Einschiankung auf eine beliebige Gerade stets stetig wurde, walien
uns exakt diese Einscmkungen genauer anschauen.

Eine Gerade durch einen gegebenen Punidt eindeutig festgelegt
durch einen Richtungsvekteywobei umgekehrt der Vekterdurch die
Gerade natrlich nicht eindeutig festgelegt ist: Jedes Vielfache won
(auBer dem Nullvektor) definiert dieselbe Gerade.

Wenn wir die Einschinkung vonf auf eine solche Gerade mit Rich-
tungsvektor betrachten, betrachten wir konkret die Funktion

g@t) = f(z +te),
einer einzigen Variableh € R, die Uberall dort definiert ist, wa + te
im DefinitionsbereichD von f liegt; fur eine offene Menge also
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zumindest in einem gewissen offenen Intervall um den Nulkpuer
reellen Geraden.

Damit kdnnen wir nach der Differenzierbarkeit dieser Funktion.f= 0
fragen; falls sie differenzierbar ist, bezeichnen wir dideitung
g(h) = g0 _ . f(@+he) - f(a)

h h—0 h
als Richtungsableitungron f in Richtunge. Eine einfache Anwen-
dung der Kettenregel, die jeder Leser am Rand des Skriptwrs k
durchiihren sollte, zeigt, dafd diesRichtungsableitung* nicht nur von
der Richtungdes Vektorse abhangt, sondern auch von desdeinge:
Beispielsweise istifr k(t) = f(z + 2te)

k'(0) = 24'(0) .
Speziell kbnnen wir diese Richtungsableitungen betrachiiedén Fall,

dale einEinheitsvektoist (genau ist der Grundif die Bezeichnung),
beispielsweise einer der Koordinateneinheitsvektoren

e; =(,...,1,...,0),
bei dem an dei-ten Stelle eine Eins steht und sonst lauter Nullen.
Alsdannist fir g, (¢) = f(z + te;)

f(z + he;) — f(x)
h
o fg, by x) — f@g e, T,)
= lim
h—0 h

die Ableitung jener Funktion, die nur vam, abhangt, wahrend alle
anderen Koordinaten; festgehalten werden. Wir behandeln also beim
Differenzieren alle Variablem; mit Ausnahme vor; als Konstanten
und leiten die so entstehende Funktion inidleliichen Weise ab nachy.
Diese Ableitung, so sie existiert, bezeichnen wirgstielle Ableitung

fo@)= 2 @)

ox;
von f nachz,;; das Symbob wird, wenniuiberhaupt, alsdel* ausge-
sprochen, wobedel nafirlich eine Abkirzung fir delta ist. Partielle
Ableitungen, so sie existieren, lassen sich nachiddichen Regeln der

/= iy

L
gi(0) = Jim
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Differentialrechnung iir Funktionen einer V@nderlichen berechnen,
sind also {ir ,gutartige” Funktionen problemlos.

Falls die Funktionf in =z € D differenzierbar ist, existiert auch jede
Richtungsableitung, denn da darim feden Vektor gilt
flz+h) = f(@)+(Vf(),h)+o([n]),

ist insbesondere auch

fl@+te) = f(z) +(V[(z), te) + o([[tel]) = f(z) + 1 (V f(z),€) +o(t) ;

denn(V f(z), e} und||e|| sind schlieBlich Konstanten. Damit existiert

I (e te) g = (VF@)e)

fur jeden Richtungsvektar, insbesondere existieren ddich alle par-
tiellen Ableitungen.

Die Umkehrung gilt leider nicht immer: Die (offensichtligh (0O, 0)
unstetige) Funktion

R? —-R
I 1 fallszy #0
@9 =30 fallszy =0

verschwindet auf det-Achse und deg-Achse;lberall sonst hat sie den
Wert eins. Damit existieren im Punkt,(@) beide partielle Ableitungen
und sind identisch Null. Trotzdem igt naiirlich nicht differenzierbar
in (0, 0), denn daf (h, k) fur jeden Punkt, der nicht auf einer der beiden
Koordinatenachsen liegt, gleich eins ist, kann es keinderdhc € R
geben, so dal3

f(h, k) = f(0,0) +bh + ck + o(Vh? + k?)
ist, dennf(0,0) = 0 undf(h, k) = 1 fur hk # O.

Nun wird natirlich jeder verfinftige Mensch einwenden, dal3 dieses
Beispiel sehr Knstlich ist, und in der Tat verhalten sighutartige”
Funktionen nicht so:

Lemma: Falls f: D — R auf der offenen Teilmeng® C R" stetig
ist und auch alle partiellen Ableitungen vgrdort existieren und stetig
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sind, istf in D differenzierbar und

[y ()

gradf(z) = Vf(z) = :
fz, ()

Beweis:Seiz € D. Da D offen ist, gibt es eine Kugel um, die ganz

in D liegt; wir betrachten im folgenden nur Vektorén deren lange

hochstens gleich dem Radius dieser Kugel ist, so@daf® stets inD
liegt.

Wir betrachtenf zuréchst nur als Funktion der ersten Variablen; da
deren Ableitungf, in ganzD existiert, ist

fl+h)=f(xy+hqy,...,x, +h,)
=f(xy,wy+hyy..oyz, +hy) + fo (T, 25+ hy, ..z, + Ry )Ry +o(hy) .
Genauso ist, da die partielle Ableitung naghin ganzD existiert,
flxy, zy+hyy...yx, +h,)=
f(xy, mp, w3, ...z, + hy) + fo (w1, 20,23+ hg...,x, + h,)hy +o(hy)
und so weiter. Insgesamt erhalten wir
fl@+h)=f(@)+ f, (@1, 25+ hy, 3+ hg, ...z, + by, )hy +0(hy)

+ fwz(xl7 Tpy T3 + h3, ey Iy, + hn)hZ + O(hz)
+ wn,l(xb ey T Ty + hn)hn—l + O(hn—l)
+ fo (@1, )b, +o(h,,).
Die LANDAU-Symboleo(h,), . . ., o(h,,) kbnnen wir zuo(||h||) zusam-

menfassen, denn dh;| < ||h| firr jedes, kann keines def,; langsamer
gegen Null gehen als|.

Damit sind wir schon ziemlich nahe an dem, was iir die Differen-
zierbarkeit brauchen; allerdingaihngen die partiellen Ableitungen noch
von denh; ab, so daR die Differenz zwischéifr + h) und f(z) nicht
durch eine lineare Funktion ang#rert ist.
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Hier kommt nun die Stetigkeit der partiellen Ableitungers iBpiel:
Diese impliziert, dafd

flbiﬂ;lo(fwl(wl’% +hy ooz, v h,)— fo(T,7,. .. ,mn)) =0

ist. Damit ist(fml(ml, Ty+hy, ...z, +h,)— [, (2,25, .., wn)) hy =
o(||k]]), denn wenrk,; mit einem Ausdruck multipliziert wird, der gegen
Null geht, strebt das Produkiif » — O schneller gegen Null als,;
allein, undo(h,) kann durcho(||||) abgeschtzt werden. Also ist

le(l'bl'Z + h27 sy Ty + hn)hl

= [, (X1, oy - - -, 2 )hy +0(||A]]) = £, (@)hg + o(||R]]) -
Entsprechend@nnen wir auch bei deiibrigen partiellen Ableitungen
argumentieren und erhalten insgesamt, dal3

fl@+h)=f(@)+ fo,(@hy -+ [, @)y, +o([R]])

fa
=f@+ | | -hro(lrl)

fe.,
ist. Damit ist das Lemma bewiesen. .
Fur Funktionen mit stetigen partiellen Ableitungen ist deadent al-
so gerade der Vektor der partiellen Ableitungen; er kannitdéimer
die bekannten Ableitungsregeliirf Funktionen einer Vénderlichen
berechnet werden.

NB: Haufig wird der Gradient durch diese Fornagfiniert;in diesem
Fall folgt nafirlich aus der Existenz des Gradienten nicht die Differen-
zierbarkeit der Funktion; siehe obiges Beispiel einerefiggtn Funkti-
on, fur die alle partiellen Ableitungen in (0) existieren.

c) Ableitungsregeln

Da wir Ableitungen von Funktionen mehrerer ®aderlichen auf die
mit Methoden der eindimensionalen Analysis bestimmbaegetigilen
Ableitungen zuiickgefihrt haben, sollten wir erwarten, dal3 sich auch
die gewohnten Rechenregeln der Differentialrechnungréieginder-
lichen Uibertragen lassen. Dies ist in der Tat der Fall, wobei seliest
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Beweismethoden fastdrtlich ibernommen werderdkinen. Daher sol-
len hier nur ganz kurz einige einfache Regeln gezeigt weriigrden
Rest sei auf di#Jbungen verwiesen.

Am einfachsten ist die Lineaét der Ableitung:

Lemma: Sind f,g: D — R™ differenzierbare Funktionen auf der of-
fenen TeilmengeD C R", so ist auchifir allea,b € R die Funktion
af +bg differenzierbar und, s, (z) = aJ ;(z) +bJ (z) fur allez € D.
Speziell im Fallen = 1 ist alsoV(af + bg)(z) = aV f(z) + bVg(x).

Beweis:Wegen der Differenzierbarkeit voiund g ist fur allex € D
undh e R® mitz+h € D

fl@+h) = f(x)+Js(@)h+o(||h]]) und g(z+h) = g(z)+J,(x)h+o(]|R]]) .
Damit ist auch
(af +bg)(z +h)=af(z+h)+bg(z +h)

= af(z) + bg(x) + aJ ¢ (x)h + bJ,(x)h + o||h])
= (af +bg)() + (a(z) + bJ,(2)) e+ o|| ]}

denn auch jede Linearkombination zweier Funktionen demrefix||)
ist wieder o(||h||). Somit istaf + bg differenzierbar mit Ableitung
Japing(T) = adp(z) +bJ (x) fur allez € D.

]

Auch die LEiBNIZ-Regel gilt, d.h.

Lemma: Sind f,g: D — R stetig differenzierbare Funktionen auf der
offenen Teilmengd® C R", soistauctfg: D — R differenzierbar und
V(fg)(x) = fVg(x) + gV f(x).

Beweis:Wir konnen entweder wie oben mit der Definition argumen-
tieren, oder aber mit partiellen Ableitungen: Nach der Bkibekgel fir
Funktionen einer VVé@nderlichen ist die Produktfunktioriif jede der
Variablenz; partiell differenzierbar und

(9(fg) of

— (@)= f() (w)+g($) D

Wegen der vorausgesetzten stetlgen Differenzierbarkeltdiese Ab-
leitungen auch stetig, also iy differenzierbar mit diesen Ableitungen

Kap. 5: Funktonen mehrerer Verénderlicher 36

als Komponenten des Gradienten. Das sind aber genau diedt@mien
von fVg(z) + gV f(z).

Schliel3lich gilt auch eine Kettenregel:

Lemma: f:D — R™ sei differenzierbar aub C R® undg: £ — RP
sei differenzierbar auE C R™, wobei f(D) C E sei. Dann ist auch
g o f differenzierbar undi, ;(z) = J, (f(x)) J () fur allez € D.

Beweis:Wegen der Differenzierbarkeit vofi und g ist fur alle z €
D,ye Fundalleh e R", ke R" mitz+h € Dundy+k € E

flath) = f2)+ T p(@)hro(|hl)) und  g(y+k) = g(y)+J,)k+o(||k]) -
Ist f(x + h) € E, gilt daher auch
9(f(@+h)) = g(f(x) + s (@) +o(||hl]))
=g(f (@) + I, (f(@)) (J;(@)h + o(||R[])) + (T (@)h +o(||A]]))
= g9(f(@) + J,(f(2)) Tp(@)h +o(||h]]) ,
denn bei Multiplikation mit der (bemlich h) konstanten Matrix/; ()
bleibt eine Funktiorv(||2||) von dieser Form.

Fur weitere Ableitungsregeln sei auf dithungen verwiesen.

Natirlich gibt es auch im Mehrdimensionalen nicht nur eine Ableg,
sondern wir Bnnen Funktionen, entsprechende Differenzierbarkeit vor
ausgesetzt, auch mehrfach ableiten. Was genau wir untendteren
Ableitungen einer Funktion mehrerer éderlicher verstehen wollen,
soll aber erst weiter hinten definiert werden, da wir wegerbdeeits zu
Beginn dieses Semesters in der Mitkonomie wichtigen Anwendun-
gen auf Extremwertprobleme mit Nebenbedingungerazhst solche
Probleme betrachten wollen — soweit dies mit der erstenitiplg allein
moglich ist. Auch der achste Abschnitt istifr uns vor allem wichtig
fur den Umgang mit Nebenbedingungen.

d) Der Satz Uber implizite Funktionen

Der Zusammenhang zwischen zweidBenz und y ist nicht immer
explizit in der Formy = f(x) gegeben; gelegentlich hat man auch nur
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einen impliziten Zusammenhang(z,y) = 0; entsprechend auclirf
mehr als zwei Variablen. In diesem Abschnitt soll untersweérden,
wann eine Gleichung der For#i(z) = 0 nach einer der Variablen,
aufgebst werden kann.

In einfachen Bllen ist dies trivial ndglich, beispielsweiselit sich
F(z,y,z) =ax+by+cz=0

far ¢ # 0 durch
—ax — by

Cc
nachz auflosen. In etwas kompliziertereralfen, wie etwa bei

F(m,y)=w2+y2—l=0,

kann man fir die Punkte, die nicht auf detr-Achsey = 0 liegen,
zumindest lokal eindeutig explizit adden durch

y=+v1-2x2,
wobei das Vorzeichen gleich dem vgnm betrachteten Intervall ist.

Im allgemeinen gibt es jedoch keinediglichkeit fur eine explizite Auf-
I6sung mit den ublichen* mathematischen Funktionen, d.h. man kann
hdochstens dann adfsen, wenn man neue Funktionen &hmt.

Wie das Beispiel der Kreislinie zeigt, ist auch das nicht enmoglich:

Fur die beiden Punkte auf der-Achse gibt es offensichtlich keine
eindeutigeAuflosung, da sowohl die positive wie auch die negative
Waurzel Teilaufbsungen sind.

Diese Existenz mehrerer Teiladfungen Angt mit dem Verschwinden
der partiellen Ableitung nach zusammen: Falls diese partielle Ablei-
tung ungleich Null ist, gibt sie an, wie sicfi verandert, wenn mairy
andert, und sie gibt damit zumindest in erstéthidrung auch an, wie
many verandern muf3, um bei einénderung vonz die Bedingung
F(z,y) = 0 zu erhalten. Falls sie aber verschwindet, fehlt diesarin
mation.

Der Satziiber implizite Funktionen besagt, da3 das Nichtverschwin-
den dieser partiellen Ableitung bereits ausreicht um distérz einer
eindeutigen Aufbsung zu zeigen.
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Um den Beweis wenigstens einigermalli@imerschaubar zu halten,
mochte ich mich zuachst auf Funktionen zweier \@rderlicher be-
schianken:

Satz: D C R? sei offen undF: D — R sei stetig differenzierbar.
Dann gibt es iir jeden Punkty,yy) € D mit F(zg,yo) = 0 und

Ey(xo, yp) Z0 I_ntervallumge_zbungeﬁ vonz, und K vony, sowie eine
eindeutig bestimmte Funktioft I — K, so da3 iir allex € I gilt:

F(m, f(a:)) =0.
Die Funktionf ist stetig und differenzierbar; ihre Ableitung ist
! Fz(x7 y) H
T)=— mit = f(x).
f@)= = F v=f@)

Beweis:Wir beginnen mit einer Reduktion zwecks Vereinfachung der
Schreibarbeit: Offensichtlich gégt es, wenn wir den Falt; =y, =0
zu betrachten. Gilt@mlich der Satzifr die Funktion

G(l‘, y) = F(I + Lo Y + yO)
im Punkt (Q 0), so folgt er sofort aucliif F' im Punkt &, y,). AulRerdem
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, daR (0, 0) positiv ist, denn nach
Voraussetzung ist dieser Wert ungleich Null, und falls egatis sein
sollte, ersetzen wir einfach durch—F'.

Nach Voraussetzung sind die partiellen Ableitungen Fostetig; daher
ist £, nicht nur im Nullpunkt positiv, sondern auch noch in einewige
sen Umgebung davon. In dieser Umgeburéhien wir ein Rechteck

{@yeR|[-a<z<a und —F<y<py.

DaF, auf diesem Rechtediberall positiv ist, vachst die Funktion —
F(zg,y) fur jedeszy € [—a, ] streng monoton; wegeR(0, 0) = O ist
insbesonderé’(0, —3) < 0 und F(0, 3) > 0. Aufgrund der Stetigkeit
von F' ist damit fir z; aus einer gewissen Umgebung der Null auch
F(z,,—B) < 0undF(z,5) > 0. Indem wir rotigenfallsae noch etwas
verkleinern, bnnen wir annehmen, dal diés Bllez; € [—a, o] gilt.

Damit gibt es nach dem Zwischenwertsaiz fedesz; € [—a,a]
einy,, so dal’F'(z,,y,) verschwindet; wegen der strengen Monotonie
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der Funktiony — F'(z,,y) ist dieser Werly, eindeutig bestimmt. Wir
setzen dahef = (—a, ), K = (-3, 8) und

f:{I - K

Ty Yy

Damit ist f als Funktion festgelegt, und nach Konstruktion ist
F(x,f(x)) =0 furallexzel.

Wir missen uns nochiberlegen, daf die so konstruierte Funktjpn
stetig und differenzierbar ist.

Die Stetigkeit kbnnen wir etwa dadurch nachweisen, dafl3 \iirjede
gegen einc € I konvergierende Folgex(,) ausI zeigen, daf

Flim @) = lim f(z,)
n— oo n—oo
ist.
Dax in I liegt, wissen wir, daf3 es dazu ein eindeutig bestimmtesk’
gibt, so dal¥'(z,y) = 0 ist, amlichy = f(x). FUr jedess > 0 gibt es
daher eiry > 0, so da3F(z’,y’)| < ¢ ist, falls der Abstand zwischen
(@',y") und @, y) kleiner ist alss. Zu diesemy wiederum gibt es ein

N e N, sodaljz — z,,| < ¢ furallen > N, so da {ir alle solchem
gilt: |F(z,,,y)| < e. Lal3t man hiee gegen Null gehen, folgt, daf3

F(z,y)=F(lim z,,y)=0
ist, d.h.F(z, y) = 0 und damitf(z) = y, wie gewinscht.

Somitistf stetig; als @Achstes riassen wir noch die Differenzierbarkeit
zeigen. far einz € I und ein hinreichend kleinds € R, fur das auch
nochz + hin I liegt, ist nach Definition vorf

F(m+h,f(x+h))=0.

Andererseits &nnen wir diesen Funktionswert auch nach dem Mittel-
wertsatz berechnen: Mit= f(x + h) — f(z) ist

F(a+h, f+h) = F(e+h, f@)+k) = F( (2, f@) + (2)
und setzen wir

o(t) = F( (2. 1@) +1(})) |

Kap. 5: Funktonen mehrerer Veranderlicher 40

so ist nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

¢(1) = ¢(0) + (1)
fur einT zwischen Null und eins. Mi§ = z + Th undn = f(z) + 7k ist
daher

F(x+h, f(x)+k) = F(z, f(z)) + hF,(,1) + kF, ().
DaF(z +h, f(z) + k) undF (z, f(z)) beide verschwinden, folgt
fl@+h)—f) _k _ F,(&n)

h h Fy(&n)’
Fur h — 0 geht die rechte Seite wegen der Stetigkeit der partiellen
Ableitungen gegen-F, (z,y)/F,(z,y), insbesondere existiert also der
Grenzwert. (Man beachte, daf3 hier nochmals die Voraussgtzu7 0
berbtigt wird). Damit existiert auch der Grenzwert des linksstnden
Differenzenquotienteriif » — 0, d.h. f ist differenzierbar und hat die
behauptete Ableitung.

Nachdem wir wissen, daf3 die Ableitung vfmxistiert, ist ihre Berech-
nung, unabhngig vom gerade bewiesenen Satz, eine einfatthegs-
aufgabe: Die Funktio®' (z, f(z)) istgleich der Nullfunktion, und damit
verschwindet néirlich auch ihre Ableitung. Andererseits ist diese Ab-
leitung nach der Kettenregel gleich

Fy(z, f(z)) + F, (2, f(2)) - f'(2),
also folgt
_Fy (2, f(z))
Fy(z, f@)

wie Funktionen einer V@nderlichen knnen auch Funktionen mehrerer
Veranderlicher implizit definiert sein; die entsprechendeallgemei-
nerung des Satzaer implizite Funktionen folgt fast voléhdig aus
der koordinatenweisen Anwendung des obigen Satzes, iigufijr die
Stetigkeit der Funktion mufd man das entsprechende Arguausrdem
gerade beendeten Beweis noch einmal anwenden. Die Austage i

f'(z) =

Satz: D C R” sei eine offene Mengef: D — R eine stetig diffe-
renzierbare Funktion aub, unda = (a4,-..,a,) € D sei ein Punkt
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mit F'(a) = 0. FallsF, (a) 7 O ist, gibt es eine offene Umgebuig
von (aq,...,a,_1)iNn R™~! und eine Funktiorf € C}(U, R), so daRir
alle Punktey = (yy,..-,¥,_1) € U gilt:

F(y, f(y)) =0.
Firalle:i <n — 1ist

F, (v, f®))

[z, (y) = *m .

e) Ableitungen und Extrema

Im Eindimensionalen ist das Verschwinden der Ableitung eiatwen-
dige Bedingungiir einen Extremwert. Dies gilt genau so auch im Mehr-
dimensionalen:

Fur eine differenzierbare Funktiofi D — R auf einer offenen Teil-
mengeD C R™ istim Punktz, € D

f(@o +h) = f(=o) + gradf(zo) - h+o([]]).

Daher mu3ifir jeden Extremwert grafl(z,) gleich dem Nullvektor sein,
denn setzt mariif k ein kleines Vielfaches- gradf(z,) des Gradienten
ein, ware sonst

flazo+h) = f(z) +t(gradf(z,) - gradf(zo)) + o(||hl))
fur kleine positivet grofl3er alsf(z) und fur kleine negative kleiner.

Die Frage, welche Nullstellen des Gradienten wirklich Extwerten
entsprechen, ist schwieriger; in der Praxis wird es oft anfiaehsten
sein, sich die Umgebung des betreffenden Punktes mit irgelotien
ad hoecMethoden genauer anzusehen und dann zu entscheiden.

Klassisches Beispiel eines Punkts, in dem der Gradientchesis-
det, ohne dal3 ein Extremwert vorliegt, ist der in der folgamdb-
bildung gezeigte Sattelpunkt, hier dargestellt als Fumigivertiiber
dem Punkt (00) fiir die Funktionf(z, y) = 2® — y°.
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Graph der Funktion f(z,y) = - y2

Wie wir bald sehen werden, kann man auch hier mit den (noch zu
definierenden) dheren Ableitungen auch hinreichende Bedingungen
finden; diese sind allerdings schdir fFunktionen von zwei oder drei
Veranderlichen deutlich aufwendiger als im Falle eineravieterlichen.

f) Extremwerte unter Nebenbedingungen

Bei einem realen physikalischen, technischen wirtsdoh#&h oder so-
zialen Prozel3 énnen sich die Variablen selten frei im gesami®h
bewegen: Sinnvoll und realistisch ist meist nur eine besuktte Teil-
menge. Im Gegensatz zur Dimension eins, wo diese Teilmeraje p
tisch immer ein Intervall ist, kann sie im Mehrdimensiomaldurch
Randbedingungen aller Art charakterisiert sein und danthdeliebig
kompliziert aussehen.

Maxima und Minima auf solchen Teilmengen sind im allgemeikeine
lokalen Maxima oder Minima der betrachteten Funktion: Wevam die
jeweilige Flche verf3t, BRt sich der Funktionswert selbsirfeinen
solchen Extremwert meist noch — je nach Richtung — sowolgrg8ern
als auch verkleinern. Dementsprechetdken die Methoden, die wirim
vorigen Abschnitt diskutiert haben, solche Extremwaéiticherweise
nicht finden. Wir brauchen daher neue Werkzeuge, und diedser
Paragraphen bereitstellen.
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Die Ausgangslage ist typischerweise die folgende: Gegédteaine
Funktion f: R* — R, moglicherweise auch nur auf einer Teilmenge
D C R™ definiert, deren Extremwerte nicht a®f* oder D gesucht
werden, sondern nur auf einer Teilmenge, die beispielgndrisch das
Verschwinden einer weiteren FunktignR™ — R gegebenist. Falls wir
uns fir Extremwerte auf einer Kugel vom Raditism den Nullpunkt
interessieren, @re dies etwa die Funktion

. { R3 - R
J: (x,y,2) — a?+y?+22 12"
Eine mbgliche Strategie zurdsung solcher Probleme besteht darin, die
Gleichungg = 0 nach einer der Variablen aufpgen, diese dann ifi
einzusetzen und sodann eine géwliche Extremwertaufgabe zoden.
Diese Aufbbsung istexplizitnur in sehr einfachendflen niglich, aber
selbst wenn wir nur wissen, daf3 eine solche Asifingexistiert,kdonnen
wir doch damit argumentieren und Kriterien ableiten.

Unter Maxima und Minima sollen hiéokale Extrema verstanden wer-
den, so dal3 wir diéblichen Kriterien anwenderbkinen:

Definition: Wir sagen, die Funktiorf: D — R auf einer Teilmenge
. . Maximum
D C R” habe im Punktz € D ein Iokales{ - } unter der
Minimum
Nebenbedingung = 0, wobeig: D — R eine weitere Funktion ist,
wenng(a) = 0 ist und es eine Umgeburig von a gibt, so dalir alle

2 € U gilt: Ist g(z) = 0, s0 istf(z) { i } f(a).

Als Einstiegsbeispiel betrachten wir eine beliebte Sanchlaufgabe zur
Minimumsbestimmung: Eine Konservendose soll bei einergegebe-
nen Volumen von 10@m® méglichst wenig Blech beitigen, d.h. ihre
Oberflache soll minimal sein.

Die Oberfiche eines Zylinders derdieh mit einer Grundfhche vom
Radiusr ist
f(r,h) = 2rr?+ 217 - h;
wegen der Nebenbedingunigridas Volumer?/ = mr2h muR gelten
g(r,h) = 7r*h —100=0.
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Oberflache einer Konservendose mit festem \olumen
Hier laRt sich nairlich die Nebenbedingung sofort naklauflosen:
100
m [
und wir missen nur noch die Funktion

1 2
F(r) :f(r, ig) = 27T7‘2+i0
T r

minimieren. Fir diese ist

h =

2
F'(r) = 4rxr — g),
,
und dies verschwindet genau dann, wenn gilt

47r® =200 oder r = { 5—0
Vs

In diesem einfachen Fall konnten wir die Optimierung alsaizkfiihren
auf gewbhnliche Extremwertaufgaben einer ¥ederlichen, indem wir
die Nebenbedingung nach einer der Variablen@stéin und diese dann
in f einsetzten. Im allgemeinen wird dies aber nicliighich sein, so
daf? wir andere Methoden brauchen.

Unser bisherige Theoriéif lokale Extrema ist in dieser Situation nicht
anwendbar, denn die lokalen Extrema yomerden nurin den seltensten
Fallen die Nebenbedingung= 0 erfullen.
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In der obigen Abbildung ist die Nebenbedingung alérgr Fhche dar-
gestellt und der Graph vofials rote; wie man siehtaldt sich der Wert
von f problemlos verkleinern, wenn man nur diééheg = 0 ver&fit,
und in der Tat ist auch ohne jede Mathematik sofort klar, da&® m
mit weniger Blech auskommt, wenn man die Konservendosadinf
schmaler oderikrzer macht.

Die Grundidee ir ein alternatives Verfahren wird klar bei der Betrach-
tung der Niveaulinien: Die Niveaulinigif g = 0 ist giiin eingezeichnet,
verschiedene Niveaulinien vghals rote Kurven.
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Niveaulinien fur Oberflache und

Wie man sieht, schneiden einige dieser Niveaulinien digrigeglte
Kurve Uberhaupt nicht: Wenn man zu wenig Blech hat, kann man keine
Dose mit 10@:m? Inhalt zusammefiten. Wenn es dagegen genug Blech
gibt, gibt es gleich zwei Schnittpunkte: Die Dose kann ewlgvecher
hoher oder eher breiter gemacht werden. In einem solchekaraliman

die Niveaulinie durch eine zu einem etwas niedrigeren Niv&xgaetzen,

die im allgemeinen auch wieder Schnittpunkte haben wirdjad das
Niveau noch nicht minimal sein kann. Erst wenn man im Minimigtn
fallen die beiden Schnittpunkte zusammen; wenn man nun desi
noch weiter erniedrigt, gibt es keine Schnittpunkte mehr.
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Da somit im Minimum zwei Schnittpunkte zusammenfallen iibeen
sich dort die Niveaulinien vorf und vong, d.h. sie haben eine ge-
meinsame Tangente. Da der Gradient, wie wir wissen, seinkae der
Tangenten der Niveaulinien steht (die Richtungsableitmtéang einer
Niveaulinie ist schlie3lich Null), sind somit die Gradientvonf undg
im Minimum zueinander parallel, d.h. der eine ist ein Vielias des
anderen.

Dies gilt nicht nur im vorliegenden Beispiel, sondern afigen:

Satz: D C R" sei eine offene Menge unfl g € C1(D, R) seien stetig
differenzierbare Funktionen aup. Falls f im Punkta € D ein Ex-
tremum hat unter der Nebenbedingu{g) = 0, so sind gragi(a) und
gradg(a) linear ablangig.

BeweisDie Grundidee ist einfach: Auch wenn wir die Nebenbedingung
nichtexplizitnach einer der Variablen agien kbnnen, sagt uns der Satz
Uber implizite Funktionen in vielendlen dennoch, daf3 zumindest lokal
eine Auflosung existiert. Diese Aufsung kennen wir zwar nicht, aber
wir kdnnen mit ihr argumentieren und, zumindest formal, auchrren.

Falls grady(a) der Nullvektor ist, gibt es nichts mehr zu beweisen, denn
jede Menge, die den Nullvektor eré, ist linear abBAngig.

Wir kdnnen daher annehmen, dal’ gr&d mindestens eine von Null
verschiedene Komponente hat, und durch Umnummerieren oer K
dinaten Knnen wir 0.B.d.A. annehmen, dal3 dies dite Komponente
ist, d.h.g, (a) #O.

Dann gibt es nach dem Satmer implizite Funktionen eine Um-
gebungU von (q,...,a,_4) sowie eine Funktiom.:U — R mit
h(aq,...,a,_1) = a,, SO dal

g(xl, ey xn_l, h(xl, . ,l'n_l)) = 0 fUI’ a.”e (Tl, ey xn—l) c U .

Nachdemf in a ein lokales Extremum unter der Nebenbedingyrg0
hat, nimmt die Funktion

F(Il, e ,l‘n_l) d:ef f(l'l, . ,l'n_l, h(l'l, ey xn_l))

in (aq,...,a,_4) ein lokales Extremum indiblichen Sinne an, d.h. der
Gradient vonF' verschwindet dort.
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Nach der Kettenregel istifi = 1,...,n — 1

in(ala te an—l) = le(a) + fzn(a) : hzi(a’la v aan—l) '
und nach dem Sater implizite Funktionen ist,, = —g,. /g, , d.h.

Fwi (a17 LR a’n—l) = le(a) N fwn (a)g.:;((z)) .

Da die linke Seite verschwindet, gilt dasselbe aughdie rechte. Die
rechte Seite ist im Gegensatz zur linken aughif= n definiert und
verschwindet aus trivialen @nden; also istiir alle:

ful) - 2295 @=0
9z, (@)
oder, anders ausgeniikt,
gradf(a) — RO gradg(a) =0.
9z, (@)

Damit sind die beiden Gradienten in der Tat linear&idig.

Falls der Gradient vog im Punkta nicht verschwindet, gibt es somit
eine Zahlx € R, so daflR

gradf(a) — Agradg(a) =0
ist, namlich
o @
9, ()
Diese Zahl bezeichnet man als¢rRANGESchen Multiplikator; mit sei-
ner inhaltlichen Interpretation werden wir uns iiite beschftigen.

JOSEPHLOUIS LAGRANGE (1736-1813) wurde alsiG-
SEPPE LODOVICO LAGRANGIA in Turin geboren und
studierte dort zuiichst Latein. Erst eine alte Arbeit
von HALLEY Uber algebraische Methoden in der Op-
tik weckte sein Interesse an der Mathematik, woraus
ein ausgedehnter Briefwechsel migiEER entstand. In
einem Brief vom 12. August 1755 berichtete er die-
sem unter andereriiber seine Methode zur Berech-
nung von Maxima und Minima; 1756 wurde er, auf
EuLERs Vorschlag, Mitglied der Berliner Akademie;
zehn Jahre dper zog er nach Berlin und wurde dort
EuLERs Nachfolger als mathematischer Direktor der
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Akademie. 1787 wechselte er an die Pariser Acai¢ des Sciences, wo er bis zu seinem
Tod blieb und unter anderem an der Einfung des metrischen Systems beteiligt war.
Seine Arbeiten umspannen weite Teile der Analysis, AlgebkchGeometrie.

Zur praktischen Bestimmung von Extremwerten unter Nebeéinen-
gen geht man wie folgt vortber die Punkte, in denen der Gradient
von g verschwindet, macht obiger Satz keine verwertbare Ausskgte
se Punkte riasssen also vorab berechnet und untersucht werden.

Danach niissen die Punkte gefunden werden, in denen es einR
gibt, so dal3

le(m) - )‘gzl(x) =0

fmn (l‘) - Agzn(x) =0

g(z)=0
ist. Mit der LAGRANGE-Funktion

‘C(mla sy Ty, )‘) = f(ﬂ?) - )\g(ﬂ?)
lalt sich dies auch kurz schreiben &81<(z4,...,z,,A) = 0, denn
die partiellen Ableitungen vot sind abgesehen vom Vorzeichen der
Ableitung nach\ gerade die linken Seiten diesen Gleichungssystems.

Dieses ist ein System vom + 1 Gleichungeniir n + 1 Unbekannte,
allerdings ist es nur selten linear und damit oft nicht mih dms be-
kannten Methoderbsbar. Manchmal kann man das Gleichungssystem
durch geeignete Umformungen und Fallunterscheidungedstaotlig
losen, in anderendflen helfen nur die aus der Numerik bekannten
Naherungsverfahren wie etwa die Methode vaawNsON-RAPHSON

Falls alle Gleichungen Polynomgleichungen sind (oder WEnfihrung geeigneter
zusatzlicher Variablen auf Polynomgleichungen iekgefihrt werden Bnnen), kann
man im Falle einer endlichendisungsmenge diese auch exakt bestimmen: Genau wie
der Gauss-Algorithmus zur Wosung eines linearen Gleichungssystems dieses auf eine
Treppengestalt bringt, aus der man digslungen einfach ermitteln kann, gibt es in der
Computeralgebra einen Algorithmus, der dassellseb€liebige Systeme von Polynom-
gleichungen versucht; die Gleichungen, die dieser Alponiis liefert, bezeichnet man
als GROBNER-Basis oder Standardbasis. Zum Vareinis dieses Algorithmus, den man
als eine Art Synthese ausuELIDischen Algorithmus und @uss-Algorithmus ansehen
kann, sind Kenntnisse der kommutativen Algebra erforderlfur die die Zeit in dieser
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Vorlesung nicht ausreicht; bei einigen Implementierungenden zuatzlich auch noch
Algorithmen aus der Informatik eingesetzt, die typischeisg nicht in Grundvorlesungen
behandelt werden. Deshalb sei hier nur darauf hingewielsédie @ngigen universellen
Computeralgebrasysteme wie Maple, Mathematica, MuPadatit entsprechende Rou-
tinen enthalten, mit denen man auch dann experimentienem kéenn man die dahinter
stehende Theorie nicht versteht.

Als Beispiel, wie gelegentlich auch ein nichtlineares Geingssystem
elementar gélst werden kann, betrachten wir eine Anwendung aus
den Wirtschaftswissenschaften: Die Gesamtproduktioesdimterneh-
mens oder eines Staats in Abtgigkeit vomn eingesetzten Ressourcen
zq,...,x, wird oft modelliert durch eine sogenannte&b-DOUGLAS-
Funktion der Form

P(zq,...,z,)=az. .. oo,

benannt nach den beiden Wissenschaftlern, die dieses MbeR8
fur die amerikanische Gesamtproduktion in Abbigkeit von Kapi-
tal und Arbeit in den Jahren 1899 bis 1922 entwickelten. (&re
den P ~ 1,014%“KY* mit A = Anzahl der Beschftigten und
K = Kapitaleinsatz.)

Betrachten wir stattdessen die Produktion eines Wirtsspafs aus zwei
Ressourcen, y genald der Funktion

fz,y) = P(z,y) = a/2yM*.

Falls wir der Einfachheit halber annehmen, dal3 die Kostergpmheit
fur z undy gleich sind und die Gesamtkostedidistens gleich zilf
sein dirfen, missen wirf maximieren unter der Nebenbedingung

rty<12.

Nun ist aberf eine monoton wachsende Funktion sowohl vworls
auch vony, d.h. die maximale Produktion wird sicherlich erreicht in
einem Punkt, tir denx +y = 12 ist, denn iir jeden anderen Punkt
(z,y) mitz +y < 12istf(z,y) < f(z,12— x). Daher lonnen wir die
Nebenbedingung in der gewohnten Form

glz,y)=x+y —-12=0

schreiben. Diese Nebenbedingung sowie die zu maximieremaletion
sind in rachsten Abbildung dargestellt.
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Ableitung beider Funktionen zeigt, dalR

1 1/4 /9,.1/2
gradg = <1> und gradf = (11/4423/4)

ist; das zudsende Gleichungssystem wird also zu

1/4
Yy _
—le/zf,\_o
1/2
X .
gm0
z+y—12=0

(Die Nenner brauchen uns nicht zén, denn d&(0, y) = f(z,0) =0
ist, kommen lbsungen mit: = 0 odery = O fir das Maximum ohnehin
nicht in Betracht; wir bnnen sie also getrost ausschliel3en.)

6 8 10
X

Maximierung einer Produktionsfunktion bei festem Kapitaleinsatz

Als Ansatz zu einer fiaglichen Losung bnnen wir ausnutzen, dagin
den beiden ersten Gleichungen isoliert steht; wenn wir claaafibsen
und gleichsetzen, erhalten wir die Gleichung

ylih g2

22172 T 434
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Multiplikation mit dem Hauptnenner macht daraus
Ay 484 = 2512212 oder Y ==z.
Einsetzen in die dritte Gleichung ergiby 3 12, also ist
y=4 und z=28;
der Maximalwert vory ist
f(8,4)=8Y2.4Y4=2V2.V/2=4.

Auch den lAGRANGEschen MultiplikatorA konnen wir noch ausrech-
nen:
yl/4 _ 41/4 _ \/é 1

A= = = ==,
2212 2.8Y2 2.2,/2 4

Die Berechnung voi war fiir die Bestimmung des Optimums eigentlich

Uberflissig; \ ist nur eine HilfsgdlRe zur Berechnung des Extremums.

Wir wollen uns als Achstediberlegen, daf? wik auch inhaltlich inter-
pretieren Bnnen: Dazu betrachten wir eine Nebenbedingung

g(xq,-..,z,)=c
mit variabler rechter Seite und ein Extremum der Funktion
f(l'l, . "/I;TL) .

Dieses Extremum wird nétlich von ¢ abrangen; wir schreiben es in
der Form

(.271(0), LR xn(c))
und nehmen an, daf3 die Funktionesc) stetig differenzierbar seien.
(Ein interessierter Leser kann sich anhand des Satkes implizite
Funktioneniiberlegen, welche Bedingunggnund g erfillen missen,

damit dies garantiert ist.) Der Optimalwert vérin Abhangigkeit vore
ist dann

F(C) d:ef f($1(6)7 R .Z'n(C)) .
Nach der Kettenregel ist

" Of da,(0)
— Ox; dc '

F'(c) =
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Genauso folgtir G(c) d:fg(xl(c), ..., z,(c)) die Gleichung
[}

" dg dx,(c)
’ - - hetad !
G(C)_;axi de
Da (z4(c), ..., z,(c)) ein Optimum ist, sind dort die Gradienten von
f undg — ¢ proportional mit Proportionakitsfaktor\, und da wir bei
der Gradientenbildung nur nach depableiten, von denen die rechte
Seitec nicht abfangt, ist der Gradient van— ¢ gleich dem vory selbst,

d.h.

of _ \ 0g

Oz, Oz,
Somit istF'(c) = AG'(c). Nun erfillt aber der Punkfz;(c), ..., z,(c))
die Nebenbedingung mit rechter Seited.h.G(c) = c undG’(c) = 1.
Damit ist\ = F'(c) die Wachstumsrateif das Optimum belnderung
der rechten Seite der Nebenbedingung.

fur allez .

Im obigen Beispiel steigt also die Maximalmeng, y), die mit Ka-
pitaleinsatz 12 produziert werden kanir, kleinesh ungefhr umh /4,
wenn wir den Kapitaleinsatz auf 124 erhdhen. Die Erlbhung des
Kapitaleinsatzes lohnt sich, wenirfdas fertige Produkt ein Preis pro
Einheit erzielt werden kann, derder ist als vier.

Als letztes wollen wir uns noctiberlegen, was passiert, wenn wir nicht
nur eine, sondern mehrere Nebenbedingungenlenfmissen. Es geht
also wieder darum, eine Funktiq;f‘(xl, ...,&,) ZU optimieren, jetzt
aber unter den Nebenbedingungen

gi(zq,..,2,) >0, ... g.(zq,...,2,)>0.
(Es geitigt, Bedingungen mit zu betrachten, denn durch Multiplika-
tion mit minus Eins kann man jede Ungleichung mitin eine mit>
Uberfihren. Auch Gleichungey) = 0 kann man zumindest formal durch
die beiden Ungleichungey) > 0 und—g, > 0 ausdiicken.)

Die wichtigsten Beispiele solcher Optimierungsaufgabind die Falle
mit linearen Funktionery und g,; hier redet man voriinearen Pro-
grammen(Das WortProgrammin diesem Zusammenhang hatinditch



