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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 25. Mai 2010a) Zeigen Sie, da� si
h jede nat�urli
he Zahl eindeutig darstellen l�a�t in der Form 1

2
m(m+1)+ℓmit m ∈ N0 und 1 ≤ ℓ ≤ m + 1 und folgern Sie, da� die Abbildung ϕ:N × N → N mit

ϕ(k, ℓ) = 1
2
(k+ ℓ − 2)(k+ ℓ − 1) + ℓ bijektiv ist!

Lösung: Sm = 1
2
m(m + 1) ist die Summe der ersten m nat�urli
hen Zahlen. Damit istklar, da� die Folge der Sm streng monoton w�a
hst; es gibt also zu jeder nat�urli
hen Zahl ngenau ein m ∈ N0, so da� Sm < n ≤ Sm+1 ist. Ebenfalls wegen der Summeninterpretationist Sm+1 − Sm = m + 1; s
hreiben wir also n = Sm + ℓ, mu� 1 ≤ ℓ ≤ m + 1 sein.Diese Darstellung ist eindeutig, denn ist n = Sm + ℓ mit m ∈ N0 und 1 ≤ ℓ ≤ m + 1,so ist Sm < n ≤ Sm + (m + 1) = Sm+1, womit m und damit nat�urli
h au
h ℓ eindeutigbestimmt w�are.Betra
hten wir nun die Abbildung ϕ. Zun�a
hst ist ϕ(k, ℓ) f�ur alle k, ℓ ∈ N eine nat�urli
heZahl, denn k + ℓ − 2 ≥ 0, so da� der erste Summand in N0 liegt, die Summe also wegen

ℓ ≥ 1 in N.Die Bijektivit�at l�a�t si
h am einfa
hsten na
hweisen, indem wir eine Umkehrabbildung
ψ:N → N × N konstruieren: Wir s
hreiben eine vorgegebene nat�urli
he Zahl n als Sm + ℓmit 1 ≤ ℓ ≤ m+ 1 und setzen k = m+ 2− ℓ. Dann ist k ∈ N und

Sm + ℓ =
m(m + 1)

2
+ ℓ =

(k+ ℓ − 2)(k + ℓ− 1)

2
+ ℓ = ϕ(k, ℓ) ;wir setzen also ψ(n) = (k, ℓ): Wie wir gerade gesehen haben, ist ϕ ◦ψ die Identit�at auf N;starten wir umgekehrt mit (k, ℓ) ∈ N×N, so ist ϕ(k+ℓ) = Sk+l−2+ℓ und 1 ≤ ℓ ≤ k+ℓ−1,also ψ(ϕ(n)

)

= (k, ℓ).b) Zeigen Sie mit Hilfe der Abbildung ϕ, da� f�ur jede abz�ahlbar unendli
he Menge A undjede nat�urli
he Zahl n au
h A×A abz�ahlbar unendli
h ist!
Lösung: Eine Menge ist genau dann abz�ahlbar unendli
h, wenn es eine bijektive Abbil-dung ψ:N → A gibt. Dann ist au
h die Abbildung

Ψ:{ N × N → A×A
(k, ℓ) 7→

(

ψ(k), ψ(ℓ)
)bijektiv, und Ψ×ϕ:N → A×A ist die gew�uns
hte Bijektion.
) Wel
he der folgenden Teilmengen von R2 sind Nullmengen?

A = Q × Q, B = R × Q, C =
{
(x, y) ∈ R2

∣

∣ x+ y ∈ Q
}
,

Dε =
{
(x, y) ∈ R2

∣

∣ |xy| < ε
} mit ε > 0, E =

{
(x, y) ∈ R2

∣

∣ y = sin x}
Lösung: A = Q × Q ist als Produkt zweier abz�ahlbarer Mengen selbst abz�ahlbar, alsoNullmenge. B = R×Q ist zwar ni
ht abz�ahlbar, aber trotzdem Nullmenge, denn f�ur jedes
x ∈ Q ist R× {x} =

{
(y, x)

∣

∣ y ∈ R} eine Nullmenge, und die Vereinigung abz�ahlbar vielerNullmengen ist wieder eine Nullmenge.Aus demselben Grund ist au
h C eine Nullmenge, denn f�ur jedes q ∈ Q ist
Cq =

{
(x, y) ∈ R2

∣

∣ x+ y = q
}

=
{
(x, q − x)

∣

∣ x ∈ R
}eine Nullmenge, und C ist die Vereinigung der abz�ahlbar vielen Cq.



Dε ist f�ur kein ε > 0 eine Nullmenge, denn f�ur alle (x, y) mit |x| < √
ε und |y| < √

ε liegenin Dε, so da� der Nullpunkt ein innerer Punkt ist. Wie wir wissen, haben Nullmengenkeine inneren Punkte.
E s
hlie�li
h ist wieder eine Nullmenge als Bild von R unter der stetig di�erenzierbarenFunktion R → R mit x 7→ (x, sin x).d) Ri
htig oder fals
h: Sind A ⊂ Rn und B ⊂ Rm Nullmengen, so ist au
h A×B ⊂ Rn×Rmeine Nullmenge.
Lösung: Ri
htig: Sei ε > 0 vorgegeben. Da A und B Nullmengen sind, gibt es abz�ahlbareQuader�uberde
kungen von A und B mit Gesamtvolumen jeweils kleiner als √ε. Nehmenwir nun alle Quader der Form Qi ×Qj, wobei Qi einer der Quader aus der �Uberde
kungvon A ist und Qj entspre
hend von B, so ist die Menge aller dieser Quader abz�ahlbarund sie �uberde
ken A × B. F�ur festes i ist das Volumen der s�amtli
hen Quader Qi ×Qjdas Volumen von Qi mal der Summe der Volumina derQj, also kleiner als µ(Qi)

√
ε.Summieren wir nun no
h �uber alle i, erhalten wir eine Summe kleiner √ε · √ε = ε.e) f, g:D → R seien zwei stetige Abbildungen auf D ⊆ Rn. Zeigen Sie: Falls f(x) = g(x) f�urfast alle x ∈ D, ist f = g.

Lösung: Wir betra
hten die Menge A aller x0 ∈ R mit f(x0) 6= g(x0). Na
h Voraussetzungist dies eine Nullmenge; falls sie leer ist, sind wir fertig. Andernfalls sei x0 ein Punkt ausA.Da eine Nullmenge keine inneren Punkte hat, liegen in jeder Umgebung von x0 Punkte, dieni
ht aus A sind. Wir w�ahlen jeweils einen sol
hen Punkt xk aus der Kugel mit Radius
1/k um x0. Dann ist f(xk) = g(xk) f�ur alle k ∈ N, und da die Folge der xk gegen x0konvergiert, ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f und g

f(x0) = lim
k→∞

f(xk) = lim
k→∞

g(xk) = g(x0) ,im Widerspru
h zur Annahme x0 ∈ A. Also ist A = ∅ und f = g.f) Ri
htig oder fals
h: A ⊂ Rn ist genau dann eine Nullmenge, wenn µ∗(A) = 0 ist.
Lösung: Das sind im wesentli
hen einfa
h die De�nitionen: Ist A eine Nullmenge, so gibtes f�ur jedes ε > 0 eine Quader�uberde
kung vonA mit Gesamtvolumen kleiner ε, die Mengealler sol
her Volumina enth�alt also zu jedem ε > 0 ein Element, das kleiner ist als ε. Damitmu� µ∗(A) als In�mum dieser Menge vers
hwinden.Ist umgekehrt µ∗(A) = 0, so gibt es, da dies die kleinste untere S
hranke der Menge ist, f�urjedes ε > 0 eine Quader�uberde
kung von A mit Gesamtvolumen kleiner alsε; die MengeAist daher eine Nullmenge.g) Zeigen Sie, da� dur
h fk(x) = max{0, k−k2 |x|

} f�ur alle k ∈ N eine Funktion aus K0(R,R)de�niert wird!
Lösung: k− k2 |x| vers
hwindet genau dann, wenn |x| = 1/k ist; wird der Betrag gr�o�er,wird der Ausdru
k negativ und damit fk(x) = 0. Der Tr�ager von fk ist daher dasabges
hlossene Intervall [−1/k, 1/k], also kompakt. Au�erdem ist fk stetig, denn im Innerndieses Intervalls ist es dur
h die stetigen Funktionen k + k2x f�ur x < 0 und k − k2x f�ur
k > 0 gegeben; die f�ur x = 0 beide den Wert k haben. An den Intervallgrenzen ist dieFunktionen, genau wie au�erhalb, glei
h Null.h) Bere
hnen Sie ∫

R
fk und lim

k→∞

∫
R
fk !

Lösung:

∫

R

fk =

1/k∫

−1/k

(

k− k2 |x|
)

dx = 2

1/k∫

0

(k− k2x)dx = 2

(

kx− k2 x
2

2

∣

∣

∣

∣

1/k

0

)

= 2

(

1−
1

2

)

= 1 ,



und damit ist au
h lim
k→∞

∫
R
fk = 1.i) Ist (fk)k∈N eine Cau
hy-Folge in K0

1(R,R) ?
Lösung: F�ur ℓ > k ist

‖fℓ − fk‖1 =

∫

R

|fℓ − fk| =

1/k∫

−1/k

|fℓ(x) − fk(x)| dx = 2

1/k∫

0

|fℓ(x) − fk(x)| dx ,da der Integrand eine gerade Funktion ist. F�ur x > 1/ℓ, vers
hwindet fℓ(x), wir m�ussenalso �uber fk integrieren. F�ur kleinere positivex ist
fℓ(x) − fk(x) = (ℓ − ℓ2x) − (k− k2x) = (ℓ − k) − (ℓ2 − k2)x = 0 ⇐⇒ x =

ℓ − k

ℓ2 − k2
=

1

ℓ+ k
;f�ur gr�o�ere x ist fk(x) gr�o�er, f�ur kleinere fℓ(x). Somit ist

‖fℓ − fk‖1 =

1/(k+ℓ)∫

0

(

fℓ(x) − fk(x)
)

dx+

1/ℓ∫

1/(k+ℓ)

(

fk(x) − fℓ(x)
)

dx+

1/k∫

1/ℓ

fk(x)dx

=

1/(k+ℓ)∫

0

(

(ℓ − k) − (ℓ2 − k2)x
)

dx+

1/ℓ∫

1/(k+ℓ)

(

(k− ℓ) − (k2 − ℓ2)x
)

dx+

1/k∫

1/ℓ

(k − k2x)dx .Diese Integrale k�onnen wir ohne gr�o�ere Probleme ausre
hnen; am einfa
hsten ist dasletzte:
1

k∫

1/ℓ

(k− k2x)dx = k

(

1

k
−
1

ℓ

)

−
k2

2

(

1

k2
−
1

ℓ2

) .F�ur ℓ → ∞ geht dies gegen 1− 1
2

= 1
2
, womit eigentli
h s
hon klar ist, da� (fk)k∈N keineCau
hy-Folge ist. Spezieller k�onnen wir au
h ℓ = 2k einsetzen; dann erhalten wir 1/8. Dakeiner der drei Integranden negativ werden kann, ist somit ‖fk − f2k‖ ≥ 1

8
f�ur alle k ∈ N,kann also unm�ogli
h f�ur alle hinrei
hend gro�en k kleiner sein als beispielsweise ε = 1

10
,so da� wir ganz konkret sehen, da� die De�nition einer Cau
hy-Folge ni
ht erf�ullt ist.j) Ist (fk)k∈N eine Cau
hy-Folge in K0

∞(R,R) ?
Lösung: Im Punkt x = 0 ist fℓ(x) − fk(x) = ℓ − k; damit ist ‖fℓ − fk‖∞ ≥ |ℓ− k|, alsokann dies keine Cau
hy-Folge sein.k) Gibt es eine Funktion f, gegen die (fk)k∈N punktweise konvergiert?
Lösung: Nein, denn die Folge der fk(0) = k divergiert.l) Gibt es eine stetige Funktion f:R → R, gegen die (fk)k∈N fast �uberall (punktweise)konvergiert?
Lösung: Ja, denn f�ur alle x 6= 0 konvergiert die Folge der fk(x) gegen Null, da fk(x) = 0f�ur alle k > 1/ |x|.m)F�ur r > 0 sei gr:R → R gegeben dur
h

gr(x) =




 e

4r

(b − a)2
e

−r

(x − a)(b− x) falls a < x < b
0 sonstZeigen Sie, da� gr eine Funktion mit kompaktem Tr�ager ist, und bestimmen Sie dasMaximum von gr!



Lösung: Da gr(x) au�erhalb des Intervalls [a, b] vers
hwindet, m�ussen wir nur zeigen, da�
gr(x) eine stetige Funktion ist. Im Intervall (a, b) ist gr stetig, da zusammengesetzt ausder Exponentialfunktion und Grundre
henarten, und die Limites lim

xւa
gr(x) und lim

xրb
gr(x)vers
hwinden beide, da das Argument der Exponentialfunktion in beiden F�allen gegen −∞geht. Also ist gr stetig auf ganz R mit Tr�ager [a, b] falls b > a und ∅ sonst.

(x− a)(b − x) = −x2 + (a + b)x− ab = −

(

x−
a+ b

2

)2

+ ab−

(

a + b

2

)2w�a
hst im o�enen Intervall von a bis 1
2
(a+b) monoton, um dann bis b monoton zu fallen;beim Kehrwert ist es umgekehrt, f�ur den negativen Kehrwert und die Funktion gr wiedergenauso. Somit nimmt gr sein Maximum im Punkt 1

2
(a + b) an; der Funktionswert dortist, dank des Vorfaktors, glei
h eins.n) Zeigen Sie, da� f�ur die Folge der Funktionen fk = g1/k und f(x) =

{
1 falls x ∈ (a, b)

0 sonstgilt: lim
k→∞

∫∞

−∞

|f(x) − fk(x)| dx = 0 !Hinweis: Betra
hten Sie f�ur ein hinrei
hend kleines δ > 0 die drei Intervalle [a, a + δ],
[a + δ, b− δ] und [b− δ, b] getrennt!
Lösung: Wir w�ahlen eine positive Zahl δ < 1

2
(b − a) und betra
hten zun�a
hst nur dasIntervall [a+δ, b−δ]. Dort ist die Di�erenz zwis
hen f(x) und fr(x) im Intervallmittelpunkt

(a + b)/2 glei
h null und w�a
hst dann zu den Intervallenden hin monoton, da fr selbstdort monoton f�allt. Tats�a
hli
h sieht man lei
ht, da� fr monoton wa
hsend sowohl in x−aals au
h in b − x ist; da beide Ausdr�u
ke im Intervall [a + δ, b − δ] dur
h δ na
h untenbes
hr�ankt sind, ist fr(x) in diesem Intervall daher �uberall mindestens glei
h
e

4r

(b− a)2
e

−r

δ(1− δ) = e
−r

(

1

δ(1− δ)
−

4

(b− a)2

) .F�ur alle x ∈ [a + δ, b− δ] ist daher
f(x) − fr(x) ≤ 1− e

−r

(

1

δ(1− δ)
−

4

(b− a)2

) .Dieser Ausdru
k ist no
h ni
ht sehr angenehm; wir wollen ihn weiter abs
h�atzen. Na
hKonstruktion von fr ist der Exponent negativ, und f�ur alle x ≥ 0 ist 1 − e−x ≤ x, denndies gilt f�ur x = 0, und die Ableitung e−x von 1− e−x ist f�ur jedes positive x kleiner alsdie Ableitung eins von x. Daher ist f�ur t ∈ [a + δ, b− δ]

f(x) − fr(x) ≤ 1− e
−r

(

1

δ(1− δ)
−

4

(b− a)2

)

≤ r
(

1

δ(1− δ)
−

4

(b − a)2

) .Das Intervall hat die L�ange (b− δ) − (a + δ) = a + b− 2δ; somit ist f�ur kleine δ
b−δ∫

a+δ

|f(x) − fr(x)| dx ≤ r(b− a− 2δ)

(

1

δ(1− δ)
−

4

(b− a)2

)

≤ r(b− a)

(

2

δ
−

4

(b− a)2

) .In den Intervallen [a, a + δ] und [b − δ, δ] s
h�atzen wir die Di�erenz einfa
h dur
h einsab; die entspre
henden Intergrale sind also h�o
hstens glei
h δ, d.h.
∞∫

−∞

|f(x) − fr(x)| dt ≤ δ+ r(b− a)

(

2

δ
−

4

(b− a)2

)

+ δ ,Wir spezialisieren auf δ =
√
r; dann wird dies zu

√
r

(

2+ (b− a)

(

2−
4
√
r

(b− a)2

)) ,was f�ur r → 0 gegen Null geht.


