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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 25. Mai 2010

Zeigen Sie, daf sich jede natiirliche Zahl eindeutig darstellen 1a8t in der Form %m( m+1)+¢{
mit m € No und 1 < { < m+ 1 und folgern Sie, dafl die Abbildung @:N x N — N mit
@(k,0) =2 (k+0—2)(k+L— 1) + ¢ bijektiv ist!

Loésung: S, = %m(m + 1) ist die Summe der ersten m natiirlichen Zahlen. Damit ist
klar, daf} die Folge der S, streng monoton wachst; es gibt also zu jeder natiirlichen Zahl n
genau ein m € Ny, so daB8 S, <n < S;,,41 ist. Ebenfalls wegen der Summeninterpretation
ist S;uy1 —Sm = m -+ 1; schreiben wir also n =S, + {, muB8 1 <{ < m+ 1 sein.

Diese Darstellung ist eindeutig, denn ist n =S,y +{mit me Nound 1 < { <m+1,
soist S,y <N < S+ (Mm+1) =Sy 4+1, womit m und damit natiirlich auch { eindeutig
bestimmt wére.

Betrachten wir nun die Abbildung ¢. Zunéichst ist ¢@(k,{) fiir alle k, £ € N eine natiirliche
Zahl, denn k+ £ —2 > 0, so daf der erste Summand in Ny liegt, die Summe also wegen
£>1in N.

Die Bijektivitat 148t sich am einfachsten nachweisen, indem wir eine Umkehrabbildung
P:N — N x N konstruieren: Wir schreiben eine vorgegebene natiirliche Zahl n als S;, + ¢
mit 1 <{<m-+1 und setzen k =m+ 2 —{. Dann ist k € N und

m(mz+1) . (k+¢ 2)2(k+€ 1) o=k 0);

wir setzen also P(n) = (k,{£): Wie wir gerade gesehen haben, ist ¢ o\ die Identitdt auf N;
starten wir umgekehrt mit (k,£) € NxN, soist @(k+£) =Sy 2+lund 1 <€ < k+L£—1,
also P (p(n)) = (k,0).

S+ 0=

Zeigen Sie mit Hilfe der Abbildung ¢, daB fiir jede abzdhlbar unendliche Menge A und
jede natiirliche Zahl n auch A x A abzdhlbar unendlich ist!

Loésung: Eine Menge ist genau dann abzdhlbar unendlich, wenn es eine bijektive Abbil-
dung P:N — A gibt. Dann ist auch die Abbildung
JNXN—=AXA
(k, &) = (W(k), ()

bijektiv, und ¥ x @:N — A x A ist die gewiinschte Bijektion.

Welche der folgenden Teilmengen von R? sind Nullmengen?

A=QxQ, B=RxQ, C={(xy) eR?®|x+yecqQ},
De={(xy) €R*||xy|<e} mite>0, E={(xy)e€R’|y=sinx}

Losung: A = Q x Q ist als Produkt zweier abzahlbarer Mengen selbst abzdhlbar, also
Nullmenge. B = R x Q ist zwar nicht abzdhlbar, aber trotzdem Nullmenge, denn fiir jedes
x € Q ist R x {x} = {(y,x) | y € R} eine Nullmenge, und die Vereinigung abzihlbar vieler
Nullmengen ist wieder eine Nullmenge.

Aus demselben Grund ist auch C eine Nullmenge, denn fiir jedes q € Q ist
Cq={(xv) € R? |x+y=q}={(x,a—x) | xR}
eine Nullmenge, und C ist die Vereinigung der abzdhlbar vielen Cg.
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D, ist fiir kein ¢ > O eine Nullmenge, denn fiir alle (x,y) mit x| < /¢ und |y| < /¢ liegen
in D¢, so daf3 der Nullpunkt ein innerer Punkt ist. Wie wir wissen, haben Nullmengen
keine inneren Punkte.

E schliefllich ist wieder eine Nullmenge als Bild von R unter der stetig differenzierbaren
Funktion R — R mit x — (x, sinx).

Richtig oder falsch: Sind A C R™ und B C R™ Nullmengen, so ist auch A xB C R™ xR™
eine Nullmenge.

Losung: Richtig: Sei ¢ > 0 vorgegeben. Da A und B Nullmengen sind, gibt es abzahlbare
Quaderiiberdeckungen von A und B mit Gesamtvolumen jeweils kleiner als \/e. Nehmen
wir nun alle Quader der Form Q; x Q;, wobei Q; einer der Quader aus der Uberdeckung
von A ist und Qj; entsprechend von B, so ist die Menge aller dieser Quader abzdhlbar
und sie iiberdecken A x B. Fiir festes i ist das Volumen der sdmtlichen Quader Q; x Q;
das Volumen von Q; mal der Summe der Volumina derQj, also kleiner als p(Qi)y/e.
Summieren wir nun noch iiber alle i, erhalten wir eine Summe kleiner /¢ - /¢ = ¢.

f,g:D — R seien zwei stetige Abbildungen auf D C R™. Zeigen Sie: Falls f(x) = g(x) fiir
fast alle x € D, ist f = g.

Losung: Wir betrachten die Menge A aller xy € R mit f(xg) # g(xo). Nach Voraussetzung
ist dies eine Nullmenge; falls sie leer ist, sind wir fertig. Andernfalls sei xy ein Punkt ausA.
Da eine Nullmenge keine inneren Punkte hat, liegen in jeder Umgebung von xo Punkte, die
nicht aus A sind. Wir wahlen jeweils einen solchen Punkt xy, aus der Kugel mit Radius
1/k um xo. Dann ist f(xy) = g(xk) fiir alle k € N, und da die Folge der xx gegen xo
konvergiert, ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f und g

fxo) = lim f(xi) = lim g(xi) = glxo),

im Widerspruch zur Annahme xo € A. Also ist A = () und f = g.

Richtig oder falsch: A C R™ ist genau dann eine Nullmenge, wenn p*(A) = 0 ist.

Lésung: Das sind im wesentlichen einfach die Definitionen: Ist A eine Nullmenge, so gibt
es fiir jedes ¢ > 0 eine Quaderiiberdeckung vonA mit Gesamtvolumen kleiner ¢, die Menge
aller solcher Volumina enthélt also zu jedem ¢ > O ein Element, das kleiner ist als €. Damit
mufl p*(A) als Infimum dieser Menge verschwinden.

Ist umgekehrt u*(A) = 0, so gibt es, da dies die kleinste untere Schranke der Menge ist, fiir
jedes € > 0 eine Quaderiiberdeckung von A mit Gesamtvolumen kleiner alse; die MengeA
ist daher eine Nullmenge.

Zeigen Sie, daB durch fy (x) = max{0, k—k? [x|} fiir alle k € N eine Funktion aus K°(R, R)
definiert wird!

Lésung: k — k? |x| verschwindet genau dann, wenn |x| = 1/k ist; wird der Betrag gréfier,
wird der Ausdruck negativ und damit fi(x) = 0. Der Trager von f, ist daher das
abgeschlossene Intervall [—1/k, 1/k], also kompakt. Auflerdem ist fy stetig, denn im Innern
dieses Intervalls ist es durch die stetigen Funktionen k 4 k?x fiir x < 0 und k — k?x fiir
k > 0 gegeben; die fiir x = 0 beide den Wert k haben. An den Intervallgrenzen ist die
Funktionen, genau wie auflerhalb, gleich Null.

Berechnen Sie [}, fi. und klingo g fx!
Losung:
1/k 1/k 2 1/k ]
J i = J (k—k2|x|)dx:2J(k—kzx)dx:Z kx — k? = :2(1—-):1,
R 2|, 2

—1/k
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und damit ist auch klim Jefk=1.

Ist (fx)ren eine CAucHY-Folge in K{(R,R)?

Lésung: Fiir £ > k ist

1/k 1/k
[fe — fill; =J [fo — fi| = J [fe(x) — fr(x)| dx =2 J [fo(x) — fi(x)| dx,
R
—1/% 0

da der Integrand eine gerade Funktion ist. Fiir x > 1/{, verschwindet f,(x), wir miissen
also iiber fy integrieren. Fiir kleinere positivex ist

(—k 1
2 2 2 2 .
fo(x) —fre(x) =L —€0%)— (k—kx)=l—Kk)— (- =k )x =0&= x = o Tk
fiir groBere x ist fi (x) grofer, fiir kleinere fy(x). Somit ist
1/(k+12) 1/t 1/k
er — ka] = J (f@(X) — fk(X)) dx + J (fk(X) — f@(X)) dx + J fk(X) dx
0 1/(k+12) 1/¢
1/(k+¢) 1/ 1/k
= J ((6—%) — (& —k*)x) dx + J (k=0 — (k* — *)x) dx + J (k —k*x) dx..
0 1/(k+10) 1/¢

Diese Integrale konnen wir ohne grofiere Probleme ausrechnen; am einfachsten ist das

letzte:
1 1 k2 /1 1
— 2 pr— _—— - _—— _—
k —k“x) dx k(k €> > <k2 €2>'

Fiir { — oo geht dies gegen 1 — % = %, womit eigentlich schon klar ist, dafl (fy)xen keine

Cavucuy-Folge ist. Spezieller konnen wir auch { = 2k einsetzen; dann erhalten wir 1/8. Da
keiner der drei Integranden negativ werden kann, ist somit ||fx — fo| > g fiir alle k € N,
kann also unmdglich fiir alle hinreichend grofien k kleiner sein als beispielsweise ¢ = 1‘—0,
so dafl wir ganz konkret sehen, daf3 die Definition einer CAUCHY-Folge nicht erfiillt ist.

(

1/¢

Ist (fi)ren eine CAUCHY-Folge in KO (R,R) ?

Losung: Im Punkt x = 0 ist fy(x) — fx(x) = £ —k; damit ist ||f, —fy| > [{ — k]|, also
kann dies keine CAUCHY-Folge sein.

Gibt es eine Funktion f, gegen die (fy)xen punktweise konvergiert?

Losung: Newn, denn die Folge der fi (0) = k divergiert.

Gibt es eine stetige Funktion f:R — R, gegen die (fy)xen fast iiberall (punktweise)
konvergiert?

Losung: Ja, denn fiir alle x = 0 konvergiert die Folge der fi (x) gegen Null, da fi.(x) =0
fiir alle k > 1/ [x|.

m)Fir r > 0 sei g.: R — R gegeben durch

4r —T
gr(x)=q elb—a)?elx—a)(b=%) fmusa<x<b
0 sonst

Zeigen Sie, dafl g, eine Funktion mit kompaktem Trdger ist, und bestimmen Sie das
Maximum von g,!




Lo6sung: Da g, (x) auBerhalb des Intervalls [a, b] verschwindet, miissen wir nur zeigen, dafl

gr(x) eine stetige Funktion ist. Im Intervall (a, b) ist g, stetig, da zusammengesetzt aus

der Exponentialfunktion und Grundrechenarten, und die Limites li}n gr(x) und ].i}I%j gr(x)
X a X

verschwinden beide, da das Argument der Exponentialfunktion in beiden Fallen gegen —oo
geht. Also ist g, stetig auf ganz R mit Trager [a, b] falls b > a und () sonst.

2 2
(X_“)(b—x)=—x2+(a+b)x—ab=—<x— a;b> +ab— <a42rb>

wéchst im offenen Intervall von a bis %(a+b) monoton, um dann bis b monoton zu fallen;
beim Kehrwert ist es umgekehrt, fiir den negativen Kehrwert und die Funktion g, wieder
genauso. Somit nimmt g, sein Maximum im Punkt %(a + b) an; der Funktionswert dort
ist, dank des Vorfaktors, gleich eins.

1 falls x € (a, b)

Zeigen Sie, daf} fiir die Folge der Funktionen fi = g7, und f(x) = {O sonst
jt

gilt:
klim J [f(x) — fx(x)] dx =0!

Hinwers: Betrachten Sie fiir ein hinreichend kleines 6 > O die drei Intervalle [a, a + 6],
[a+5,b— 3] und [b — §,b] getrennt!

Losung: Wir wahlen eine positive Zahl 6 < %(b — a) und betrachten zundchst nur das
Intervall [a+8, b—6]. Dort ist die Differenz zwischen f(x) und f,(x) im Intervallmittelpunkt
(a + b)/2 gleich null und wéchst dann zu den Intervallenden hin monoton, da f, selbst
dort monoton fallt. Tatsdchlich sieht man leicht, dafl f, monoton wachsend sowohl in x—a
als auch in b — x ist; da beide Ausdriicke im Intervall [a + 6,b — 6] durch 6 nach unten
beschrdnkt sind, ist f,(x) in diesem Intervall daher iiberall mindestens gleich

4r -1 1 4
b2 5(1-08) _, <5(1 —5) (b—a)2> _

Fiir alle x € [a + 6,b — §] ist daher _r< 1 _ 4 2)
fx)~frb) <1—e \o(1=8) (b—d]

Dieser Ausdruck ist noch nicht sehr angenehm; wir wollen ihn weiter abschdtzen. Nach
Konstruktion von f. ist der Exponent negativ, und fiir alle x > 0 ist 1 —e ™™ < x, denn
dies gilt fiir x = 0, und die Ableitung e ™ von 1 — e * ist fiir jedes positive x kleiner als
die Ableitung eins von x. Daher ist fiir t € [a + 6, b — §]
. < 1 4 >
- - 1 4
fx) — frlx) < 1— 5(1-38) (b—a)?/ < - .
()=t <1-e =T \80-0)  (b—ap2
Das Intervall hat die Lédnge (b —8) — (a +0) = a + b — 20; somit ist fiir kleine o
b—5

| 1)t e < o —a—29 (6(11—6) - (b_4a)2> srib—al (% - ﬁ) |

a+d
In den Intervallen [a, a + 6] und [b — §, 8] schatzen wir die Differenz einfach durch eins
ab; die entsprechenden Intergrale sind also hochstens gleich 9, d.h.

[ 1=t @t <8 w00 0) (5 - e ) 6,

Wir spezialisieren auf & = /r; dann wird dies zu

ﬁ<z+(b_a)<z_i>>,

(b—a)?
was fiir r — 0 gegen Null geht.



