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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 25. Mai 2010a) Zeigen Sie, da� sih jede nat�urlihe Zahl eindeutig darstellen l�a�t in der Form 1
2
m(m+1)+ℓmit m ∈ N0 und 1 ≤ ℓ ≤ m + 1 und folgern Sie, da� die Abbildung ϕ:N × N → N mit

ϕ(k, ℓ) = 1
2
(k + ℓ − 2)(k + ℓ − 1) + ℓ bijektiv ist!b) Zeigen Sie mit Hilfe der Abbildung ϕ, da� f�ur jede abz�ahlbar unendlihe Menge A undjede nat�urlihe Zahl n auh A × A abz�ahlbar unendlih ist!) Welhe der folgenden Teilmengen von R2 sind Nullmengen?
A = Q × Q, B = R × Q, C =

{
(x, y) ∈ R2

∣

∣ x + y ∈ Q
}
,

Dε =
{
(x, y) ∈ R2

∣

∣ |xy| < ε
} mit ε > 0, E =

{
(x, y) ∈ R2

∣

∣ y = sin x
}d) Rihtig oder falsh: Sind A ⊂ Rn und B ⊂ Rm Nullmengen, so ist auh A×B ⊂ Rn×Rmeine Nullmenge.e) f, g:D → R seien zwei stetige Abbildungen auf D ⊆ Rn. Zeigen Sie: Falls f(x) = g(x) f�urfast alle x ∈ D, ist f = g.f) Rihtig oder falsh: A ⊂ Rn ist genau dann eine Nullmenge, wenn µ∗(A) = 0 ist.g) Zeigen Sie, da� durh fk(x) = max{0, k−k2 |x|

} f�ur alle k ∈ N eine Funktion aus K0(R, R)de�niert wird!h) Berehnen Sie ∫
R

fk und lim
k→∞

∫
R

fk !i) Ist (fk)k∈N eine Cauhy-Folge in K0
1(R, R) ?j) Ist (fk)k∈N eine Cauhy-Folge in K0
∞

(R, R) ?k) Gibt es eine Funktion f, gegen die (fk)k∈N punktweise konvergiert?l) Gibt es eine stetige Funktion f:R → R, gegen die (fk)k∈N fast �uberall (punktweise)konvergiert?m)F�ur r > 0 sei gr:R → R gegeben durh
gr(x) =




 e

4r

(b − a)2
e

−r

(x − a)(b − x) falls a < x < b

0 sonstZeigen Sie, da� gr eine Funktion mit kompaktem Tr�ager ist, und bestimmen Sie dasMaximum von gr!n) Zeigen Sie, da� f�ur die Folge der Funktionen fk = g1/k und f(x) =
{

1 falls x ∈ (a, b)

0 sonstgilt: lim
k→∞

∫
∞

−∞

|f(x) − fk(x)| dx = 0 !Hinweis: Betrahten Sie f�ur ein hinreihend kleines δ > 0 die drei Intervalle [a, a + δ],
[a + δ, b − δ] und [b − δ, b] getrennt!


