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Themenvorshl�age f�ur die kleinen �Ubungen am 18. Mai 2010a) Rihtig oder falsh: F�ur f; g 2 K0(Rn ; R ) liegt auh die Funktion h(x) = f(x)2 + g(x)2in K0(Rn ; R ).L�osung: Rihtig: h(x) vershwindet genau dann, wenn sowohl f(x) als auh g(x) ver-shwinden. Ist also h(x) 6= 0, so mu� auh mindestens eine der beiden Funktionen f und gin x einen von Null vershiedenen Wert haben. Damit liegt x in mindestens einem derbeiden Tr�ager, also auh in deren Vereinigung. Diese ist als Vereinigung zweier kompakterMengen selbst kompakt, also liegt W = fx 2 Rn j h(x) 6= 0g in einer kompakten Men-ge. Diese ist insbesondere abgeshlossen und enth�alt daher auh den Abshlu� von W,den Tr�ager von h. Als abgeshlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist dieser selbstkompakt.b) Rihtig oder falsh: F�ur f; g 2 K0(Rn ; R ) liegt der Tr�ager von h in der Vereinigung derTr�ager von f und von g.L�osung: Rihtig; das folgt aus der Argumentation bei der vorigen Aufgabe.) Rihtig oder falsh: F�ur f; g 2 K0(Rn ; R ) ist der Tr�ager von h die Vereinigung der Tr�agervon f und von g.L�osung: Die oben de�nierte Menge W ist die Vereinigung der Mengen U = fx 2 Rn jf(x) 6= 0g und V = fx 2 Rn j g(x) 6= 0g; die Tr�ager von h; f; g sind die Abshl�usse die-ser Mengen. Die Behauptung folgt also, wenn wir zeigen k�onnen, da� der Abshlu� vonW = U [ V gleih der Vereinigung der Abshl�usse von U und V ist. Da diese Vereini-gung abgeshlossen ist, enth�alt sie den Abshlu� von W. Um die Gleihheit nahzuweisen,m�ussen wir zeigen, da� sie jeder Randpunkt von U oder V im Abshlu� von W liegt. Seialso x ein Randpunkt von U. Dann gibt es eine o�ene Umgebung O von x, die sowohlPunkte aus U als auh Punkte aus dem Komplement von U enth�alt. Falls letztere alle in Vliegen, ist insbesondere x 2 V, also erst reht x 2 W. Andernfalls ist x ein Randpunktvon W, liegt also im Abshlu� von W. Damit ist die Behauptung bewiesen.d) Rihtig oder falsh: Ist f: R 2 ! R eine stetige Funktion, so istg: R ! R mit g(x; y) = � f(x; y) falls x2 + y2 � 90 sonsteine Funktion mit kompaktem Tr�ager.L�osung: Das ist nat�urlih im allgemeinen falsh, denn es gibt keinen Grund zur Annahme,da� g in den Punkten der Kreislinie x2+y2 = 9 stetig ist. Einfahstes Gegenbeispiel w�aredie konstante Funktion f(x; y) � 1. Die Behauptung ist nur rihtig, wenn f(x; y) = 0 istf�ur alle x; y mit x2 + y2 = 3.e) R sei das Rehtek mit Eken (�1;�5) und f(x; y) = �(5- jyj�p1- x2. Was ist RR f ?L�osung:ZR f = 5Z
-5
0� 1Z
-1�5- jyj�p1- x2 dx1Ady = 5Z

-5
0��5- jyj� 1Z

-1p1- x2 dx1A .



F�ur p1- x2 kennen wir keine Stammfunktion; um eine zu bestimmen, bietet sih wegender Beziehung sin2 t+ os2 t = 1 die Substitution x = sin t an. Da x von -1 nah 1 l�auft,mu� dabei t von -�2 nah �2 laufen. Dann istp1- x2 =q1- sin2 t = pos2 t = os t ,denn im betrahteten Intervall nimmt der Kosinus keine negativen Werte an. Weiter istdx = os t dt, also 1Z
-1p1- x2 dx = �=2Z

-�=2 os2 t dt .Auf letzteres Integral k�onnen wir die Regel zur partiellen Integration anwenden: InZ u0vdt = uv- Z uv0 dtsetzen wir u = sin t und v = os t; dann ist u0 = os t und v0 = - sin t, alsoZ os2 t dt = sin t os t+ Z sin2 t dt = sin t os t+ Z(1- os2 t)dt= sin t os t+ Z dt- Z os2 t dt = sin t os t+ t- Z os2 t dt ,wobei die Integrationskonstante der Einfahheit halber weggelassen wurde. Bringen wirdas Integral rehts auf die linke Seite, erhalten wir das ErgebnisZ os2 t dt = t2 + sin t os t2 + Cund damit 1Z
-1p1- x2 dx = �=2Z

-�=2 os2 t dt = t2 + sin t os t2 �����=2-�=2 = �2 ,
denn der Kosinus vershwindet an beiden Grenzen.Mit diesem Ergebnis k�onnen wir die oben begonnene Rehnung fortf�uhren:ZR f = 5Z

-5
0��5- jyj� 1Z

-1p1- x2 dx1A = 5Z
-5 ��5- jyj��2� dy = �2 5Z

-5(�5- jyj�dy
= �2 0Z

-5(5+ y)dy+ �2 5Z
0(5- y)dy = �2  �5y+ y22 �����0-5 + �5y- y22 �����50!= �2 �25- 252 + 25- 252 � = 25�2 .

f) Interpretieren Sie dieses Integral als Volumen unterhalb einer Fl�ahe �uber R !L�osung: Die Fl�ahe ist nat�urlih der Graph von f(x; y) = �5 - jyj�p1- x2. Ohne denVorfaktor �5 - jyj� h�atten wir einen Halbkreis mit Radius eins; durh den Vorfaktor wirdieser in z-Rihtung um den Faktor �5 - jyj� gestrekt. Wir haben also eine Art Zelt,das aus einer halbkreisf�ormigen R�ohre vom Radius eins entsteht, indem wir diese an denR�andern auf H�ohe Null stauhen und dann die H�ohe zur Mitte hin linear bis auf f�unfwahsen lassen.
g) Q sei das Quadrat mit Eken (�1;�1). Berehnen Sie RQ f f�ur f(x; y) = maxfx+ y; 0g !



L�osung: Nah De�nition ist ZQ f = 1Z
-1
0� 1Z
-1maxfx+ y; 0gdx1Ady. F�ur festes y vershwin-det dieses Maximum, wenn x+ y < 0 oder x < -y ist; f�ur x � -y ist es x+ y. Da -y f�uralle y 2 [-1; 1℄ im Integrationsintervall [-1; 1℄ f�ur die Integration �uber x liegt, k�onnenwir beim inneren Integral daher einfah statt bei -1 erst bei -y beginnen und m�ussendann nur �uber x+ y integrieren:ZQ f = 1Z

-1
0� 1Z
-y(x+ y)dx1Ady = 1Z

-1 x22 + xy����1-y dy
= 1Z
-1
�12 + y- y22 + y2�dy = 1Z

-1
�y22 + y+ 12�dy

= y36 + y22 + y2 ����1-1 = 13 + 1 = 43 .
h) Hat die Funktion f aus der vorigen Aufgabe kompakten Tr�ager?L�osung: Nein,, denn f�ur beliebig gro�e x 2 R ist beispielsweise f(x; x) 6= 0.i) Q sei das Quadrat mit Eken (�1;�1). Berehnen Sie RQ f f�ur f(x; y) = jx- yj !

L�osung: Nah De�nition ist ZQ f = 1Z
-1
0� 1Z
-1 jx- yj dx1Ady. Um im inneren Integral einenIntegranden zu bekommen, dessen Stammfunktion wir kennen, m�ussen wir das Integrati-onsintervall aufteilen: F�ur x � y ist jx- yj = y - x; f�ur x � y ist jx- yj = x - y. DaheristZQ f = 1Z

-1
0� yZ
-1(y- x)dx+ 1Z

y(x- y)dx1A dy = 1Z
-1
��xy- x22 �����y-1 + �x22 - xy�����1y!dy

= 1Z
-1
��y2 - y22 �-�-y- 12�+�12 - y�-�y22 - y2��dy

= 1Z
-1(y2 + 1)dy = y33 + y����1-1 = 83 .

j) Die Funktion f: R 2 ! R sei gegeben durh f(x; y) = 1 - x2 - y2. Berehnen Sie RQ f f�urdas Quadrat Q mit Eken (�1;�1) !L�osung: Nah De�nition istZQ f = 1Z
-1
0� 1Z
-1 f(x; y)dx

1Ady = 1Z
-1
0� 1Z
-1(1- x2 - y2)dx1Ady

= 1Z
-1
�x- x33 - xy2�����1-1 dy = 1Z

-1
��1- 13 - y2�- �-1+ 13 + y2��dy

= 1Z
-1
�43 - 2y2�dy = 4y3 - 2y33 ����1-1 = 83 - 43 = 43 .



k) Berehnen Sie auh RQ g f�ur g(x; y) = maxf0; f(x; y)g und interpretieren Sie den Wertdieses Integrals geometrish!L�osung: Wenn wir y festhalten, ist f(x; y) = 1-x2-y2 � 0 genau dann, wenn x2 � 1-y2ist, also -p1- y2 � x � p1- y2. Genau f�ur diese x ist g(x; y) = f(x; y), ansonsten istg(x; y) = 0. Daher istZQ g = 1Z
-1
0� 1Z
-1 g(x; y)dx

1Ady = 1Z
-1
0BB�
p1-y2Z
-p1-y2 f(x; y)dx

1CCAdy
= 1Z
-1
0BB�
p1-y2Z
-p1-y2(1- x2 - y2)dx1CCAdy = 1Z

-1
�x- x33 - xy2�����p1-y2-p1-y2 dy

= 1Z
-1
�2p1- y2 - 23(1- y2)p1- y2 - 2y2p1- y2�dy

= 1Z
-1
�43p1- y2 - 43y2p1- y2�dy = 43 1Z

-1p1- y2 dy- 43 1Z
-1 y2p1- y2 dy .

Vom ersten der beiden Integrale ganz rehts wissen wir shon aus einer Aufgabe weiteroben, da� es den Wert �=2 hat. F�ur das zweite k�onnen wir, nahdem wir dort mit derSubstitution y = sin t Erfolg hatten, wieder diesen Ansatz mahen; wir erhaltenZ y2p1- y2 dy = sin2 t � os t � os t dt = Z os2 t sin `2t dt .Auh hier k�onnten wir mit partieller Integration weitermahen, m�u�ten die Regel aller-dings wohl mehrfah anwenden. Einfaher wird es, wenn wir zun�ahst den Integrandenmit Hilfe der Eulershen Formeln vereinfahen:sin2 t os2 t = �eit - e-it2i �2�eit + e-it2 �2 = �eit - e-it2i eit + e-it�2
= �e2it - e-2it4i �2 = e4it - 2+ e-4it-16 = 18�1- os 4t� .Somit ist 1Z

-1 y2p1- y2 dy = �=2Z
-�=2 sin2 t os2 t dt = 18 �=2Z

-�=2�1- os 4t�dt
= 18 �t- sin 4t4 ������=2-�=2 = �8 ,denn der Sinus vershwindet bei �2�. Somit istZQ g = 43 � �2 - 43 � �8 = 2�3 - �6 = �2 .F�ur die geometrishe Interpretation des Ergebnisses beahten wir, da� der Abstand r einesPunktes (x; y) vom Nullpunkt gleih px2 + y2 ist< also ist f(x; y) = 1- r2, und f�ur r � 1ist das auh g(x; y). Der Graph von g entsteht daher durh Rotation der Parabel z = 1-x2zwishen x = 0 und x = 1 um die z-Ahse; das Integral ist das Volumen des "Zukerhuts\unterhalb der rotierten Parabel.l) Existiert RRn g ? Falls ja, bestimmen Sie den Wert dieses Integrals; falls nein, begr�undenSie warum!



L�osung: Da f(x; y) nur im Innern der Kreissheibe mit Radius eins um den Nullpunktpositiv ist, hat g den Abshlu� dieser Kreissheibe als Tr�ager, und da f auf dem Randder Kreissheibe vershwindet, ist mit f auh g stetig. Somit ist g ist eine Funktion mitkompaktem Tr�ager, d.h. das Integral existiert und ist gleih dem Integral von g �uberirgendein Rehtek, das den Tr�ager enth�alt. Ein solhes Rehtek ist beispielsweise dasobige Quadrat Q. Damit ist nah der vorigen Aufgabe klar, da� das Integral den Wert�=2 hat.m) Stellen Sie die Ableitung der Funktion f(x) = 2Z
1 os(x+ t)x2 + t2 dt als Integral dar!

L�osung: Da der Integrand os(x+ t)x2 + t2 f�ur t 6= 0 eine stetig di�erenzierbare Funktion istund unser Integrationsintervall [1; 2℄ die Null niht enth�alt, k�onnen wir die Integration�uber t mit der Di�erentiation nah x vertaushen. Die Ableitung des Integranden nah xist ��x os(x+ t)x2 + t2 = -(x2 + t2) sin(x+ t) - 2t os(x+ t)(x2 + t2)2 ;somit ist f0(x) = 2Z
1
�-(x2 + t2) sin(x+ t) - 2t os(x+ t)(x2 + t2)2 �dt .

n) Die Funktion f: R 2 ! R sei mindestens zweimal stetig di�erenzierbar, und R sei dasahsenparallele Rehtek, das (a; b) und (; d) mit a <  und b < d als zwei seiner Ekenhat. Was ist RR g f�ur g(x; y) = xyfxy(x; y) ?L�osung: Nah De�nition istZR g = dZ
b
0�Z
a xyfxy(x; y)dx

1A dy = dZ
b y
0�Z
a xfxy(x; y)dx

1A dy .Zur Berehnung des inneren Integrals wenden wir die Regel zur partiellen IntegrationRu0vdx = uv - R uv0 dx an mit u(x) = fy(x; y) und v(x) = x. Da f mindestens zweimalstetig di�erenzierbar ist, ist nah dem Lemma von Shwarz u0(x) = fyx(x; y) = fxy(x; y),also Z xfxy(x; y)dx = xfy(x; y) - Z fxy(x; y)dx = xfy(x; y) - fy(x; y) + C ,denn fy ist eine Stammfunktion von fxy. Somit istZ
a xfxy(x; y)dx = (- 1)fy(; y) - (a- 1)fy(a; y)undZR g = dZ

b y�(-1)fy(; y)-(a-1)fy(a; y)�dy = (-1) dZb yfy(; y)dy-(a-1)
dZ
b yfy(a; y)dy .Auh diese Integrale berehnen wir wieder nah der Regel zur partiellen Integration: F�urjedes u 2 R ist analog zu obenZ yfy(u; y)dy = yf(u; y)-f(u; y)+C; also dZ

b yfy(u; y)dy = (d-1)f(u; d)-(b-1)f(u; d) .Somit istZR g = (-1)(d-1)f(; d)-(-1)(b-1)f(; d)-(a-1)(d-1)f(a; d)+(a-1)(b-1)f(a; b) .


