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Themenvorshl�age f�ur die kleinen �Ubungen am 11. Mai 2010a) Q sei das Rehtek mit Eken (0; 0) und (�; 4). Berehnen Sie die folgenden Integralejeweils f�ur beide m�oglihen Anordnungen der Variablen x und y:ZQ xy; ZQ y sin 2x; ZQ xye2x; ZQ(2- 3y sin xy) !
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Vom Integral in der Klammer kennen wir keine Stammfunktion; um es zu berehnen,verwenden wir die Regel zur partiellen IntegrationZ u0vdx = uv- Z uv0 dx u0 = e2x; u = e2x2 ; v = x; v0 = 1und erhalten Z xe2x dx = xe2x2 - Z e2x2 dx = xe2x2 - e2x4 = (2x- 1)e2x4 .
Somit ist �Z
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Die partielle Ableitung von os xy nah x ist -y sin xy; die Stammfunktion unseres Inte-granden bez�uglih der Variablen x ist also 2x+ 3 os xy. Somit istZQ(2- 3y sin xy) = 4Z
0(2�+ 3 os�y- 3)dy = (2�- 3)y+ 3 sin�y� ����40 = 8�- 12 .

Bei der anderen Integrationsreihenfolge erhalten wirZQ(2- 3y sin xy) = �Z
0
 Z40 (2- 3y sin xy)dy! dx .

Eine Stammfunktion von y sin xy bez�uglih ym�ussen wir mit partieller Integration suhen;wir setzen u0 = sin xy und v = y, also u = - osxyx und v0 = 1. Somit istZ y sin xydy = -yx os xy+ Z os xyx dy = -yx os xy+ sin xyx2und damit Z40 (2- 3y sin xy)dy = 2y+ 3yx os xy����40 = 8+ 12 os 4xx - 3 sin 4xx2 .Leider hat weder der zweite noh der dritte Summand eine elementar ausdr�ukbare Stamm-funktion; da� die Ableitung von 3 sin(4x)=x gerade die Summe dieser beiden Summandenist, err�at man h�ohstens mit viel Gl�uk. Zumindest bei diesem letzten Beispiel h�angt derErfolg als wesentlih von der Integrationsreihenfolge ab.b) Welhe der hier angegebenen Punktfolgen (xn; yn)n2N ist konvergent und wohin konver-giert sie?1) xn = sinn; yn = osn 2) xn = sin 1n; yn = sinnn 3) xn = 1+ n1+ n2 ; yn = en
L�osung: Bez�uglih der Maximumsnorm (und damit auh bez�uglih jeder anderen Normauf R 2) konvergiert eine Folge (xn; yn)n2N genau dann, wenn sowohl die Folge der xnals auh die der yn konvergiert. Bei 1) konvergiert o�ensihtlih keine der beiden; sinnund osn bewegen sih ziemlih haotish durh das Intervall (0; 1). Bei 2) maht dasnihts, denn da jsinnj < 1 f�ur alle n 2 N , ist jynj < 1=n f�ur allen, also konvergiertdie Folge der yn gegen Null. Die der xn konvergiert ebenfalls gegen Null, denn 1=n isteine wohlbekannte Nullfolge und der Sinus ist eine stetige Funktion; somit konvergiert xngegen sin 0 = 0. Im Falle von 3) shlie�lih ist zwar die Folge der xn konvergent (gegendie Eins), die der yn divergiert aber bestimmt gegen 1. Somit konvergiert (xn; yn)n2Nniht.) Bestimmen Sie alle Punkte (x; y) 2 R 2 , in denen die Gleihung xy-x siny � osy-3x = 5niht eindeutig nah y aufgel�ost werden kann!L�osung: Setzen wir f(x; y) = xy- x siny � osy- 3x- 5, so sind das gerade die Punkte,in denen fy(x; y) = 2x sin2 y vershwindet. Das sind einerseits die Punkte mit x = 0,andererseits die mit sin2 y = 0 oder y = k� mit k 2 Z.F�ur x = 0 ist f(0; y) = -5; es gibt also keine solhen Punkte, f�ur die f vershwindet. F�urPunkte mit y = k� istf(x; y) = xy- 3x- 5 = x(y- 3) - 5 = 0() x = 5y- 3 = 5k�- 3 ;die Gleihung ist also �uberall eindeutig nah y aufl�osbar au�er in den Punkten der Form�k�; 5k�- 3� mit k 2 Z .



d) Berehnen Sie f�ur alle Punkte (x0; y0), in deren Umgebung diese Gleihung eindeutig nahy aufgel�ost werden kann, die Ableitung der dadurh de�nierten Funktion '(x)!L�osung: '0(x) = - fx(x; y)fy(x; y) = siny osy+ 3- y2x sin2 y .
e) Welhe der folgenden Mengen ist kompakt?M1 = �(x; y) 2 R 2 �� jxyj � 1	; M2 = �(x; y) 2 R 2 �� (x+ 2)2 + (y+ 3)2 � 100	;M3 = �(x; y) 2 R 2 �� jxj+ jyj < 2	L�osung: Eine Teilmenge von Rn ist genau dann kompakt, wenn sie abgeshlossen und be-shr�ankt ist. M1 ist o�ensihtlih niht beshr�ankt und damit niht kompakt: Sie enth�altbeispielsweise alle Punkte der Form (n; 1n ) mit n 2 N . Die MengeM3 ist niht abgeshlos-sen, denn beispielsweise ist (1; 1) ein Randpunkt von M3, liegt aber niht in M3. Somitist auh M3 niht kompakt.M2 ist abgeshlossen, denn f(x; y) = (x+2)2+(y+3)2 ist eine stetige Funktion und somitist die Menge aller Punkte, f�ur die f(x; y) kleiner oder gleih einer vorgegebenen Shrankeist, abgeshlossen. M2 ist auh beshr�ankt, denn da Quadrate niht negativ sein k�onnen,ist jx+ 2j � 10, also jxj � 12, und jy+ 3j � 10, also jyj � 13. Damit ist M2 kompakt.f) Ein Produkt werde unter Benutzung von zwei Ausgangssto�en hergestellt, die 100 Eurobzw. 800 Euro pro Tonne kosten. Aus x Tonnen des ersten und y Tonnen des zweitenSto�es lassen sih in z Stunden Arbeit 50x2=5y1=5z1=5 St�uk des Produkts fertigen; dabeikostet eine Arbeitsstunde 120 Euro. Welhe St�ukzahl kann f�ur 240 000 Euro maximalhergestellt werden?L�osung: In Mathematik �ubersetzt besteht das Problem darin, da� die Funktionf(x; y; z) = 50x2=5y1=5z1=5unter der Nebenbedingung 100x + 800y + 120z � 240 000 maximiert werden mu�. Daf in jeder der drei Variablen x; y; z monoton w�ahst, mu� diese Summe im Maximumtats�ahlih gleih 240 000 sein, die Nebenbedingung kann also auh geshrieben werdenals g(x; y; z) = 100x+ 800y+ 120z- 240 000 = 0 .Au�erdem nimmt f auh unter der urspr�unglihen Nebenbedingung positive Werte an;daher ist im Maximum keine der drei Variablen gleih Null.In jedem Extremum von f unter dieser Nebenbedingung sind die Gradienten von f und glinear abh�angig; da grad g als konstanter Vektor nirgends vershwindet, mu� es also eineBeziehung der Form grad f(x; y; z) = � gradg(x; y; z) mit einem � 2 R geben. Ausgeshrie-ben und nah Komponenten getrennt wird diese Bedingung zu20x-3=5y1=5z1=5 = 100 �10x2=5y-4=5z1=5 = 800 �10x2=5y1=5z-4=5 = 120 �oder x-3=5y1=5z1=5=5 = �x2=5y-4=5z1=5=80 = �x2=5y1=5z-4=5=12 = � .Gleihsetzen der letzten beiden linken Seiten ergibtx2=5y-4=5z1=5=80 = x2=5y1=5z-4=5=12oder z80 = y12 , d.h. z = 20y3 .



Entsprehend ergibt Gleihsetzen der oberen beiden linken Seitenx-3=5y1=5z1=5=5 = x2=5y-4=5z1=5=80oder 16y = x. Die Nebenbedingung wird somit zu100 � 16y+ 800y+ 120 � 203 y = 240 000 ,d.h. 3200y = 240 000 und damit y = 75, x = 1200 und z = 500. Der maximale Wert, den funter der Nebenbedingung g = 0 annehmen kann ist daherf(1200; 75; 500) = 50 � 5p12002 � 75 � 500 � 7005;7 ,d.h. maximal k�onnen 7005 St�uk produziert werden.
g) Beshreiben Sie die Menge M = 
(x; y) 2 R 2 ��� �x3�2 + �y4 �2 � 1� geometrish und be-stimmen Sie die Extrema der Funktion f(x; y) = x2 - y2 auf M !L�osung: M ist eine Ellipse mit Halbahsen drei und vier. Ein Extremum im Innern isteinfah ein lokales Extremum von f, also vershwinden dort die Partiellen Ableitungen2x und -2y von f. Dies geshieht nur im Nullpunkt; er ist o�ensihtlih ein Sattelpunkt,denn die Hesse-Matrix ist die Diagonalmatrix mit Eintr�agen �2, hat also Eigenwerte mitvershiedenen Vorzeihen.F�ur ein Extremum auf dem Rand m�ussen die Gradientenrf(x; y) = � 2x-2y� und rg(x; y) = � 29x18y�proportional sein, d.h. es gibt ein � 2 R , so da� x = 92�x und y = -8�x ist, d.h.x(2- 9�) = y(1+ 8�) = 0 .Da der Nullpunkt niht auf dem Rand liegt, mu� eine der beiden Klammern vershwinden.Im Falle � = -8 ist x = 0 und damit, da �x3�2 + �y4 �2 = 1 ist, y = �4. In beiden F�allenist f(x; y) = -y2 = -16.Wenn 2- 9� vershwindet, ist y = 0, also x = �3; in beiden F�allen ist f(x; y) = 9.Weitere Kandidaten f�ur Extrema gibt es niht; da f als stetige Funktion auf dem Kom-paktum M sowohl sein Maximum als auh sein Minimum annehmen mu�, haben wir alsoin den Punkten (�3; 0) Maxima und in (0;�4) Minima.h) Berehnen Sie Gradient und Hesse-Matrix der Abbildungf:Æ R 2 ! R(x; y) 7! exy - x2ey + y2ex - xy !

L�osung: Da die Funktion beliebig oft stetig di�erenzierbar ist, also insbesondere zweimal,gen�ugt es, die partiellen Ableitungen zu berehnen; au�erdem k�onnen wir das Lemma vonShwarz anwenden, wonah fxy = fyx ist. Wegenfx(x; y) = yexy - 2xey + y2ex - yfy(x; y) = xexy - x2ey + 2yex - xfxx(x; y) = y2exy - 2ey + y2exfxy(x; y) = fyx(x; y) = (1+ xy)exy - 2xey + 2yex - 1fyy(x; y) = x2exy - x2ey + 2exist somit rf(x; y) = �yexy - 2xey + y2ex - yxexy - x2ey + 2yex - x� und
Hf(x; y) = � y2exy - 2ey + y2ex (1+ xy)exy - 2xey + 2yex - 1(1+ xy)exy - 2xey + 2yex - 1 x2exy - x2ey + 2ex � .



i) Berehnen Sie die Jaobi-Matrix der Funktion ~V:8<: R 2 ! R 2(x; y) 7! � xy sin xyos2 xy � !
L�osung: Die erste Komponente xy sin xy von ~V hat die partiellen Ableitungeny sin xy+ xy2 os xy und x sin xy+ x2y os xy ;f�ur die zweite Komponente os2 xy erhalten wir entsprehend-2y sin xy os xy und - 2x sin xy os xy .Also ist J~V(x; y) = �y sin xy+ xy2 os xy x sin xy+ x2y os xy-2y sin xy os xy -2x sin xy os xy � .

j) Bestimmen Sie alle Extremwerte der Funktion f(x; y) = (x+ 1)2 + (y+ 1)2 auf der Kreis-sheibe x2 + y2 � 8 !L�osung: F�ur ein Extremum im Innern der Kreissheibe mu� der Gradient von f ver-shwinden, d.h. rf(x; y) = �2(x+ 1)2(y+ 1)� = �00� .Dieses lineare Gleihungssystem hat o�ensihtlih nur die L�osung (-1;-1). Dort, wieauh in jedem anderen Punkt, ist die Hesse-Matrix von f gleih Hf(x; y) = � 2 00 2�, alsopositiv de�nit. Somit hat f in (-1;-1) ein Minimum, was nat�urlih auh so klar war, dennf nimmt nur nihtnegative Werte an und vershwindet genau in diesem Punkt. WeitereExtrema im Innern gibt es niht.F�ur Extrema auf dem Rand mu� rf(x; y) linear abh�angig vom Gradienten der Nebenbe-dingungsfunktion g(x; y) = x2+y2-8 sein; da dieser auf dem Rand nirgends vershwindet,mu� es daher ein � 2 R geben mit rf(x; y) = �rg(x; y), d.h.�2(x+ 1)2(y+ 1)� = ��2x2y� oder �x+ 1y+ 1� = ��xy� .Ist x = 0 oder y = 0, kann es o�ensihtlih kein solhes � geben; andernfalls k�onnen wirdurh x bzw. y dividieren und erhalten die Bedingungx+ 1x = y+ 1y oder 1+ 1x = 1+ 1y oder x = y .Einsetzen in die Nebenbedingung x2 + y2 = 8 zeigt, da� dann x = y = �2 sein mu�. Daf(2; 2) = 32 + 32 = 18 und f(-2;-2) = 12 + 12 = 2ist, nimmt f also in (2; 2) seinen Maximalwert auf dem Rand und damit auh auf dergesamten Menge an; in (-2;-2) haben wir den Minimalwert auf dem Rand, der abergr�o�er ist als das absolute Minimum.Alternative L�osung: Die Funktion f(x; y) ist das Quadrat des Abstands zwishen denPunkten (x; y) und (-1;-1); sie ist genau dann maximal bzw. minimal, wenn dieserAbstand maximal bzw.minimal ist. Damit ist klar, da� das absolute Minimum bei (-1;-1)liegt.Die Extremwerte auf dem Rand sind die beiden Punkte der Kreislinie, die maximalenbzw. minimalen Abstand vom inneren Punkt (-1; 1) des Kreises haben. Solhe Punktesind Lotfu�punkte, ihre Verbindungsgeraden zu (-1; 1) stehen also senkreht auf denTangenten und gehen somit durh den Mittelpunkt des Kreises. Die Gerade durh demMittelpunkt (0; 0) und (-1;-1) ist die erste Winkelhalbierende y = x; sie shneidet in(2; 2) und (-2; 2), wobei (2; 2) o�ensihtlih der weiter entfernte, also das Maximum ist.k) Gegeben seien hundert Paare von Me�gr�o�en (ti; xi), zwishen denen ein Zusammenhangder Form xi = aeti + be-ti +  vermutet wird. Stellen Sie ein lineares Gleihungssystem



auf zur Berehnung jener KoeÆzienten a; b; , mit denen diese Beziehung im Sinne derkleinsten Quadrate am besten gilt!L�osung: Falls der Zusammenhang perfekt w�are, w�urden die gesuhten Parameter a; b; den hundert linearen Gleihungeneti � a+ e-ti � b+  = xigen�ugen; in Matrixform ist dies das lineare Gleihungssystem
A0�ab

1A = ~x mit A = 0� et1 e-t1 1... ... ...et100 e-t100 1
1A und ~x = 0� x1...x100

1A .
Dieses lineare Gleihungssystem f�ur a; b;  wird praktish immer unl�osbar sein; die imSinne der Methode der kleinsten Quadrate beste Sh�atzung erh�alt man, indemman mit deradjungierten, d.h. hier im Reellen einfah der transponierten Matrix von A multipliziert:(tAA)0�ab

1A = tA~x. Ausgeshrieben wird das, da eti � e-ti = 1 niht von i abh�angt, zu0BBBBBB�
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l) Bestimmen Sie die Fixpunkte der Funktion f:Æ R 2 ! R 2(x; y) 7! (x- y2; y+ x2) !
L�osung: Ist (x; y) = (x - y2; y + x2), so mu� x = x - y2 und y = y + x2 sein, alsox2 = y2 = 0 und damit x = y = 0. Der Nullpunkt ist also der einzige Fixpunkt.m)Zeigen Sie, da� es genau ein x 2 R gibt mit 2x = os2 x, und geben Sie eine Folge an, diegegen diesen Wert konvergiert!L�osung: Wenn wir zeigen k�onnen, da� die Abbildung x 7! 12 os2 x kontrahierend ist,folgt die Existenz und Eindeutigkeit des Fixpunkts aus dem Banahshen Fixpunktsatz.Zum Nahweis der Kontraktionseigenshaft wiederum gen�ugt es, den Betrag der Ablei-tung durh eine Shranke eht kleiner eins abzush�atzen. Die Ableitung von 12 os2 x istsin x os x; wir m�ussen also diese Funktion absh�atzen. Da os2 x f�ur alle x in [0; 1℄ liegt,mu� jedes x mit 2x = os2 x in [0; 12 ℄ liegen; wir k�onnen uns also auf dieses Intervallbeshr�anken. Dort ist, wie �uberall, jos xj � 1, und der Sinus liegt hier zwishen Null undsin(12) � 0;45. Somit ist jsin x os xj � sin(12 ) < 1 f�ur alle x 2 [0; 12 ℄, und wir k�onnendem Banahshen Fixpunktsatz anwenden. Er sagt uns auh, da� die Folge (xn)n2N mitx1 = 0 (oder sonst ein beliebiger Wert) und xn+1 = 12 os2 xn f�ur n ! 1 gegen dieL�osung konvergiert.


