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Themenvorshl�age f�ur die kleinen �Ubungen am 4. Mai 2010a) F�ur n 2 N sei fn: R r f0g ! R de�niert durh fn(x) = 
n falls jxj � 1=n0 sonst . Zeigen Sie,da� die Folge fn(x) f�ur jedes x 2 R r f0g gegen Null konvergiert!L�osung: F�ur jedes x 6= 0 gibt es ein N 2 N , so da� jxj > 1=N ist. Damit ist fn(x) = 0 f�uralle n � N, also ist auh der Grenzwert Null.b) Konvergiert die Folge der Funktionen (fn) gleihm�a�ig gegen die Nullfunktion auf R r f0g?L�osung: Nein, denn sonst g�abe es beispielsweise zu " = 1 ein N 2 N , so da� jfn(x)j < "w�are f�ur alle n � N und alle x 2 R r f0g. Tats�ahlih ist aber fn(1=n) = n � 1 sogar f�uralle n.) Rihtig oder falsh: Die Folge der Funktionen fn(x) = nPk=0 xkk! konvergiert auf dem abge-shlossenen Intervall [-10; 10℄ gleihm�a�ig gegen ex !L�osung: Nah dem Satz �uber die Taylor-Entwiklung istex = fn(x) + Rn+1(x) mit Rn+1(x) = xn+1(n+ 1)!e�f�ur ein � zwishen Null und x. F�ur x 2 [-10; 10℄ liegt insbesondere auh � in diesemIntervall; also ist jex - fn(x)j = jRn(x)j � 10n+1(n+ 1)!e10 .Die rehte Seite ist unabh�angig von x und de�niert f�ur n ! 1 eine Nullfolge, denn f�urn � 20 ist 10n+1(n+ 1)! = 102020! � 1021 � 1022 � � � 10n+ 1 � 102020! � �12�n-19 .Zu jedem " > 0 gibt es daher ein N 2 N , so da�jex - fn(x)j = jRn(x)j � 10n+1(n+ 1)!e10 < "ist f�ur alle x 2 [-10; 10℄ und alle n � N. Dies zeigt die gleihm�a�ige Konvergenz.d) Konvergiert (fn)n2N auf ganz R gleihm�a�ig gegen die Exponentialfunktion?L�osung: Nein; fn(x) ist ein Polynom vom Grad n; daher ist limx!-1 f(x) = �1, je nahParit�at von n. Da jexj � 1 f�ur alle x � 0, w�ahst jex - fn(x)j unbegrenzt f�ur x! -1.e) f:D ! R sei eine di�erenzierbare Funktion auf der o�enen Teilmenge D � R , und f�urein (niht notwendigerweise endlihes) Intervall I � D sei f(I) � I. Au�erdem sei I eineabgeshlossene Menge, und es gebe eine reelle Zahl M < 1, so da� jf0(x)j �M ist f�ur allex 2 I. Zeigen Sie, da� es dann genau ein x 2 I gibt mit f(x) = x !L�osung: Zu je zwei Punkten x 6= y aus I gibt es nah dem Mittelwertsatz der Di�erential-rehnung ein � zwishen x und y, so da�f(x) - f(y)x- y = f0(�)



ist. Da I ein Intervall ist, liegt mit x und y auh � in I, also ist jf0(�)j �M < 1. Somit ist����f(x) - f(y)x- y ���� �M; also jf(x) - f(y)j �M jx- yj .Da M < 1 ist und I eine abgeshlossene Menge, erf�ullt f auf I die Voraussetzungen desBanahshen Fixpunktsatzes, aus dem die Behauptung folgt.NB: Wenn I ein endlihes Intervall ist, mu� es nat�urlih ein abgeshlossenes Intervall sind.Unter den unendlihen Intervallen sind aber f�ur jedes a 2 R auh fx 2 R j x � ag undfx 2 R j x � ag abgeshlossene Mengen, genauso R selbst. In keinem der drei F�alle redenwir von einem abgeshlossenen Intervall.f) Was liefert Ihnen die vorige Aufgabe f�ur die Konvergenz des Verfahrens von Heron?L�osung: Die Abbildung, um die es hier geht, ist nat�urlihf(x) = 12 �x+ ax� ,wobei a > 0 die reelle Zahl ist, deren Wurzel wir berehnen wollen. f(x) ist o�ensihtlihniht de�niert f�ur x = 0. Um zu zeigen, da� sie die Kontraktionseigenshaft aus demBanahshen Fixpunktsatz erf�ullt, k�onnen wir, wie wir oben gesehen haben, die Ableitungf0(x) = 12 �1- ax2�betrahten; sie ist o�ensihtlih niht nah unten beshr�ankt f�ur x ! 0. Da a und x2positiv sind, ist sie aber nah oben beshr�ankt durh 12 . Der Betrag ist daher genau dannkleiner als eins, wenn f0(x) > -1 ist, alsoax2 < 3 oder x2 > a3 .Da wir eine abgeshlossene Menge brauhen und eine Shranke, die eht kleiner als einsist, m�ussen wir also ein b > pa=3 w�ahlen und uns auf die Menge aller reeller Zahlengr�o�er oder gleih x beshr�anken. Dabei mu� b nat�urlih so sein, da� f(x) f�ur alle x � bwieder gr�o�er oder gleih b ist. Eine naheliegende M�oglihkeit ist etwa b = pa=2. Mitder Shranke gibt es keine Probleme; wir m�ussen nur sehen, da� f�ur x � pb=2 auhf(x) � pb=2 ist. Das ist aber klar, denn wie wir im letzten Semester gesehen haben, istbeim Heron-Verfahren f(x) > pa f�ur alle positiven x < pa.g) Zeigen Sie, da� die Funktion f(x) = e-x2 - x genau eine Nullstelle hat und geben Sie eineFolge an, die gegen diese Nullstelle konvergiert!L�osung: Wir betrahten die Funktion g(x) = e-x2 und wenden darauf den Satz aus dervorletzten Aufgabe an: g0(x) = -2xe-x2 geht f�ur x ! �1 gegen Null, denn ex2 w�ahstshneller als jedes Polynom. Um die lokalen Extrema von g zu bestimmen, leiten wir noheinmal ab: g00(x) = -2e-x2 + (2x)2e-x2 = (4x2 - 2)e-x2vershwindet f�ur x = �p22 undg0 �p22 ! = �p2e-1=2 = �r2e .Somit ist jg0(x)j � M = p2=e < 1 f�ur alle x 2 R , Nah der vorletzten Aufgabe erf�ullt gsomit die Voraussetzungen des Banahshen Fixpunktsatzes; es gibt also genau einenFixpunkt, d.h. genau eine Nullstelle von f, und diese ist z.B. der Grenzwert der Folge(xn)n2N mit x1 = 1 und xn+1 = e-x2n f�ur alle n 2 N .h) Rihtig oder falsh: V sei ein Banah-Raum, und f:V! V erf�ulle die Voraussetzungendes Banahshen Fixpunktsatzes. Dann ist f gleihm�a�ig stetig auf V.



L�osung: Wir haben eine reelle Zahl q 2 [0; 1), so da� kf(y) - f(x)k � q ky- xk ist f�uralle x; y 2 V. Falls q = 0 ist, ist f konstant, also gleihm�a�ig stetig. Andernfalls sei ein" > 0 vorgegeben und Æ = "=q. F�ur zwei Punkte x; y 2 V mit ky- xk < Æ ist dannkf(y) - f(x)k � q ky- xk < qÆ = q "q = " .Dies zeigt die gleihm�a�ige Stetigkeit von f.i) V sei ein Banah-Raum, und f:V! V erf�ulle die Ungleihung kf(x) - f(y)k � q kx- ykf�ur alle x; y 2 V und ein festes q < 1. Weiter sei x� ein Fixpunkt von f, x0 2 V einbeliebiger Punkt, und f�ur k 2 N sei xk rekursiv de�niert durh xk = f(xk-1). Zeigen Sie:kx� - xkk � qk1- q kx1 - x0k .
L�osung: Nah dem Banahshen Fixpunktsatz konvergiert die Folge der xk gegen x�.F�ur jeden Index j ist wegen Kontraktionseigenshaftkxj+1 - xjk � q kxj - xj-1k � q2 kxj-1 - xj-2k � � � � � qj kx1 - x0k ;daher ist f�ur jedes m 2 N nah der Dreieksungleihung und der Summenformel f�urgeometrishe Reihenkxm - xkk = m-1Xj=k (xj+1 - xj) � m-1Xj=k kxj+1 - xjk � m-1Xj=k qj kx1 - x0k

= qk - qm1- q kx1 - x0k � qk1- q kx1 - x0k .Da die Folge der xm gegen x� konvergiert, konvergiert die Folge (xm-xk)m2N gegen x�-xk;wegen der Stetigkeit der Norm konvergiert dann auh die Folge der Normen kxm - xkk ge-gen kx� - xkk. Wie wir gerade nahgerehnet haben, ist jedes einzelne Folgenglied kleineroder gleih qk=(1- q), also auh der Grenzwert.j) Berehnen Sie imBanah-Raum C0�[0; 1℄; R � die ersten Glieder der Folge von Funktionenmit f0(x) = 1 und fn(x) = 1+ xZ
0 2t�fn-1(t) - 2�dt f�ur n 2 N ,und erraten Sie deren Grenzwert!L�osung:f1(x) = 1+ xZ

0 2t � �f0(t) - 2�dt = 1- xZ
0 2t dt = 1- x2

f2(x) = 1+ xZ
0 2t � �f1(t) - 2�dt = 1+ xZ

0 2t(-1- t2)dt = 1- x2 - x42
f3(t) = 1+ xZ

0 2t � �f2(t) - 2�dt = 1+ xZ
0 2t(-1- t2 - 12t4)dt = 1- x2 - x42 - x66 .

Dies sieht nah Fakult�aten im Nenner aus, allerdings sind die Exponenten doppelt so gro�wie bei der Exponentialfunktion und auh die Vorzeihen sind, abgesehen vom ersten,minus statt plus. Also m�ussen wir ex2 betrahten und dies geeignet modi�zieren:-ex2 = -1- x2 - x42 - x66 - � � � =) 2- ex2 = 1- x2 - x42 - x66 - � � � .Wir erwarten daher den Grenzwertf(x) = 2- ex2 = 1- 1Xk=1 x2kk! und fn(x) = 1- nXk=1 x2kk! .



Die letztere Formel l�a�t sih leiht durh vollst�andige Induktion beweisen: F�ur n = 1 istsie rihtig, und wenn sie f�ur ein n � 1 gilt, istfn+1(x) = 1+ xZ
0 2t�fn(t) - 2�dt = 1+ Zx0 2t 1- nXk=1 t2kk! - 2!dt

= 1+ xZ
0
 -2t- nXk=1 2t2k+1k! !dt = 1- xZ

0 2t dt-
nXk=1

xZ
0 2t2k+1k! dt

= 1- x22 - nXk=1 2x2k+2k! � (2k+ 2) = 1- x22 - nXk=1 x2k+2(k+ 1)! = 1- n+1Xk=1 x2kk! ,wie behauptet.k) Zeigen Sie, da� die erratene Funktion die Gleihungenf(x) = 1+ xZ
0 t�f(t) - 2�dt und f0(x) = 2x�f(x) - 2�erf�ullt!L�osung: 1+ xZ

0 2t�f(t) - 2�dt = 1+ xZ
0 2t(2- et2 - 2)dt = 1- xZ

0 2tet2 dt .Die Ableitung von ex2 ist 2xex, also ist dies gleih 1-ex2 +1 = 2-ex2 . Die Aussage �uberdie Ableitung rehnet man sofort nah.
l) Zeigen Sie, da� die Funktion f(x) = x + 11+ x auf R�0 = �x 2 R �� x � 0	 keinenFixpunkt hat, da� aber trotzdem gilt: jf(y) - f(x)j < jy- xj f�ur alle x 6= y aus R�0!Warum widerspriht dies niht dem Banahshen Fixpunktsatz?L�osung: F�ur einen Fixpunkt x von f w�are x = f(x) = x + 11+x , also 11+x = 0. Das isto�ensihtlih niht m�oglih. Trotzdem ist f�ur alle x 6= y aus R�0jf(y) - f(x)j = ����y- x+ 11+ y - 11+ x ���� = ����y- x+ (1+ x) - (1+ y)(1+ x)(1+ y ����= jy- xj�1- 1(1+ x)(1+ y)� < jy- xj .Dies widerspriht niht dem Banahshen Fixpunktsatz, denn da x und y beliebig gro�werden k�onnen, kommt der Ausdruk in der Klammer der Eins beliebig nahe; es gibt alsokein q < 1, so da� jf(y) - f(x)j � q jy- xj w�are. So ein q gibt es nur, wenn wir uns aufein nah oben beshr�anktes Intervall beshr�anken; da f(x) > x f�ur alle x � 0 wird einsolhes Intervall aber von f niht auf sih selbst abgebildet.m)V sei ein Banah-Raum, f:D ! V eine stetige Abbildung auf D � V und K � Deine kompakte Teilmenge mit f(K) � K. Zeigen Sie: Ist kf(y) - f(x)k < ky- xk f�ur allex; y 2 K, so hat f mindestens einen Fixpunkt auf K. (Hinweis: Verwenden Sie den Satz�uber die Existenz von Maxima und Minima auf kompakten Mengen.)L�osung: Die stetige Abbildung x 7! kf(x) - xk nimmt auf K ihr Minimum an. Ist diesesMinimum gleih Null, so gibt es ein x 2 K mit kf(x) - xk = 0, also f(x) = x, und wir sindfertig.Andernfalls ist dieses Minimum eine positive Zahl d > 0; es werde angenommen im Punktx 2 K. Dann ist also kf(x) - xk = d und f�f(x)�- f(x) < kf(x) - xk = d, im Wider-spruh zur Minimalit�at von d.


