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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 4. Mai 2010

Fir n € N sei f,: R~ {0} — R definiert durch f,,(x) = {n falls [x| <
0 sonst

dafl die Folge f,,(x) fiir jedes x € R ~. {0} gegen Null konvergiert!

1/n‘ Zeigen Sie,

Losung: Fiir jedes x # 0 gibt es ein N € N, so da88 |x| > 1/N ist. Damit ist f, (x) = 0 fiir
alle n > N, also ist auch der Grenzwert Null.

Konvergiert die Folge der Funktionen (f,,) gleichmé&Big gegen die Nullfunktion auf R~ {0}?

Losung: Nein, denn sonst gdbe es beispielsweise zu ¢ = 1 ein N € N, so daBl |f,,(x)]| < ¢
wiére fiir alle n > N und alle x € R ~\ {0}. Tatséchlich ist aber f,,(1/n) =n > 1 sogar fiir
alle n.

n
Richtig oder falsch: Die Folge der Funktionen f,, (x) = >_ ’% konvergiert auf dem abge-
schlossenen Intervall [—10, 10] gleichmafig gegen e*! k=0

Losung: Nach dem Satz iiber die TAYLOR-Entwicklung ist

] Xn+1
e =fn(x) +Rnp1(x) mit Rpipa(x)= me

fiir ein ¢ zwischen Null und x. Fiir x € [—10, 10] liegt insbesondere auch £ in diesem

Intervall; also ist
10n+l 1o
le* — fr(x)] = [Rn(x)| < mri©
Die rechte Seite ist unabhingig von x und definiert fiir n — oo eine Nullfolge, denn fiir

n > 20 ist

(m+1) 200 21 22 mn+1— 20!
Zu jedem ¢ > 0 gibt es daher ein N € N, so dafl

2

0™+ 1020 10 10 10 <102° (1)“‘9

leX — fo(x)] = R (x)|<ﬂe]°<s
nEE = )

ist fiir alle x € [—10, 10] und alle n > N. Dies zeigt die gleichmafige Konvergenz.

Konvergiert (f,)nen auf ganz R gleichméfig gegen die Exponentialfunktion?

Losung: Nein; f(x) ist ein Polynom vom Grad n; daher ist lim f(x) = +o00, je nach
X—>—00

Paritdt von n. Da |e*| < 1 fiir alle x < 0, wéchst |e* — f,, (x)| unbegrenzt fiir x — —oo.

f:D — R sei eine differenzierbare Funktion auf der offenen Teilmenge D C R, und fiir
ein (nicht notwendigerweise endliches) Intervall I C D sei f(I) C I. Auflerdem sei I eine
abgeschlossene Menge, und es gebe eine reelle Zahl M < 1, so daf3 |f'(x)| < M ist fiir alle
x € 1. Zeigen Sie, daf} es dann genau ein x € I gibt mit f(x) = x!

Loésung: Zu je zwei Punkten x # y aus I gibt es nach dem Mittelwertsatz der Differential-
rechnung ein & zwischen x und y, so daf

f(x) —f(y)
X—y

= f'(&)
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ist. Da I ein Intervall ist, liegt mit x und y auch & in I, also ist |f'(&)] < M < 1. Somit ist

f(x) —fly)
X—y

Da M < 1 ist und I eine abgeschlossene Menge, erfiillt f auf I die Voraussetzungen des

BaAnAcHschen Fixpunktsatzes, aus dem die Behauptung folgt.

NB: Wenn I ein endliches Intervall ist, muf es natiirlich ein abgeschlossenes Intervall sind.

Unter den unendlichen Intervallen sind aber fiir jedes a € R auch {x € R | x > a} und

{x € R | x < a} abgeschlossene Mengen, genauso R selbst. In keinem der drei Falle reden
wir von einem abgeschlossenen Intervall.

<M, also [f(x)—f(y)]<M[x—y.

Was liefert Thnen die vorige Aufgabe fiir die Konvergenz des Verfahrens von HERON?

Loésung: Die Abbildung, um die es hier geht, ist natiirlich

=1 e+ 2).

wobei a > 0 die reelle Zahl ist, deren Wurzel wir berechnen wollen. f(x) ist offensichtlich
nicht definiert fiir x = 0. Um zu zeigen, dafl sie die Kontraktionseigenschaft aus dem
BANAcHschen Fixpunktsatz erfiillt, konnen wir, wie wir oben gesehen haben, die Ableitung

R

betrachten; sie ist offensichtlich nicht nach unten beschrankt fiir x — 0. Da a und x?
positiv sind, ist sie aber nach oben beschrankt durch % Der Betrag ist daher genau dann
kleiner als eins, wenn f’(x) > —1 ist, also

%<3 oder x2>g.
Da wir eine abgeschlossene Menge brauchen und eine Schranke, die echt kleiner als eins
ist, miissen wir also ein b > \/a/3 wéahlen und uns auf die Menge aller reeller Zahlen
grofler oder gleich x beschrédnken. Dabei mufl b natiirlich so sein, daf3 f(x) fiir alle x > b
wieder grofler oder gleich b ist. Eine naheliegende Moglichkeit ist etwa b = {/a/2. Mit
der Schranke gibt es keine Probleme; wir miissen nur sehen, daf§ fiir x > 1/b/2 auch

f(x) > 1/b/2 ist. Das ist aber klar, denn wie wir im letzten Semester gesehen haben, ist
beim HERON-Verfahren f(x) > /a fiir alle positiven x < \/a.

Zeigen Sie, dafl die Funktion f(x) = e X —x genau eine Nullstelle hat und geben Sie eine
Folge an, die gegen diese Nullstelle konvergiert!

2
X

Losung: Wir betrachten die Funktion g(x) = e ™ und wenden darauf den Satz aus der

vorletzten Aufgabe an: g'(x) = —2xe ¥ geht fiir x — +oo gegen Null, denn e’ wichst
schneller als jedes Polynom. Um die lokalen Extrema von g zu bestimmen, leiten wir noch

einmal ab: )

g"(x) = —2e X + (2x)%e ¥ = (4x* —2)e *

j:@ und

g’ (i?) =FV2e /2 = :F\/g.

Somit ist |g/(x)] < M = \/2/—6 < 1 fiir alle x € R, Nach der vorletzten Aufgabe erfiillt g
somit die Voraussetzungen des BANACHschen Fixpunktsatzes; es gibt also genau einen
Fixpunkt, d.h. genau eine Nullstelle von f, und diese ist z.B. der Grenzwert der Folge
(Xn)neny mit x;1 =1 und x4 1 = e *n fiir alle n € N.

verschwindet fiir x =

Richtig oder falsch: V sei ein BANACH-Raum, und f:V — V erfiille die Voraussetzungen
des BaNAcHschen Fixpunktsatzes. Dann ist f gleichmaRig stetig auf V.
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Losung: Wir haben eine reelle Zahl q € [0, 1), so da8 ||f(y) — f(x)|| < q|ly —x|| ist fiir
alle x,y € V. Falls q = 0 ist, ist f konstant, also gleichmé&Big stetig. Andernfalls sei ein
¢ > 0 vorgegeben und & = ¢/q. Fiir zwei Punkte x,y € V mit ||y — x|| < 6 ist dann

€
1f(y) = f)[ < ally —x|| < qd = a =¢
Dies zeigt die gleichmafige Stetigkeit von f.
V sei ein BANACH-Raum, und f: V — V erfiille die Ungleichung ||f(x) —f(y)|| < q||x — ]|

fiir alle x,y € V und ein festes q < 1. Weiter sei x* ein Fixpunkt von f, xo € V ein
beliebiger Punkt, und fiir k € N sei xy rekursiv definiert durch x, = f(xx_1). Zeigen Sie:

% q
_ < _ .

™ =l < = q X1 —xol|

Loésung: Nach dem BanacHschen Fixpunktsatz konvergiert die Folge der xi gegen x*.

Fiir jeden Index j ist wegen Kontraktionseigenschaft

i1 =xill < qllxs —xi-1ll < @ fxj-1 =x2) < < d g —xoll ;

daher ist fiir jedes m € N nach der Dreiecksungleichung und der Summenformel fiir
geometrische Reihen

m—1 m—1 m—1
Pem =il = || D (0 =) < D xjr =50l < D d! xi = x|
j=k j=k j=k
k

k m
qa-—dq
=0 -l <
1—q 1—q
Da die Folge der x,, gegen x* konvergiert, konvergiert die Folge (xm—Xi )men gegen x*—xy;
wegen der Stetigkeit der Norm konvergiert dann auch die Folge der Normen ||x,, — xi|| ge-
gen ||x* — xi||. Wie wir gerade nachgerechnet haben, ist jedes einzelne Folgenglied kleiner

oder gleich q*/(1 — q), also auch der Grenzwert.

%1 —xoll -

Berechnen Sie im BANACH-Raum C° ([0, 1], R) die ersten Glieder der Folge von Funktionen
mit fo(x) =1 und X
falx) =1+ JZt(fn1 (t) — 2) dt firneN,

und erraten Sie deren Grenzwert! 0

Lo6sung:
fix) =1+ |2t (fot)=2)dt=1—|2tdt=1-%7
0 0
x X x4
falx) =1+ |2t (f1(t)=2)dt =1+ 2t(—1—t2)dt:1—x2—7
0 0
£ £ NN
f3(t) =1+ |2t (f2(t) —2)dt =1+ Zt(—l—tz—%t“)dt:]—xz—?—z.

0 0
Dies sieht nach Fakultdten im Nenner aus, allerdings sind die Exponenten doppelt so grof3
wie bei der Exponentialfunktion und auch die Vorzeichen sind, abgesehen vom ersten,
minus statt plus. Also miissen wir e’ betrachten und dies geeignet modifizieren:

4 6 4 6
_exzz—]_xz_%_%_,,, :> Z_eXZZ‘I_XZ_%_%_...
Wir erwarten daher den Grenzwert
2 o 2k noL 2k
flx)=2—e :uZF und fn(x)_1—Z?.



Die letztere Formel 1a8t sich leicht durch vollstdndige Induktion beweisen: Fiir n = 1 ist
sie richtig, und wenn sie fiir ein n > 1 gilt, ist

t x noL2k
fapr(x) =1 +J2t(fn(t) —2)dt=1 +J 2t (1 — o —2) dt
0 0 k=1
X N 92kt X nT 2k
—1+J<—2t—z o )dt—]—J2tdt—Z o dt
o k=1 o k=17
2 N 9y 2k+2 2 noo2k42 ntl ok
ﬁ_%_z&ﬂh zﬁ_%_zilw:“' %”
—= k- (2k+2) = (k+1) =
wie behauptet.
k) Zeigen Sie, daf3 die erratene Funktion die Gleichungen
X
flx)=1+ Jt(f(t) —2)dt und f'(x) =2x(f(x) —2)
erfiillt! 0
Lo6sung:
1+J2tau)—z)dt:1-+Jzu2—-&2—2)dt:1-—JZufzdt
0 0

0

Die Ableitung von ex” ist 2xe*, also ist dies gleich 1— ex’ +1=2—¢*". Die Aussage iiber
die Ableitung rechnet man sofort nach.

) Zeigen Sie, daB die Funktion f(x) = x + ]

Fixpunkt hat, daf aber trotzdem gilt: |f(y) — f(x)| < |y —x| fiir alle x # y aus Rx !
Warum widerspricht dies nicht dem BANACHschen Fixpunktsatz? N

]XaufRZO:{XER‘XZO}keinen

Lésung: Fiir einen Fixpunkt x von f wiare x = f(x) = x + ]1?, also 11? = 0. Das ist
offensichtlich nicht moglich. Trotzdem ist fiir alle x # y aus R>
1 1 (1T+x)—(1+vy)
fly) —f(x)|=ly—x+ —— =ly—x+
I7u) = F0l = v T+y 1+x ‘” T+ +y

_|U—X|(]——] )<|y—x|.
(T+x)(1+vy)

Dies widerspricht nicht dem BANAcCHschen Fixpunktsatz, denn da x und y beliebig grof3
werden konnen, kommt der Ausdruck in der Klammer der Eins beliebig nahe; es gibt also
kein q < 1, so daB |f(y) — f(x)| < q |y — x| wére. So ein q gibt es nur, wenn wir uns auf
ein nach oben beschrinktes Intervall beschrinken; da f(x) > x fiir alle x > 0 wird ein
solches Intervall aber von f nicht auf sich selbst abgebildet.

m)V sei ein BANACH-Raum, f:D — V eine stetige Abbildung auf D C V und K C D
eine kompakte Teilmenge mit f(K) C K. Zeigen Sie: Ist ||f(y) — f(x)|| < |ly — x]| fiir alle
x,y € K, so hat f mindestens einen Fixpunkt auf K. (Hinweis: Verwenden Sie den Satz
iiber die Existenz von Maxima und Minima auf kompakten Mengen.)

L6sung: Die stetige Abbildung x — ||f(x) — x|| nimmt auf K ihr Minimum an. Ist dieses
Minimum gleich Null, so gibt es ein x € K mit ||f(x) — x| =0, also f(x) = x, und wir sind
fertig.

Andernfalls ist dieses Minimum eine positive Zahl d > 0; es werde angenommen im Punkt
x € K. Dann ist also ||f(x) —x|| = d und Hf(f(x)) —f(x)” < |If(x) —x|| = d, im Wider-
spruch zur Minimalitdt von d.



