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Themenvorshl�age f�ur die kleinen �Ubungen am 4. Mai 2010
a) F�ur n 2 N sei fn: R r f0g ! R de�niert durh fn(x) = 
n falls jxj � 1=n0 sonst . Zeigen Sie,da� die Folge fn(x) f�ur jedes x 2 R r f0g gegen Null konvergiert!b) Konvergiert die Folge der Funktionen (fn) gleihm�a�ig gegen die Nullfunktion auf R r f0g?) Rihtig oder falsh: Die Folge der Funktionen fn(x) = nPk=0 xkk! konvergiert auf dem abge-shlossenen Intervall [-10; 10℄ gleihm�a�ig gegen ex !d) Konvergiert (fn)n2N auf ganz R gleihm�a�ig gegen die Exponentialfunktion?e) f:D ! R sei eine di�erenzierbare Funktion auf der o�enen Teilmenge D � R , und f�urein (niht notwendigerweise endlihes) Intervall I � D sei f(I) � I. Au�erdem sei I eineabgeshlossene Menge, und es gebe eine reelle Zahl M < 1, so da� jf0(x)j �M ist f�ur allex 2 I. Zeigen Sie, da� es dann genau ein x 2 I gibt mit f(x) = x !f) Was liefert Ihnen die vorige Aufgabe f�ur die Konvergenz des Verfahrens von Heron?g) Zeigen Sie, da� die Funktion f(x) = e-x2 - x genau eine Nullstelle hat und geben Sie eineFolge an, die gegen diese Nullstelle konvergiert!h) Rihtig oder falsh: V sei ein Banah-Raum, und f:V! V erf�ulle die Voraussetzungendes Banahshen Fixpunktsatzes. Dann ist f gleihm�a�ig stetig auf V.i) V sei ein Banah-Raum, und f:V! V erf�ulle die Ungleihung kf(x) - f(y)k � q kx- ykf�ur alle x; y 2 V und ein festes q < 1. Weiter sei x� ein Fixpunkt von f, x0 2 V einbeliebiger Punkt, und f�ur k 2 N sei xk rekursiv de�niert durh xk = f(xk-1). Zeigen Sie:kx� - xkk � qk1- q kx1 - x0k .
j) Berehnen Sie imBanah-Raum C0�[0; 1℄; R � die ersten Glieder der Folge von Funktionenmit f0(x) = 1 und fn(x) = 1+ xZ

0 2t�fn-1(t) - 2�dt f�ur n 2 N ,und erraten Sie deren Grenzwert!k) Zeigen Sie, da� die erratene Funktion die Gleihungenf(x) = 1+ xZ
0 t�f(t) - 2�dt und f0(x) = -2xf(x)erf�ullt!l) Zeigen Sie, da� die Funktion f(x) = x + 11+ x auf R�0 = �x 2 R �� x � 0	 keinenFixpunkt hat, da� aber trotzdem gilt: jf(y) - f(x)j < jy- xj f�ur alle x 6= y aus R�0!Warum widerspriht dies niht dem Banahshen Fixpunktsatz?m)V sei ein Banah-Raum, f:D ! V eine stetige Abbildung auf D � V und K � Deine kompakte Teilmenge mit f(K) � K. Zeigen Sie: Ist kf(y) - f(x)k < ky- xk f�ur allex; y 2 K, so hat f mindestens einen Fixpunkt auf K. (Hinweis: Verwenden Sie den Satz�uber die Existenz von Maxima und Minima auf kompakten Mengen.)


