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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 27. April 2010a) Zeigen Sie: Eine Teilmenge X ⊆ R ist genau dann ein abgeshlossenes Intervall [a, b] mit
a, b ∈ R, wenn sie kompakt und zusammenh�angend ist.
Lösung: Ein abgeshlossenes Intervall ist nat�urlih abgeshlossen und beshr�ankt, alsokompakt; au�erdem ist jedes Intervall zusammenh�angend.Umgekehrt ist auh jede zusammenh�angende Teilmenge von R ein Intervall, und wenn sieauh noh kompakt ist, mu� sie insbesondere abgeshlossen sein, also ein abgeshlossenesIntervall.b) Die Lemniskate La ist die Menge aller Punkte (x, y) ∈ R

2, zu denen es ein t ∈ R gibtmit
x =

a os t

1 + sin2 t
und y =

a sin t os t

1 + sin2 t
.Zeigen Sie, da� La f�ur jedes a ∈ R zusammenh�angend und kompakt ist!

Lösung: Da Sinus und Kosinus periodish sind mit Periode 2π, ist La das Bild desabgeshlossenen Intervalls [0, 2π] unter der Abbildung ϕ:R → R
2 mit

ϕ(t) =

(

a os t

1 + sin2 t
,
a sin t os t

1 + sin2 t

) .Beide Komponenten entstehen durh Verkn�upfung von trigonometrishen Funktionen undGrundrehenarten, wobei der Nenner 1 + sin2 t nie vershwinden kann. Daher sind beideKomponenten stetig, also auh ϕ. Daraus folgt die Behauptung, denn das Bild einerkompakten Menge unter einer stetigen Abbildung ist wieder kompakt, und das einerzusammenh�angenden Menge ist zusammenh�angend.) Zeigen Sie, da� die Hyperbel H = {(x, y) ∈ R
2 | xy = 1} niht als Bild eines (endlihenoder unendlihen) Intervalls unter einer stetigen Abbildung dargestellt werden kann!

Lösung: Jedes solhe Bild w�are zusammenh�angend, die Hyperbel aber hat zwei �Aste.Formal: Die o�enen Mengen U = {(x, y) ∈ R
2 | x > 0} und V = {(x, y) ∈ R

2 | x < 0} habenleeren Durhshnitt, und H liegt in U ∪ V , aber weder ganz in U noh ganz in V .d) Zeigen Sie: H ∩ L3 6= ∅ !
Lösung: Dies ist �aquivalent dazu, da� die stetige Funktion f(x, y) = xy auf L3 den Werteins annimmt. Da L3 zusammenh�angend ist, ist f(L3) ein Intervall; es reiht also zu zeigen,da� f sowohl gr�o�ere als auh kleinere Werte annehmen kann. F�ur den Punkt

(x, y) =

(

3 os t

1 + sin2 t
,
3 sin t os t

1 + sin2 t

) ist f(x, y) =
9 os2 t sin t
(

1 + sin2 t
)2

.F�ur jedes ganzzahlige Vielfahe t von π
2

vershwindet der Z�ahler; im entsprehendenKurvenpunkt ist also f(x, y) = 0 < 1. Um auh einen gr�o�eren Wert zu erhalten, k�onnenwir beispielsweise t = π
4
einsetzen; dann ist os t = sin t = 1

2

√
2, also

f(x, y) =
9 · 1

2
· 1

2

√
2

(

1 + 1
2

)2
=

√
2 > 1 .Daher gibt es auh Punkte (x, y) ∈ L3 mit f(x, y) = 1, also Shnittpunkte von L3 mit H.



e) Zeigen Sie, da� das nihtlineare Gleihungssystem
x4 + y4 = 2 und x3 + 2xy2 + 3xy3 + 5y5 = 4mindestens eine reelle L�osung hat!

Lösung: Wir �uberlegen uns als erstes, da� die Menge M = {(x, y) ∈ R
2 | x4 + y4 = 2}zusammenh�angend ist: F�ur jedes (x, y) ∈ M mu� |x| ≤ 4

√
2 sein, und f�ur jedes x mit

|x| ≤ 4
√

2 ist (x, y) mit y = ± 4
√

2 − x4 ein Punkt aus M. Da die beiden Abbildungen x 7→
± 4
√

2 − x4 stetig sind, k�onnen wir daher f�ur jeden Punkt (x, y) ∈ M mit mindestens einerder beiden Funktionen einen Weg durh M de�nieren, der (x, y) mit (
4
√

2, 0) verbindet.Da somit jeder Punkt mit diesem festen Punkt verbunden werden kann, ist M wegzusam-menh�angend und damit zusammenh�angend. Wir m�ussen zeigen, da� die linke Seite derzweiten Gleihung irgendwo auf dieser Menge den Wert vier annimmt. Da Polynome stetigsind, ist die Menge aller Werte, die dort angenommen werden, ein Intervall; es reiht also,wenn wir Punkte �nden, in denen Werte gr�o�er vier angenommen werden, und andere mitWerten kleiner vier.Die einzigen Punkte mit ganzzahligen Koordinaten in M sind (±1,±1); shauen wir daherals erstes, welhe Werte wir dort bekommen: F�ur (1, 1) erhalten wir 1+2+3+5 = 11 > 4,und f�ur (1,−1) haben wir den Wert 1 + 2 − 3 − 5 = −5 < 4. Damit ist die Behauptungbewiesen.f) Zeigen Sie: Es gibt (x, y) ∈ R
2 mit x2 + y2 < π

2
und tan(x2 + y2) = exy os(πx2) !

Lösung: Da die durh x2 + y2 < π
2
de�nierte o�ene Kreissheibe zusammenh�angend ist,wird sie von der stetigen Funktion

f(x, y) = tan(x2 + y2) − exy os(πx2)auf ein Intervall abgebildet. Es gen�ugt daher, wenn wir einen Punkt (x, y) aus dieserKreissheibe �nden, in dem f(x, y) positiv ist, und einen anderen, in dem es negativ ist.Der einfahste Punkt zum Einsetzen ist (0, 0) mit f(0, 0) = −1. Die Funktion wird auhdann relativ einfah, wenn wir den Kosinus zum Vershwinden bringen, also x = ±
√

1/2setzen. Dann ist f(x, y) = tan(1
2

+ y2) > 0, denn 1
2

+ y2 mu� kleiner als π
2
sein. Somitnimmt f auh den Wert Null an.g) Zur stetigen Funktion f:R → R gebe es im Intervall [a, b] einen Punkt c mit f(c) < aund einen Punkt d mit f(d) > b. Zeigen Sie, da� es mindestens ein x ∈ [a, b] gibt mit

f(x) = x.
Lösung: Die stetige Funktion g(x) = f(x)−x hat an der Stelle x = c den Wert f(c)−c; da
f(c) < a, aber c ≥ a ist, ist dies eine negative Zahl. Entsprehend folgt, da� g(d) = f(d)−bpositiv ist, denn f(d) > b, aber d ≤ b. Nah dem Zwishenwertsatz gibt es daher ein xzwishen c und d, also insbesondere aus [a, b], f�ur das g(x) = 0 ist, d.h. f(x) = x, wiebehauptet.h) Rihtig oder falsh: Ist (xn)n∈N eine Cauhy-Folge reeller Zahlen, so ist die Folge derPaare (xn, xn+1) eine Cauhy-Folge in R

2.
Lösung: Rihtig: Da (xn)n∈N eine Cauhy-Folge ist, gibt es zu jedem ε > 0 ein N ∈ N,so da� |xm − xn| < ε ist f�ur alle n,m ≥ N. Damit ist f�ur m,n > N auh

‖(xm, xm+1) − (xn, xn+1)‖
∞

= max{|xm − xn| , |xm+1 − xn+1|
}

< ε ,wir haben also eine Cauhy-Folge.i) (xn)n∈N sei eine Cauhy-Folge in R
p, und K ⊂ R

p sei eine kompakte Teilmenge, diealle xn enthalte. Weiter sei f:D → R
q eine stetige Abbildung und K ⊆ D. Zeigen Sie, da�dann auh die Folge (

f(xn)
)

n∈N
in R

q eine Cauhy-Folge ist!



Lösung: Sei ε > 0 vorgegeben; wir m�ussen ein N ∈ N �nden, so da� ‖f(xm) − f(xn)‖ < εist f�ur alle n,m ≥ N. Da f stetig ist und K kompakt, ist f auf K sogar gleihm�a�ig stetig; esgibt also ein δ > 0, so da� ‖f(y) − f(x)‖ < ε ist f�ur alle x, y ∈ K mit ‖y − x‖ < δ. Zu diesem
δ wiederum gibt es, da (xn)n∈N eine Cauhy-Folge ist, ein N ∈ N, so da� ‖xm − xn‖ < δf�ur alle n,m > N. Da alle xn in K liegen, ist dann auh ‖f(xm) − f(xn)‖ < ε, wie verlangt.j) Zeigen Sie, da� man bei der vorigen Aufgabe niht auf die Kompaktheit von K verzihtenkann!
Lösung: Wir betrahten die Nullfolge (

1
n

)

n∈N
, die als konvergente Folge reeller Zahlennat�urlih eine Cauhy-Folge ist. Alle Folgenglieder liegen in der (niht kompakten) Menge

K = {x ∈ R | x > 0}. Die Funktion f:R r {0} → R mit f(x) = 1
x
ist stetig und K ⊂ R r {0}.Trotzdem ist die Folge der Zahlen f

(

1
n

)

= n nat�urlih keine Cauhy-Folge.k) f:R → R sei eine stetige Funktion, x1 eine reelle Zahl, und durh xn = f(xn−1) f�ur n ≥ 2sei rekursiv eine Folge (xn)n∈N de�niert. Zeigen Sie: Konvergiert diese Folge gegen ein
x ∈ R, so ist x ein Fixpunkt von f !
Lösung: Ist x = lim

n→∞

xn, so ist wegen der Stetigkeit von f

f(x) = f
( lim
n→∞

xn

)

= lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

xn+1 = x .l) Zeigen Sie: F�ur jedes x1 ∈ R konvergiert die Folge (xn)n∈N mit xn = sin xn−1 f�ur n ≥ 2gegen Null!
Lösung: F�ur n ≥ 2 ist |xn| = |sin xn−1| ≤ 1. Da sin x f�ur −π

2
≤ x ≤ π

2
das gleiheVorzeihen hat wie x, haben au�erdem alle xn mit n ≥ 2 dasselbe Vorzeihen.Ist x2 = 0, sind auh alle weiteren xn = 0 und wir sind fertig. Ist x2 > 0, so ist die Folgeder xn ab n = 2 streng monoton fallend, da sin x < x f�ur alle x > 0; au�erdem ist sie nahunten beshr�ankt, da alle xn > 0 sind. Als monoton fallende nah unten beshr�ankte Folgekonvergiert (xn)n∈N, und nah der vorigen Aufgabe erf�ullt der Grenzwert x die Gleihungsin x = x. Somit ist auh hier x = 0.Ist x2 < 0, erhalten wir entsprehend eine monoton wahsende nah oben beshr�ankteFolge, und wieder folgt, da� der Grenzwert Null ist.m)Finden Sie alle Fixpunkte der Funktion f(x) = x2 + c, und entsheiden Sie, f�ur welhe

c ∈ R diese stabil sind!
Lösung: x2 + c = x genau dann, wenn x die quadratishe Gleihung

x2 − x + c =

(

x −
1

2

)2

+ c −
1

4
= 0erf�ullt, wenn also

x =
1

2
±

√

1

4
− cist. Somit gibt es genau dann (reelle) Fixpunkte, wenn c ≤ 1

4
ist. Ein Fixpunkt ist stabil,wenn der Betrag der Ableitung von f dort kleiner als eins ist; wir haben also die Bedingung

|2x| =
∣

∣

∣
1 −

√
1 − 4c

∣

∣

∣
< 1 oder √

1 − 4c < 2 .Somit mu� 1 − 4c < 4 oder c > −3
4
sein.


