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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 27. April 2010

Zeigen Sie: Eine Teilmenge X C R ist genau dann ein abgeschlossenes Intervall [a, b] mit
a,b € R, wenn sie kompakt und zusammenhdngend ist.

Losung: Ein abgeschlossenes Intervall ist natiirlich abgeschlossen und beschrankt, also
kompakt; auflerdem ist jedes Intervall zusammenhé&ngend.

Umgekehrt ist auch jede zusammenhdngende Teilmenge von R ein Intervall, und wenn sie
auch noch kompakt ist, muf} sie insbesondere abgeschlossen sein, also ein abgeschlossenes
Intervall.

Die Lemniskate L, ist die Menge aller Punkte (x,y) € R?, zu denen es ein t € R gibt
mit .
acost asintcost
X = 72 und y — 72 .
1+sin“t 1+sin“t

Zeigen Sie, daf} L, fiir jedes a € R zusammenhdngend und kompakt ist!

Loésung: Da Sinus und Kosinus periodisch sind mit Periode 27, ist £, das Bild des
abgeschlossenen Intervalls [0,271] unter der Abbildung @:R — R? mit

() = ( acost asintcost)
® 1+sin?t’ 1+sin’t /
Beide Komponenten entstehen durch Verkniipfung von trigonometrischen Funktionen und
Grundrechenarten, wobei der Nenner 1+ sin? t nie verschwinden kann. Daher sind beide
Komponenten stetig, also auch ¢. Daraus folgt die Behauptung, denn das Bild einer
kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung ist wieder kompakt, und das einer
zusammenhadngenden Menge ist zusammenhéngend.

Zeigen Sie, dafl die Hyperbel H = {(x,y) € R? | xy = 1} nicht als Bild eines (endlichen
oder unendlichen) Intervalls unter einer stetigen Abbildung dargestellt werden kann!

Losung: Jedes solche Bild wire zusammenhingend, die Hyperbel aber hat zwei Aste.
Formal: Die offenen Mengen U = {(x,y) € R? | x > 0} und V = {(x,y) € R? | x < 0} haben
leeren Durchschnitt, und H liegt in U UV, aber weder ganz in U noch ganz in V.

Zeigen Sie: HN L3 # 0!

Losung: Dies ist dquivalent dazu, daf8 die stetige Funktion f(x,y) = xy auf £3 den Wert
eins annimmt. Da £3 zusammenhdngend ist, ist f(L£3) ein Intervall; es reicht also zu zeigen,
daB f sowohl groflere als auch kleinere Werte annehmen kann. Fiir den Punkt
3cost 3sintcost , 9cos’ tsint
(x,y) = S ) st fxy) = s
1+sin“t 1+sin“t (1+sin t)
Fiir jedes ganzzahlige Vielfache t von 7 verschwindet der Zéhler; im entsprechenden

Kurvenpunkt ist also f(x,y) =0 < 1. Um auch einen grofleren Wert zu erhalten, k6nnen
wir beispielsweise t = 7 einsetzen; dann ist cost =sint = % 2, also

9.1.1./2
—2 2 - 2\2[ =v2>1.
(1+32)
Daher gibt es auch Punkte (x,y) € £3 mit f(x,y) = 1, also Schnittpunkte von £3 mit H.

f(x,y) =
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Zeigen Sie, dal das nichtlineare Gleichungssystem
x* 4yt =2 und x> +2xy? +3xy3 +54° =4

mindestens eine reelle Losung hat!

Losung: Wir iiberlegen uns als erstes, dafl die Menge M = {(x,y) € R? | x* +y* = 2}
zusammenhdngend ist: Fiir jedes (x,y) € M muf} |x| < V2 sein, und fiir jedes x mit
Ix| < V2 ist (x,y) mit y = £v/2 — x* ein Punkt aus M. Da die beiden Abbildungen x —
+v/2 — x? stetig sind, konnen wir daher fiir jeden Punkt (x,y) € M mit mindestens einer
der beiden Funktionen einen Weg durch M definieren, der (x,y) mit (v/2,0) verbindet.
Da somit jeder Punkt mit diesem festen Punkt verbunden werden kann, ist M wegzusam-
menhédngend und damit zusammenhdngend. Wir miissen zeigen, dafl die linke Seite der
zweiten Gleichung irgendwo auf dieser Menge den Wert vier annimmt. Da Polynome stetig
sind, ist die Menge aller Werte, die dort angenommen werden, ein Intervall; es reicht also,
wenn wir Punkte finden, in denen Werte grofier vier angenommen werden, und andere mit
Werten kleiner vier.

Die einzigen Punkte mit ganzzahligen Koordinaten in M sind (+1,+1); schauen wir daher
als erstes, welche Werte wir dort bekommen: Fiir (1,1) erhalten wir 1+2+3+5=11 > 4,
und fiir (1,—1) haben wir den Wert 1 +2 —3 —5 = —5 < 4. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

Zeigen Sie: Es gibt (x,y) € R? mit x* +y? < 7 und tan(x? +y?) = eV cos(mx?) !

Losung: Da die durch x? +y? < 7 definierte offene Kreisscheibe zusammenhéngend ist,
wird sie von der stetigen Funktion

f(x,y) = tan(x* +y?) — e*¥ cos(mx?)

auf ein Intervall abgebildet. Es geniigt daher, wenn wir einen Punkt (x,y) aus dieser
Kreisscheibe finden, in dem f(x,y) positiv ist, und einen anderen, in dem es negativ ist.

Der einfachste Punkt zum Einsetzen ist (0,0) mit f(0,0) = —1. Die Funktion wird auch
dann relativ einfach, wenn wir den Kosinus zum Verschwinden bringen, also x = £4/1/2
setzen. Dann ist f(x,y) = tan(% +1y?) > 0, denn % + y? muB kleiner als 7 sein. Somit

nimmt f auch den Wert Null an.

Zur stetigen Funktion f:R — R gebe es im Intervall [a, b] einen Punkt ¢ mit f(c) < a
und einen Punkt d mit f(d) > b. Zeigen Sie, dafl es mindestens ein x € [a, b] gibt mit
f(x) =x.

Losung: Die stetige Funktion g(x) = f(x) —x hat an der Stelle x = ¢ den Wert f(c)—c; da
f(c) < a, aber ¢ > a ist, ist dies eine negative Zahl. Entsprechend folgt, daf g(d) = f(d)—b
positiv ist, denn f(d) > b, aber d < b. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es daher ein x
zwischen ¢ und d, also insbesondere aus [a, b], fiir das g(x) = 0 ist, d.h. f(x) = x, wie
behauptet.

Richtig oder falsch: Ist (xn)nen eine CAUCHY-Folge reeller Zahlen, so ist die Folge der
Paare (xn,Xn.1) eine CAuCHY-Folge in R2.

Losung: Richtig: Da (xn)nen €ine CAUCHY-Folge ist, gibt es zu jedem € > 0 ein N € N,
so daB |xm — xn| < € ist fiir alle n, m > N. Damit ist fiir m,n > N auch
| (¢my Xma1) — (Xn, Xn 41 )HOO = maX{|Xm = Xn|, [Xm41 — Xn41 |} <g,

wir haben also eine CAUCHY-Folge.

(xn)nen sei eine CaucHY-Folge in RP, und K C RP sei eine kompakte Teilmenge, die
alle x,, enthalte. Weiter sei f: D — RY eine stetige Abbildung und K C D. Zeigen Sie, dafl
dann auch die Folge (f(xn)), . in RY eine CavucHY-Folge ist!
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Losung: Sei € > 0 vorgegeben; wir miissen ein N € N finden, so daf} ||f(xym) — f(xn)|| < ¢
ist fiir alle n, m > N. Da f stetig ist und K kompakt, ist f auf K sogar gleichméfig stetig; es
gibt also ein & > 0, so daf ||f(y) — f(x)|| < ¢ ist fiir alle x,y € Kmit ||y — x|| < . Zu diesem
b wiederum gibt es, da (x,)nen eine CAUCHY-Folge ist, ein N € N, so daB ||x;, — xn|| <
fiir alle n, m > N. Da alle x,, in K liegen, ist dann auch ||f(x;) — f(xn )| < €, wie verlangt.

Zeigen Sie, dafl man bei der vorigen Aufgabe nicht auf die Kompaktheit von K verzichten
kann!

Loésung: Wir betrachten die Nullfolge (%)HGN, die als konvergente Folge reeller Zahlen
natiirlich eine CAucHY-Folge ist. Alle Folgenglieder liegen in der (nicht kompakten) Menge
K ={x € R|x > 0}. Die Funktion f:R \ {0} — R mit f(x) = I ist stetig und K C R~ {0}.

Trotzdem ist die Folge der Zahlen f(1) = n natiirlich keine CaucHY-Folge.

f:R — R sei eine stetige Funktion, x; eine reelle Zahl, und durch x,, = f(x,_1) fiir n > 2
sei rekursiv eine Folge (x)nen definiert. Zeigen Sie: Konvergiert diese Folge gegen ein
x € R, so ist x ein Fixpunkt von f!

Loésung: Ist x = lim x,, so ist wegen der Stetigkeit von f
n—oo

f(x) = f( im xn) = lm f(xn) = Hm xn 3 =x.

Zeigen Sie: Fiir jedes x; € R konvergiert die Folge (xn)neny mit x, =sinx,,_; firn > 2
gegen Null!

Losung: Fir n > 2 ist |xn| = [sinx,_1| < 1. Da sinx fiir -5 < x < & das gleiche

Vorzeichen hat wie x, haben aulerdem alle x,, mit n > 2 dasselbe Vorzeichen.

Ist x, =0, sind auch alle weiteren x,, = 0 und wir sind fertig. Ist x, > 0, so ist die Folge
der x,, ab n = 2 streng monoton fallend, da sin x < x fiir alle x > 0; auflerdem ist sie nach
unten beschrankt, da alle x,, > 0 sind. Als monoton fallende nach unten beschrankte Folge
konvergiert (xn)nen, und nach der vorigen Aufgabe erfiillt der Grenzwert x die Gleichung
sin x = x. Somit ist auch hier x = 0.

Ist x, < 0, erhalten wir entsprechend eine monoton wachsende nach oben beschrankte
Folge, und wieder folgt, dafl der Grenzwert Null ist.

m)Finden Sie alle Fixpunkte der Funktion f(x) = x? + ¢, und entscheiden Sie, fiir welche

¢ € R diese stabil sind!

Lésung: x? 4+ ¢ = x genau dann, wenn x die quadratische Gleichung

x> —x+c= x—l 2—I—C—l—O
— 5 7=

erfiillt, wenn also

1 1
X—zj: Z—C

ist. Somit gibt es genau dann (reelle) Fixpunkte, wenn ¢ < } ist. Ein Fixpunkt ist stabil,
wenn der Betrag der Ableitung von f dort kleiner als eins ist; wir haben also die Bedingung

12x| = 1—\/1—4c‘<1 oder T _dc<2.

Somit mu3 1 —4c < 4 oder ¢ > —% sein.



