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Themenvorshl�age f�ur die kleinen �Ubungen am 20. April 2010a) Zeigen Sie: Ist f: Rn ! R eine stetige Funktion, so sindA = fx 2 Rn j f(x) � 0g; B = fx 2 Rn j f(x) = 0g; C = fx 2 Rn j f(x) � 0gabgeshlossene Mengen undD = fx 2 Rn j f(x) < 0g; E = fx 2 Rn j f(x) 6= 0g; F = fx 2 Rn j f(x) > 0go�en.L�osung: Eine Funktion f ist genau dann stetig, wenn das Urbild jeder o�enen Mengeo�en ist. Hier ist D das Urbild unter f der o�enen Menge fx 2 R j x < 0g, E das vonR r f0g und F das von fx 2 R j x < 0g; also sind alle drei Mengen o�en. Somit sind dieKomplemente A = Rn r F, B = Rn r E und C = Rn rD abgeshlossen.b) Welhe der folgenden Mengen sind kompakt?A = f(x; y) 2 R 2 j x2 + 3y2 � 5g; B = f(x; y) 2 R 2 j x2 + 3y2 = 5g;C = f(x; y) 2 R 2 j x2 + 3y2 < 5g; D = f(x; y) 2 R 2 j x2 + 3y2 � 5g;E = f(x; y) 2 R 2 j x2 + 3y2 6= 5g; F = f(x; y) 2 R 2 j x2 + 3y2 > 5g;G = f(x; y) 2 R 2 j x2 - 3y2 � 5g; H = f(x; y) 2 R 2 j x2 - 3y2 = 5g;I = f(x; y) 2 R 2 j x2 - 3y2 < 5g; J = f(x; y) 2 R 2 j x2 - 3y2 � 5g;K = f(x; y) 2 R 2 j x2 - 3y2 6= 5g; L = f(x; y) 2 R 2 j x2 - 3y2 > 5gL�osung: Eine Teilmenge von R 2 ist genau dann kompakt, wenn sie abgeshlossen undbeshr�ankt ist. Nah der vorigen Aufgabe sind die Mengen A;B;D;G;H und J abgeshlos-sen; der Rest ist o�en. Da keine dieser Mengen leer oder ganz Rn ist, kann sie dann nihtabgeshlossen sein: Wie wir in der n�ahsten Vorlesung sehen werden, sind Rn und ; dieeinzigen Teilmengen von Rn , die gleihzeitig o�en und abgeshlossen sind. (Man kannnat�urlih auh direkt zeigen, da� die Komplemente der betrahteten Mengen niht o�ensind.) Die Mengen C;E; F; I; K und L sind daher niht kompakt.Bei den restlihen Mengen m�ussen wir noh untersuhen, ob sie auh beshr�ankt sind.Bei A ist dies der Fall, denn ist x2 + 3y2 � 5, so mu� jxj � p5 und jyj � p5=3 sein,also k(x; y)k1 � p5. Da B in A liegt, ist damit auh B beshr�ankt; A und B sind alsokompakt.D ist o�ensihtlih niht beshr�ankt: F�ur jedes x � p5 ist (x; 0) 2 D. Somit ist D nihtkompakt.Auh H ist niht beshr�ankt, denn f�ur jedes y 2 R liegt der Punkt �p5+ 3y2; y) in H.Da H sowohl in G als auh in J liegt, sind auh diese Mengen niht beshr�ankt. Somit sindA und B die einzigen kompakten unter diesen zw�olf Mengen.) Finden Sie das Maximum und das Minimum der Funktion f(x; y) = x3 + y3 unter derNebenbedingung x2 + 2y2 � 5 !L�osung: rf(x; y) = �3x23y2� ist nur f�ur x = y = 0 der Nullvektor; in diesem Punkt haben wiro�ensihtlih weder ein Minimum noh ein Maximum. Da K = f(x; y) 2 R 2 j x2+2y2 � 5gkompakt ist, mu� f dort sowohl sein Minimum als auh sein Maximum annehmen; da ineinem inneren Punkt rf vershwinden m�u�te, kann das nur auf dem Rand passieren. Inden Extrema ist also g(x; y) = x2 + 2y2 - 5 = 0 und nah Lagrange gibt es dort jeweilsein � 2 R , so da� rf = �rg ist, also�3x23y2� = ��2x4y� .



Ist x = 0 oder y = 0, ist jeweils eine der beiden Gleihungen erf�ullt; die niht vershwinden-de Variable kann �uber die Nebenbedingung bestimmt werden: Ist x = 0 mu� y = �p5=2sein, f�ur y = 0 entsprehend x = �p5. Als Funktionswerte erhalten wirf 0;�r52! = ��52�3=2 und f(�p5; 0) = �53=2 .Wenn weder x noh y vershwinden, k�onnen wir in obiger Gleihung durh x und y k�urzenund erhalten die neuen Gleihungen3x = 2� und 3y = 4� .Somit mu� y = 2x sein; setzen wir dies in g ein, erhalten wir x2+ 2 � (2x)2 = 7x2 = 5, d.h.x = �q57 und y = 2x. Die Funktionswerte hier sind f(x; 2x) = x3 + (2x)3 = 9x3, also istf(1; 2) = 9 ��57�3=2 und f(-1;-2) = -9 � �57�3=2 .Da 53 = 125 gr�o�er ist als 92 = 81, ist 53=2 gr�o�er als neun, also erst reht gr�o�er als f(1; 2).Somit wird das (absolute) Maximum im Punkt (0;p5) angenommen und entsprehenddas (absolute) Minimum in (0;-p5).d) Rihtig oder falsh: Die Vereinigung zweier kompakter Teilmengen von Rn ist kompakt.L�osung: Rihtig: Eine Teilmenge von Rn ist genau dann kompakt, wenn sie abgeshlossenund beshr�ankt ist. Die Vereinigung zweier abgeshlossener Mengen ist wieder abgeshlos-sen (denn der Durhshnitt zweier o�ener Mengen ist o�en); au�erdem ist die Vereinigungzweier beshr�ankter Mengen beshr�ankt: Wir k�onnen als Shranke f�ur die Normen der Ele-mente einfah die gr�o�ere der beiden Shranken zu den Teilmengen nehmen.e) Rihtig oder falsh: Die Vereinigung zweier konvexer Teilmengen von Rn ist konvex.L�osung: Falsh: Die Mengen f(x; y) 2 R 2 j jxj � 1g und f(x; y) 2 R 2 j jyj � 1g sindbeide konvex; ihre Vereinigung enth�alt aber beispielsweise niht die Verbindungsstrekeder Punkte (5; 0) und (0; 5)f) Rihtig oder falsh: Der Durhshnitt zweier konvexer Teilmengen von Rn ist konvex.L�osung: Rihtig: F�ur zwei Punkte x; y aus dem Durhshnitt liegt deren Verbindungs-streke in jeder der beiden Mengen, also auh im Durhshnitt.g) Welhe der folgenden Eigenshaften hat X = �(x; y) 2 R 2 �� 9 � x2 + y2 � 16	: kompakt,konvex, wegzusammenh�angend, zusammenh�angend.L�osung: X ist o�ensihtlih beshr�ankt; die Euklidishe Norm eines Punktes aus X kannh�ohstens gleih vier sein. R 2 rX besteht aus der o�enen Kreissheibe um den Nullpunktvom Radius eins sowie der o�enen Menge aller (x; y) 2 R 2 mit Euklidisher Norm gr�o�ervier, ist also o�en; somit ist X abgeshlossen und damit auh kompakt.X ist niht konvex: Die Verbindungsstreke der Punkte (-4; 0) und (4; 0) geht durh denniht in X enthaltenen Nullpunkt.X ist aber wegzusammenh�angend, denn X kann auh geshrieben werden alsX = �(r os'; r sin') �� 3 � r � 4 und 0 � ' < 2�	 ,und um den Punkt (r os'; r sin') 2 X mit (s os ; s sin ) 2 X zu verbinden, k�onnenwir zun�ahst von durh Erniedrigen von r innerhalb von X zu (3 os'; 3 sin') gehen, vondort weiter auf dem Kreis mir Radius drei zu (3 os ; 3 sin ), und dann durh Erh�ohendes Vorfaktors zu (s os ; s sin ).Als wegzusammenh�angende Menge istX nat�urlih auh zusammenh�angend.



h) Rihtig oder falsh: Ist f: R 2 ! R stetig und X � R zusammenh�angend, so ist auh dasUrbild f-1(X) zusammenh�angend.L�osung: Falsh: Ist etwa f(x; y) = x2, so besteht das Urbild des (zusammenh�angenden)Intervalls (1; 4) aus den beiden o�enen MengenU1 = �(x; y) 2 R 2 �� 1 < x < 2	 und U2 = �(x; y) 2 R 2 �� -2 < x < -1	 ,deren Durhshnitt leer ist.i) Welhe der folgenden Mengen sind konvex, welhe wegzusammenh�angend und welhe zu-sammenh�angend?A = f(x; y) 2 R 2 j x2 + y2 � 1g; B = f(x; y) 2 R 2 j x2 + y2 = 1g;C = f(x; y) 2 R 2 j x2 + y2 < 1g; D = f(x; y) 2 R 2 j x2 + y2 � 1g;E = f(x; y) 2 R 2 j x2 + y2 6= 1g; F = f(x; y) 2 R 2 j x2 + y2 > 1g;L�osung: A ist als abgeshlossene Kreissheibe sogar konvex, also insbesondere auh weg-zusammenh�angend und zusammenh�angend; dasselbe gilt f�ur die o�ene Kreissheibe C.B ist die Kreislinie; sie ist nat�urlih niht konvex, da die Verbindungsstreken zweierPunkte Sehnen durh das Kreisinnere sind; sie ist aber wegzusammenh�angend und damitauh zusammenh�angend.D ist das �Au�ere des Kreises zusammen mit der Kreislinie; diese Menge ist zwar nihtkonvex, da die Verbindungsstreke zweier Punkte durh das Innere verlaufen kann; sieist aber wegzusammenh�angend und damit auh zusammenh�angend, da es immer eineau�erhalb des Kreises verlaufende Verbindungskurve gibt. Dasselbe gilt f�ur das �Au�ereohne Kreislinie, also die Menge F.E shlie�lih ist als Komplement der Kreislinie die Vereinigung der beiden o�enen MengenC und F; die leeren Durhshnitt haben, von denen aber keine ganz E enth�alt. Somit istE niht zusammenh�angend, erst reht also niht wegzusammenh�angend oder gar konvex.j) Welhe der folgenden Mengen sind wegzusammenh�angend?A = f(x; y) 2 R 2 j (x+ 1)2 + y2 � 1g [ f(x; y) 2 R 2 j (x- 1)2 + y2 � 1g;B = f(x; y) 2 R 2 j (x+ 1)2 + y2 < 1g [ f(x; y) 2 R 2 j (x- 1)2 + y2 < 1g;C = f(x; y) 2 R 2 j (x+ 1)2 + y2 < 1g [ f(x; y) 2 R 2 j (x- 1)2 + y2 � 1g;D = f(x; y) 2 R 2 j (x+ 1)2 + y2 < 1g [ f(x; y) 2 R 2 j (x- 1)2 + y2 = 1gL�osung: A, B und C sind jeweils Vereinigungen zweier Kreissheiben vom Radius eins;die erste hat Mittelpunkt (-1:0), die zweite (1; 0). Die drei Mengen untersheiden sihdadurh, da� der Rand, also die Kreislinie, teil dazugeh�ort, teils niht.F�ur sih allein betrahtet ist jede der Kreissheiben, egal ob mit oder ohne Rand, kon-vex, also insbesondere wegzusammenh�angend; insbesondere kann jeder Punkt durh eineStreke mit dem Mittelpunkt verbunden werden. Daher sind A;B und C genau dannwegzusammenh�angend, wenn ihre Mittelpunkte durh einen Weg miteinander verbundenwerden k�onnen.Im Falle von A und C ist das o�ensihtlih der Fall: Hier liegt sogar die Verbindungsstrekeder beiden Mittelpunkte ganz in der Menge; A und C sind also wegzusammenh�angend.Im Falle von B liegt die Verbindungsstreke niht in der Menge, da (0; 0) =2 B. Zumindestanshaulih ist klar, da� es auh keine sonstige ganz in B liegende Verbindungskurve gebenkann; formal l�a�t sih das etwa so beweisen: Angenommen,  : D ! R 2 w�are eine solheKurve mit (0) = (-1; 0), (1) = (1; 0) und (t) 2 B f�ur alle t 2 [0; 1℄. Wir k�onnen shreiben als (t) = �1(t); 2(t)� mit zwei stetigen Funktionen 1; 2:D! R . Dabei ist1(0) = -1 und 1(1) = 1; nah dem Zwishenwertsatz g�abe es also ein t 2 (0; 1) mit1(t) = 0. Das ist aber unm�oglih, denn B enth�alt keine Punkte mit x-Koordinate Null.Bleibt noh die Menge D. Sie ist Vereinigung einer o�enen Kreissheibe mit einer Kreisli-nie. Auh die Kreislinie ist wegzusammenh�angend, denn wir k�onnen zwei Punkte einfah



durh eines der beiden Bogensegmente dazwishen verbinden. Um den Wegzusammen-hang zu zeigen, reiht es daher wieder, einen festen Punkt der Kreissheibe, z.B. denMittelpunkt (-1; 0) mit einem festen Punkt der Kreislinie zu verbinden, zum Beispieldem Punkt (0; 0). Das ist o�ensihtlih m�oglih: Die Verbindungsstreke liegt ganz in D.Somit ist auh D wegzusammenh�angend.k) Ist eine der niht wegzusammenh�angenden Mengen aus der vorigen Aufgabe zusam-menh�angend?L�osung: Die einzige niht wegzusammenh�angende Menge ist B. Sie ist Vereinigung zweiero�ener Kreissheiben mit leerem Durhshnitt, also niht zusammenh�angend.l) Ist X = f(x; y) 2 R 2 j xy = 1 oder x = 0g wegzusammenh�angend?L�osung: Die Menge besteht aus den zwei �Asten der Hyperbel xy = 1 und der y-Ahse.Es ersheint shwierig, mit einer Verbindungskurve von einer dieser drei Teilmengen ineine der anderen zu kommen.Konkret nehmen wir an, es g�abe eine Verbindungskurve :D ! R 2 mit (0) = (-1;-1)und (1) = (1; 1). Dann Wir shreiben wieder (t) = �1(t); 2(t)�, wobei 1 und 2stetige Funktionen von D nah R sind. Als stetige Funktion nimmt 2 auf dem abge-shlossenen Intervall [0; 1℄ ihr Minimum an; dieses sei m. Da 2(0) = -1 ist, ist m � -1.1 nimmt auf [0; 1℄ insbesondere die Werte 1(0) = -1 und 1(1) = 1 an, also nah demZwishenwertsatz auh jeden Wert aus [-1; 1℄, insbesondere den Wert 1=2m. Ist aber1(t) = 1=2m, so ist 2(t) = 2m, was wegen m � -1 kleiner ist als m. Damit haben wireinen Widerspruh gefunden.m) Ist X zusammenh�angend?L�osung: Auh das ist niht der Fall: Setzen wir etwa U = f(x; y) 2 R 2 j 2xy < 1g undV = f(x; y) 2 R 2 j 2xy > 1g, so sind U und V nah a) o�en. Au�erdem ist X � U[V, dennes gibt keinen Punkt (x; y) 2 X, f�ur den 2xy = 1 w�are. Au�erdem ist nat�urlih U\V = ;.Da (1; 1) in V liegt, (0; 0) aber in U, liegt X weder ganz in U noh ganz in V, also ist Xniht zusammenh�angend.


