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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 20. April 2010

Zeigen Sie: Ist f: R™ — R eine stetige Funktion, so sind

A ={xeR"|f(x) <0}, B ={x € R™ | f(x) =0}, C={xeR"|f(x) >0}
abgeschlossene Mengen und

?ffe:n{xeRn | f(x) < 0}, E ={x e R™ | f(x) # 0}, F ={xeR"|f(x) >0}

Losung: Eine Funktion f ist genau dann stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge
offen ist. Hier ist D das Urbild unter f der offenen Menge {x € R | x < 0}, E das von
R ~ {0} und F das von {x € R | x < 0}; also sind alle drei Mengen offen. Somit sind die
Komplemente A =R™ \ F, B=R" \ E und C =R"™ \ D abgeschlossen.

Welche der folgenden Mengen sind kompakt?
A ={(x,y) € R? | x? +3y2<5} B ={(x,y) € R? | x* +3y? =5}
C ={(x,y) € R? | x* + 3y? < 5}, D ={(x,y) € R? | x* + 3y? > 5}
E ={(x,y) € R? | x? +3y? #5}, F ={(x,y) € R? | x? +3y? > 5}
G={(x,y) eR? |X —3y> <5},  H={(x,y) e R* | x*—3y* =5},
I ={(x,y) e R*[x*=3y* <5}, ] ={(x,y) € R*|x*—3y* >5},
K ={(x,y) € R? | x? —3y? #5}, L ={(x,y) € R? | x> —3y? > 5}

Lésung: Eine Teilmenge von R? ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und
beschrankt ist. Nach der vorigen Aufgabe sind die Mengen A, B, D, G, H und J abgeschlos-
sen; der Rest ist offen. Da keine dieser Mengen leer oder ganz R™ ist, kann sie dann nicht
abgeschlossen sein: Wie wir in der néchsten Vorlesung sehen werden, sind R™ und () die
einzigen Teilmengen von R™, die gleichzeitig offen und abgeschlossen sind. (Man kann
natiirlich auch direkt zeigen, dal die Komplemente der betrachteten Mengen nicht offen
sind.) Die Mengen C,E,F,I,K und L sind daher nicht kompakt.

Bei den restlichen Mengen miissen wir noch untersuchen, ob sie auch beschrdnkt sind.
Bei A ist dies der Fall, denn ist x* + 3y? < 5, so mu8 |x| < /5 und |y| < +/5/3 sein,
also ||(x,y)]|o, < V5. Da B in A liegt, ist damit auch B beschrinkt; A und B sind also
kompakt.

D ist offensichtlich nicht beschrinkt: Fiir jedes x > /5 ist (x,0) € D. Somit ist D nicht
kompakt.

Auch H ist nicht beschrdnkt, denn fiir jedes y € R liegt der Punkt ( 5+ 3y2,y) in H.
Da H sowohl in G als auch in J liegt, sind auch diese Mengen nicht beschrénkt. Somit sind
A und B die einzigen kompakten unter diesen zwolf Mengen.

Finden Sie das Maximum und das Minimum der Funktion f(x,y) = x> + y> unter der
Nebenbedingung x> + 2y% < 5!

Losung: Vf(x,y) = (g;‘i) ist nur fiir x = y = 0 der Nullvektor; in diesem Punkt haben wir

offensichtlich weder ein Minimum noch ein Maximum. Da K = {(x,y) € R? | x? +2y? < 5}
kompakt ist, mufl f dort sowohl sein Minimum als auch sein Maximum annehmen; da in
einem inneren Punkt Vf verschwinden miifite, kann das nur auf dem Rand passieren. In
den Extrema ist also g(x,y) = x? 4+ 2y?> —5 = 0 und nach LAGRANGE gibt es dort jeweils
ein A € R, so daBl Vf = AVg ist, also
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Ist x = 0 oder y = 0, ist jeweils eine der beiden Gleichungen erfiillt; die nicht verschwinden-
de Variable kann iiber die Nebenbedingung bestimmt werden: Ist x = 0 mu8 y = +./5/2

sein, fiir y = 0 entsprechend x = ++/5. Als Funktionswerte erhalten wir

5 5 3/2
f O,i\/; :i(z) und f(£V/5,0) = £5%/2.

Wenn weder x noch y verschwinden, kénnen wir in obiger Gleichung durch x und y kiirzen
und erhalten die neuen Gleichungen

3x =2\ und 3y =4A.
Somit muf y = 2x sein; setzen wir dies in g ein, erhalten wir x> +2- (2x)? = 7x?> =5, d.h.
X = :l:\/g und y = 2x. Die Funktionswerte hier sind f(x,2x) = x> + (2x)3 = 9x3, also ist

5 3/2 5 3/2
f(1,2):9-(?) und f(—l,—2):—9-(?) .

Da 53 = 125 grofler ist als 92 = 81, ist 53/2 groBer als neun, also erst recht grofer als f(1,2).
Somit wird das (absolute) Maximum im Punkt (0, v/5) angenommen und entsprechend
das (absolute) Minimum in (0, —/5).

Richtig oder falsch: Die Vereinigung zweier kompakter Teilmengen von R™ ist kompakt.

Losung: Richtig: Eine Teilmenge von R™ ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen
und beschrankt ist. Die Vereinigung zweier abgeschlossener Mengen ist wieder abgeschlos-
sen (denn der Durchschnitt zweier offener Mengen ist offen); auflerdem ist die Vereinigung
zweier beschrankter Mengen beschrankt: Wir kénnen als Schranke fiir die Normen der Ele-
mente einfach die groflere der beiden Schranken zu den Teilmengen nehmen.

Richtig oder falsch: Die Vereinigung zweier konvexer Teilmengen von R™ ist konvex.

Lésung: Falsch: Die Mengen {(x,y) € R? | x| < 1} und {(x,y) € R? | |y| < 1} sind
beide konvex; ihre Vereinigung enthdlt aber beispielsweise nicht die Verbindungsstrecke
der Punkte (5,0) und (0,5)

Richtig oder falsch: Der Durchschnitt zweier konvexer Teilmengen von R™ ist konvex.

Loésung: Richtig: Fiir zwei Punkte x,y aus dem Durchschnitt liegt deren Verbindungs-
strecke in jeder der beiden Mengen, also auch im Durchschnitt.

Welche der folgenden Eigenschaften hat X = {(x,y) € R? | 9<x?+y? < 16}: kompakt,
konvex, wegzusammenhdngend, zusammenhangend.

Losung: X ist offensichtlich beschrankt; die EukLiDische Norm eines Punktes aus X kann
hochstens gleich vier sein. R? \ X besteht aus der offenen Kreisscheibe um den Nullpunkt
vom Radius eins sowie der offenen Menge aller (x,y) € R? mit EukLiDischer Norm gréfier
vier, ist also offen; somit ist X abgeschlossen und damit auch kompakt.

X ist nicht konvex: Die Verbindungsstrecke der Punkte (—4,0) und (4,0) geht durch den
nicht in X enthaltenen Nullpunkt.

X ist aber wegzusammenhdngend, denn X kann auch geschrieben werden als
X={(rcosg,rsing) [3<r<4 und 0< ¢ <2n},

und um den Punkt (rcos@,rsin¢) € X mit (scosi,ssin) € X zu verbinden, kénnen

wir zunédchst von durch Erniedrigen von r innerhalb von X zu (3 cos ¢, 3 sin ¢) gehen, von

dort weiter auf dem Kreis mir Radius drei zu (3 cos\{,3sin), und dann durch Erhéhen
des Vorfaktors zu (scos, ssin).

Als wegzusammenhéngende Menge istX natiirlich auch zusammenhéngend.



h) Richtig oder falsch: Ist f:R? — R stetig und X C R zusammenhéngend, so ist auch das
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Urbild f~'(X) zusammenhingend.

Lésung: Falsch: Ist etwa f(x,y) = x2, so besteht das Urbild des (zusammenhéngenden)
Intervalls (1, 4) aus den beiden offenen Mengen

U ={(x,y)eR? |T<x<2} und W= {(xy)eR*|-2<x<-1},

deren Durchschnitt leer ist.

Welche der folgenden Mengen sind konvex, welche wegzusammenhdngend und welche zu-
sammenhédngend?
—{(XU R2|X2+UZS1}, B ={(x,y) e R? [x* +y* =1},
{(x,y) e R* | x* +y <1}, D ={(x,y) € R? [ x* +y% > 1},
{(xy ERZIX +y £ 1, F={(xy) e R [x*+y*> > 1],

Losung: A ist als abgeschlossene Kreisscheibe sogar konvex, also insbesondere auch weg-
zusammenhdngend und zusammenhdngend; dasselbe gilt fiir die offene Kreisscheibe C.

B ist die Kreislinie; sie ist natiirlich nicht konvex, da die Verbindungsstrecken zweier
Punkte Sehnen durch das Kreisinnere sind; sie ist aber wegzusammenhéngend und damit
auch zusammenhdngend.

D ist das AuBere des Kreises zusammen mit der Kreislinie; diese Menge ist zwar nicht
konvex, da die Verbindungsstrecke zweier Punkte durch das Innere verlaufen kann; sie
ist aber wegzusammenhédngend und damit auch zusammenhingend, da es immer eine
auBerhalb des Kreises verlaufende Verbindungskurve gibt. Dasselbe gilt fiir das AuBere
ohne Kreislinie, also die Menge F.

E schliefllich ist als Komplement der Kreislinie die Vereinigung der beiden offenen Mengen
C und F; die leeren Durchschnitt haben, von denen aber keine ganz E enthalt. Somit ist
E nicht zusammenhangend, erst recht also nicht wegzusammenhangend oder gar konvex.

Welche der folgenden Mengen sind wegzusammenhadngend?

A={xy)eR | (x+1)>+y> <NU{(x,y) e R* | (x =1)* +y> <1},
B={xy eR|(x+1)2+y?2<JU{(x,y) eR? | (x—1)2+y? <1},
CZ{(X,U) IRiz|(X+1)2+y2<1}U{(><,U) R | (x —1)* +y* < 1},
D:{(x,y)ERZ|(x+1)2+y2<1}u{(x,y)ER2|(x—1)2—|—y2:1}

Losung: A, B und C sind jeweils Vereinigungen zweier Kreisscheiben vom Radius eins;
die erste hat Mittelpunkt (—1.0), die zweite (1,0). Die drei Mengen unterscheiden sich
dadurch, dafl der Rand, also die Kreislinie, teil dazugehort, teils nicht.

Fiir sich allein betrachtet ist jede der Kreisscheiben, egal ob mit oder ohne Rand, kon-
vex, also insbesondere wegzusammenhidngend; insbesondere kann jeder Punkt durch eine
Strecke mit dem Mittelpunkt verbunden werden. Daher sind A,B und C genau dann
wegzusammenhangend, wenn ihre Mittelpunkte durch einen Weg miteinander verbunden
werden koénnen.

Im Falle von A und C ist das offensichtlich der Fall: Hier liegt sogar die Verbindungsstrecke
der beiden Mittelpunkte ganz in der Menge; A und C sind also wegzusammenhédngend.
Im Falle von B liegt die Verbindungsstrecke nicht in der Menge, da (0,0) ¢ B. Zumindest
anschaulich ist klar, dafl es auch keine sonstige ganz in B liegende Verbindungskurve geben
kann; formal 148t sich das etwa so beweisen: Angenommen, v : D — R? wére eine solche
Kurve mit v(0) = (—1,0), v(1) = (1,0) und y(t) € B fiir alle t € [0, 1]. Wir kdnnen y
schreiben als y(t) = (w (t),yz(t)) mit zwei stetigen Funktionen y,7v>: D — R. Dabei ist
v1(0) = —1 und v1(1) = 1; nach dem Zwischenwertsatz gibe es also ein t € (0, 1) mit
v1(t) = 0. Das ist aber unmoglich, denn B enthélt keine Punkte mit x-Koordinate Null.

Bleibt noch die Menge D. Sie ist Vereinigung einer offenen Kreisscheibe mit einer Kreisli-
nie. Auch die Kreislinie ist wegzusammenhangend, denn wir kénnen zwei Punkte einfach
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durch eines der beiden Bogensegmente dazwischen verbinden. Um den Wegzusammen-
hang zu zeigen, reicht es daher wieder, einen festen Punkt der Kreisscheibe, z.B. den
Mittelpunkt (—1,0) mit einem festen Punkt der Kreislinie zu verbinden, zum Beispiel
dem Punkt (0,0). Das ist offensichtlich mdglich: Die Verbindungsstrecke liegt ganz in D.
Somit ist auch D wegzusammenhingend.

Ist eine der nicht wegzusammenhdngenden Mengen aus der vorigen Aufgabe zusam-
menhédngend?

Losung: Die einzige nicht wegzusammenhingende Menge ist B. Sie ist Vereinigung zweier
offener Kreisscheiben mit leerem Durchschnitt, also nicht zusammenhangend.

Ist X={(x,y) € R? | xy =1 oder x = 0} wegzusammenhingend?

Lésung: Die Menge besteht aus den zwei Asten der Hyperbel xy = 1 und der y-Achse.
Es erscheint schwierig, mit einer Verbindungskurve von einer dieser drei Teilmengen in
eine der anderen zu kommen.

Konkret nehmen wir an, es gébe eine Verbindungskurve y: D — R? mit y(0) = (—1,—1)
und y(1) = (1,1). Dann Wir schreiben wieder y(t) = (y1(t),v2(t)), wobei v; und v,
stetige Funktionen von D nach R sind. Als stetige Funktion nimmt vy, auf dem abge-
schlossenen Intervall [0, 1] ihr Minimum an; dieses sei m. Da y,(0) = —1 ist, ist m < —1.
v1 nimmt auf [0, 1] insbesondere die Werte v1(0) = —1 und y1(1) = 1 an, also nach dem
Zwischenwertsatz auch jeden Wert aus [—1, 1], insbesondere den Wert 1/2m. Ist aber
v1(t) =1/2m, so ist y2(t) = 2m, was wegen m < —1 kleiner ist als m. Damit haben wir
einen Widerspruch gefunden.

m)Ist X zusammenhdngend?

Lésung: Auch das ist nicht der Fall: Setzen wir etwa U = {(x,y) € R? | 2xy < 1} und
V ={(x,y) € R? | 2xy > 1}, so sind U und V nach a) offen. AuBerdem ist X ¢ UUV, denn
es gibt keinen Punkt (x,y) € X, fiir den 2xy = 1 wéare. Auflerdem ist natiirlich UNV = (.
Da (1,1) in V liegt, (0,0) aber in U, liegt X weder ganz in U noch ganz in V, also ist X
nicht zusammenhéngend.



