
Wolfgang K. Seiler A5, Zimmer C201Tel. 2515

Themenvors
hl�age f�ur die kleinen �Ubungen am 13. April 2010a) Zeigen Sie, da� das folgende lineare Glei
hungssystem unl�osbar ist:x+ y = 1; x+ 2y = 2 und 2x+ 3y = 4 (�)L�osung: Klar, denn die Summe der ersten beiden Glei
hungen ist glei
h der dritten mitdur
h drei ersetzter re
hter Seite.b) Finden Sie reelle Zahlen x; y, so da� (�)mit diesen Zahlen im Sinne der kleinsten Quadratem�ogli
hst wenig fals
h ist!L�osung: Die Matrix des Glei
hungssystems istA = 0� 1 11 22 3
1A mit AT = � 1 1 21 2 3� .

Wir m�ussen das lineare Glei
hungssystem (ATA)x = ATb l�osen, wobei b die re
hte Seitedes gegebenen Glei
hungssystems ist. WegenATA = � 1 1 21 2 3�0� 1 11 22 3
1A = � 6 99 14� und tA~b = � 1 1 21 2 3�0� 124

1A = � 1117�ist dies das Glei
hungssystem6x+ 9y = 11 und 9x+ 14y = 17 .Subtraktion von 112 mal der ersten Glei
hung von der zweiten f�uhrt auf 12y = 12 , alsoy = 1, und damit folgt aus jeder der beiden Glei
hungen s
hnell, da� x = 13 sein mu�.
) Gegeben seien N Datenpaare (xi; yi), die ungef�ahr proportional zueinander sein sollten.Finden sie das im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate bestm�ogli
he a 2 R , so da�yi � axi ist!L�osung: S
hreiben wir die Bedingungen yi = axi um zu einem Glei
hungssystem f�ura, hat dieses als Matrix den Spaltenvektor mit Eintr�agen xi und als re
hte Seite denmit Eintr�agen yi. Multiplikation mit dem Zeilenvektor (x1; : : : ; xn) ma
ht daraus dieGlei
hung  NXi=1 x2i
!a = NXi=1 xiyi ;falls ni
ht alle xi vers
hwinden, ist dies eindeutig l�osbar dur
h

a = NPi=1 xiyiNPi=1 x2i .
d) Wie k�onnen Sie vorgehen, wenn ein Zusammenhang der Form xi = A 
os(ti + ') zuerwarten ist?



L�osung: Das Problem hier ist, da� die Glei
hungen ni
ht linear in ' sind. Na
h derAdditionsformel f�ur den Kosinus ist aber
os(ti +') = 
os ti 
os'- sin ti sin' ,d.h. xi = a 
os ti + b sin ti mit a = A 
os' und b = A sin' .Dieses Glei
hungssystem ist linear in a und b, kann also na
h der Methode aus der Vor-lesung gel�ost werden: Multiplikation mit der Transponierten der Matrix des Glei
hungs-systems f�uhrt auf  NXi=1 
os2 ti
!a+ NXi=1 sin ti 
os ti

!b = NXi=1 xi 
os tiund  NXi=1 sin ti 
os ti
!a+ NXi=1 sin2 ti

!b = NXi=1 xi sin ti .Dieses Glei
hungssystem liefert a und b; daraus l�a�t si
h A bere
hnen alsA =pa2 + b2und ' dur
h die beiden Bedingungen
os' = aA und sin' = bA .(Man ben�otigt beide Bedingungen um ' modulo 2� zu kennen; eine allein liefert nur 'modulo �.)e) Die Datenpaare (ti; xi), i = 1; : : : ;N bes
hreiben den zeitli
hen Verlauf einer zu vers
hie-denen Zeitpunkten ti gemessenen Gr�o�e. Es steht zu erwarten, da� diese Gr�o�e einerseitsperiodis
hen (z.B. saisonalen) S
hwankungen unterworfen ist, andererseits aber im lang-fristigen Mittel linear ansteigt. Damit bietet si
h ein Ansatz der Formxi � a+ bti + 
 sin!tian, wobei ! eine von der Periode abh�angige bekannte Konstante bezei
hnet. Stellen Sieein lineares Glei
hungssystem f�ur die bestm�ogli
hen S
h�atzwerte a; b und 
 auf!L�osung: Wenn wir lauter exakte Glei
hungen h�atten, w�urden a; b; 
 das lineare Glei-
hungssystem 1 � a+ ti � b+ sin!ti � 
 = xi , i = 1; : : : ;Nerf�ullen. Seine Matrix und re
hte Seite sind
A = 0� 1 t1 sin!t1... ... ...1 tN sin!tN

1A und x = 0� x1...xN
1A .

Multiplikation mit der transponierten MatrixAT = 0� 1 : : : 1t1 : : : tNsin!t1 : : : sin!tN
1A

f�uhrt auf
ATA =

0BBBBBB�
N NPi=1 ti NPi=1 sin!tiNPi=1 ti NPi=1 t2i NPi=1 ti sin!tiNPi=1 sin!ti NPi=1 ti sin!ti NPi=1 sin2!ti

1CCCCCCA und Atx =
0BBBBBB�

NPi=1 xiNPi=1 tixiNPi=1 xi sin!ti
1CCCCCCA .



Das zu l�osende Glei
hungssystem ist alsoN � a + NPi=1 ti � b + NPi=1 sin!ti � 
 = NPi=1 xiNPi=1 ti � a + NPi=1 t2i � b + NPi=1 ti sin!ti � 
 = NPi=1 tixiNPi=1 sin!ti � a + NPi=1 ti sin!ti � b + NPi=1 sin2!ti � 
 = NPi=1 xi sin!ti
f) Beim vorigen Problem war der periodis
he Anteil zum Zeitpunkt t = 0 stets glei
h Null;maximal war er unter anderem zum Zeitpunkt �=2!. Wie k�onnen Sie vorgehen, wenn Sieni
ht wissen, zu wel
hem Zeitpunkt Sie vers
hwindende, minimale und maximale Beitr�ageerwarten sollten?L�osung: Die o�ensi
htli
he L�osung besteht nat�urli
h darin, im Sinus eine Phasenvers
hie-bung einzuf�uhren: xi � a+ bti + 
 sin(!ti +')mit einem ebenfalls zu s
h�atzenden Parameter '. Da die Glei
hungen ni
ht linear in 'sind, l�a�t si
h das allerdings ni
ht mit den uns bekannten Methoden dur
hf�uhren. Wiewir bei AAufgabe d) gesehen haben, erf�ullt ein Ansatz der Formxi � a+ bti + 
 sin!ti + d 
os!tidenselben Zwe
k, und hier k�onnen wir mit nur unwesentli
h gr�o�erer M�uhe als beimgerade gel�osten Problem ein lineares Glei
hungssystem f�ur die vier KoeÆzienten a; b; 
; daufstellen.g) Gegeben seien N Wertepaare (xi; ti), wobei theoretis
h ein Zusammenhang der Formxi = a sin ti + b sin 2ti + 
 sin 3ti + d sin 4tibestehen sollte. Stellen Sie ein lineares Glei
hungssystem auf, dessen L�osungen im Sinneder kleinsten Quadrate die beste S
h�atzung f�ur a; b; 
; d liefern!L�osung: Die gesu
hten Gr�o�en a; b; 
; d sollten theoretis
h das lineare Glei
hungssystemaus den N Glei
hungen(sin ti) � a+ (sin 2ti) � b+ (sin 3ti) � 
+ (sin 4ti) � d = xierf�ullen. Dessen Matrix A hat vier Spalten, wobei die Eintr�age der j-ten Spalte glei
h denZahlen sin jti sind. Damit ist ATA eine 4� 4-Matrix mit Eintr�agenak` = NXi=1 sin kti � sin `ti .Als re
hte Seite des Glei
hungssystem haben wir den VektortA~x = 0B� PNi=1 xi sin ti...PNi=1 xi sin 4ti

1CA ,
das Glei
hungssystem besteht also aus den vier Glei
hungen NXi=1 sinkti � sin ti

!a+ NXi=1 sin kti � sin 2ti
!b+ NXi=1 sinkti � sin 3ti

! 

+ NXi=1 sinkti � sin 4ti

!d = NXi=1 xi sinktif�ur k = 1; : : : ; 4.



h) Bere
hnen Sie den KorrelationskoeÆzienten der Datenpaare (sin2 k; 
os2 k), k = 1; : : : ; 100 !L�osung: Da 
os2 k = 1- sin2 k ist f�ur alle k, liegen die Datenpaare auf einer Geraden mitSteigung -1 < 0; der KorrelationskoeÆzient ist also -1.i) Zeigen Sie, da� die o�enen Intervalle (0; 1n ) f�ur n = 1; 2; 3; : : : eine o�ene �Uberde
kungdes Intervalls [14 ; 13 ℄ bilden und �nden Sie eine endli
he Teil�uberde
kung!L�osung: Das erste der o�enen Intervalle ist (0; 1) und enth�alt bereits sowohl [14 ; 13 ℄ alsau
h alle folgenden o�enen Intervalle. Damit ist bereits f(0; 1)g eine endli
he Teil�uber-de
kung. (Das Intervall (0; 12 ) f�ur si
h alleine w�urde ebenfalls ausrei
hen, ni
ht aber (0; 13),denn dieses Intervall enth�alt ni
ht den Punkt 13 .)j) Die Menge U bestehe aus den o�enen MengenUa;b = �(x; y) 2 R 2 �� (x- a)2 + (y- b)2 < 1	 mit - 1 � a; b � 1 .Zeigen Sie, da� dies eine o�ene �Uberde
kung des Re
hte
ksR = �(x; y) 2 R 2 �� -32 � x; y � 32	ist und �nden Sie eine endli
he Teil�uberde
kung!L�osung: F�ur (x; y) 2 R setzen wira = Æ-1 falls x < -1x falls -1 � x � 11 falls x > 1 und b = Æ-1 falls y < -1x falls -1 � y � 11 falls y > 1 .
Da -32 � x; y � 32 ist, kann (x- a)2 + (y- b)2 ni
ht gr�o�er werden als �12�2 + �12�2 = 12 ,der Punkt (x; y) liegt also in Ua;b. Somit ist U eine �Uberde
kung von R.Als endli
he Teil�uberde
kung k�onnen wir beispielsweise die Mengen Ua;b mit a; b 2f-1;-12 ; 0; 12 ; 1g nehmen: Wenn wir bei der obigen De�nition von a und b zus�atzli
hno
h beide Zahlen zum n�a
hsten Vielfa
hen von 12 runden, ma
hen wir einen zus�atzli
henFehler von h�o
hstens 14 . Bei einer Koordinate aus [-1; 1℄ ma
hen wir damit insgesamteinen Fehler von h�o
hstens 14 , bei einer Koordinate au�erhalb dieses Intervalls kann derFehler bis zu 12 betragen. Insgesamt gilt weiterhin dieselbe Abs
h�atzung wie oben.k) Zeigen Sie, da� die o�ene Kreiss
heibeD = �(x; y) 2 R 2 �� x2 + y2 < 2	ni
ht kompakt ist!L�osung: Wir k�onnen beispielsweise die �Uberde
kung aus den o�enen KreisringenUn = �(x; y) 2 R 2 �� 2- 1n < x2 + y2 < 2- 12n	zusammen mit der Kreiss
heibeU0 = �(x; y) 2 R 2 �� x2 + y2 < 32	betra
hten. Eine endli
he Auswahl von Kreisringen Uni mit n1 < � � � < nr enth�alt nurPunkte mit x2+y2 < 2- 12nr , kann also weder mit no
h ohne U0 eine �Uberde
kung von Dsein.


