b)

d)

WoLrcaNG K. SEILER A5, ZiMMER C201
Tel. 2515

Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 13. April 2010

Zeigen Sie, dafl das folgende lineare Gleichungssystem unldsbar ist:
x+y=1 x+2y=2 und 2x+3y=4 (%)

Losung: Klar, denn die Summe der ersten beiden Gleichungen ist gleich der dritten mit
durch drei ersetzter rechter Seite.

Finden Sie reelle Zahlen x,y, so daf (*) mit diesen Zahlen im Sinne der kleinsten Quadrate
moglichst wenig falsch ist!

Losung: Die Matrix des Gleichungssystems ist
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Wir miissen das lineare Gleichungssystem (ATA)x = ATb 16sen, wobei b die rechte Seite
des gegebenen Gleichungssystems ist. Wegen
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ist dies das Gleichungssystem

6x+9%y =11 und 9x+14y=17.
Subtraktion von 1% mal der ersten Gleichung von der zweiten fithrt auf %y = %, also
1

y = 1, und damit folgt aus jeder der beiden Gleichungen schnell, daf x = 5 sein mufi.

Gegeben seien N Datenpaare (xi,y;), die ungefdhr proportional zueinander sein sollten.
Finden sie das im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate bestmogliche a € R, so dafl
Yyi & ax; ist!

Losung: Schreiben wir die Bedingungen y; = ax; um zu einem Gleichungssystem fiir
a, hat dieses als Matrix den Spaltenvektor mit Eintrdgen x; und als rechte Seite den
mit Eintrdgen y;. Multiplikation mit dem Zeilenvektor (xi,...,Xn) macht daraus die
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falls nicht alle x; verschwinden, ist dies eindeutig 16sbar durch

N
Z XiVi
i=1

N
Y x
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Wie konnen Sie vorgehen, wenn ein Zusammenhang der Form x; = Acos(t; + @) zu
erwarten ist?



Losung: Das Problem hier ist, dafl die Gleichungen nicht linear in ¢ sind. Nach der
Additionsformel fiir den Kosinus ist aber

cos(t; + @) =costicos @ —sintisin@,
d.h. xi=acost;+bsint; mit a=Acos¢e und b=Asing.
Dieses Gleichungssystem ist linear in a und b, kann also nach der Methode aus der Vor-

lesung gelost werden: Multiplikation mit der Transponierten der Matrix des Gleichungs-
systems fiihrt auf

N N N
(Z cos’ ti> a+ (Z sin t; cos ti> b= Z xi cos ty
i=1 i=1

i=1

und
N N N
<Z sin t; cos ti> a+ <Z sin? ti> b= Z xisint; .
i=1 i=1 i=1

Dieses Gleichungssystem liefert a und b; daraus 148t sich A berechnen als
A =+vVa?+b?

und ¢ durch die beiden Bedingungen

005@:% und sin(p:K.

(Man benétigt beide Bedingungen um ¢ modulo 27t zu kennen; eine allein liefert nur ¢
modulo 7t.)

Die Datenpaare (ti,x;), 1 =1,..., N beschreiben den zeitlichen Verlauf einer zu verschie-
denen Zeitpunkten t; gemessenen Grofle. Es steht zu erwarten, dal diese Gréfle einerseits
periodischen (z.B. saisonalen) Schwankungen unterworfen ist, andererseits aber im lang-
fristigen Mittel linear ansteigt. Damit bietet sich ein Ansatz der Form

Xi &~ a+ bty + csin wt;
an, wobei w eine von der Periode abhéngige bekannte Konstante bezeichnet. Stellen Sie

ein lineares Gleichungssystem fiir die bestmoglichen Schatzwerte a, b und c auf!

Losung: Wenn wir lauter exakte Gleichungen héatten, wiirden a,b,c das lineare Glei-
chungssystem
l-a+ti-b+sinwti-c=%x, 1i=1,...,N

erfiillen. Seine Matrix und rechte Seite sind
1 t; sinwt, X1
A= : und x =
1 N sin witn XN

Multiplikation mit der transponierten Matrix

1 .. 1
Al = ty tN
sin wt; sin wty
fihrt auf
N N N
N Z 17 Z sin wty Z Xi
i=1 i=1 i=1
- N N N N
AA= Z ti Z t% Z 17 sin wty und AtX = Z tixi
iz i=1 i=1 =1
N N 5 N
> sinwt; ) tisinwty ) sin® wt; > xisinwt;
i—1 i=1 i=1 =l



Das zu losende Gleichungssystem ist also

N N N
N.a+ > ti-b+ D sinwticc =) x4
i=1 i=1 i=1
N N N N
Zti-a—i— Zt%-b—l—Ztisinwti-c:Ztixi
i=1 i=1 i=1 i=1

N N N
sinwt;-a+ Y tisinwt;-b+ Y sinfwti-c = Y x;isinwt;
1 i=1 i=1 i=1
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f) Beim vorigen Problem war der periodische Anteil zum Zeitpunkt t = O stets gleich Null;
maximal war er unter anderem zum Zeitpunkt 71/2w. Wie kénnen Sie vorgehen, wenn Sie
nicht wissen, zu welchem Zeitpunkt Sie verschwindende, minimale und maximale Beitrage
erwarten sollten?

Losung: Die offensichtliche Lésung besteht natiirlich darin, im Sinus eine Phasenverschie-
bung einzufiihren:
Xxi & a+ bty + csin(wty + @)

mit einem ebenfalls zu schdtzenden Parameter ¢. Da die Gleichungen nicht linear in ¢
sind, 1&8t sich das allerdings nicht mit den uns bekannten Methoden durchfiithren. Wie
wir bei AAufgabe d) gesehen haben, erfiillt ein Ansatz der Form

Xi ~ a+ bty + c¢sin wt; + d cos wt;
denselben Zweck, und hier konnen wir mit nur unwesentlich gréflerer Miihe als beim

gerade gelosten Problem ein lineares Gleichungssystem fiir die vier Koeffizienten a, b, c, d
aufstellen.

g) Gegeben seien N Wertepaare (xi,ti), wobei theoretisch ein Zusammenhang der Form
x; = asint; + bsin2t; + csin 3t; + dsin4t;
bestehen sollte. Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem auf, dessen Losungen im Sinne
der kleinsten Quadrate die beste Schatzung fiir a, b, ¢, d liefern!
Losung: Die gesuchten Groflen a, b, c, d sollten theoretisch das lineare Gleichungssystem
aus den N Gleichungen
(sinti) - a+ (sin2t;) - b+ (sin3t;) - ¢ + (sin4t;) - d = x4
erfiillen. Dessen Matrix A hat vier Spalten, wobei die Eintrdge der j-ten Spalte gleich den
Zahlen sin jt; sind. Damit ist ATA eine 4 x 4-Matrix mit Eintrigen
N
Aye = Z sin kt; - sin {t; .
i=1
Als rechte Seite des Gleichungssystem haben wir den Vektor
N .
Y i xisintg
AX = : ,
N
Y g xisindty

das Gleichungssystem besteht also aus den vier Gleichungen

N N N
(Z sinkt; - sin ti> a+ (Z sin kt; - sin 2ti> b+ (Z sinkt; - sin 3ti> c

i=1 i=1 i=1

N N
+ (Z sin kt; - sin 4ti> d= Z x; sin kt;
i=1 i=1

firk=1,...,4.
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Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten der Datenpaare (sin2 k,cos?k), k=1,...,100!

Losung: Da cos’k = 1 —sin? k ist fiir alle k, liegen die Datenpaare auf einer Geraden mit
Steigung —1 < 0; der Korrelationskoeffizient ist also —1.

Zeigen Sie, daf} die offenen Intervalle (0, %) fir n =1,2,3,... eine offene Uberdeckung

1 1] bilden und finden Sie eine endliche Teiliiberdeckung!

des Intervalls [7, 3

Losung: Das erste der offenen Intervalle ist (0, 1) und enthilt bereits sowohl [%, %] als

auch alle folgenden offenen Intervalle. Damit ist bereits {(0, 1)} eine endliche Teiliiber-
deckung. (Das Intervall (0, %) fiir sich alleine wiirde ebenfalls ausreichen, nicht aber (0, %),

denn dieses Intervall enthalt nicht den Punkt %)

Die Menge il bestehe aus den offenen Mengen
Uab = {(x,y) e R? | (x—a)+(y—b)2<1} mit —1<ab<1.

Zeigen Sie, daB dies eine offene Uberdeckung des Rechtecks
R={(xy)eR* | -3 <x,y<3}

ist und finden Sie eine endliche Teiliiberdeckung!
Losung: Fiir (x,y) € R setzen wir
—1 falls x < —1 —1 fallsy < —1
a—{ x falls -1 <x<1 und b—{ x falls —-1<y<1.
1 fallsx > 1 1 fallsy> 1

Da —3 <x,y < 3 ist, kann (x — a)? + (y — b)? nicht grofer werden als (%)2 + (%)2 =1,

der Punkt (x,y) liegt also in Ug . Somit ist i eine Uberdeckung von R.
Als endliche Teiliiberdeckung konnen wir beispielsweise die Mengen U, p mit a,b €
{—1,—%,0 1 1} nehmen: Wenn wir bei der obigen Definition von a und b zusitzlich

y 2
noch beide Zahlen zum nichsten Vielfachen von % runden, machen wir einen zusdtzlichen

Fehler von hochstens %. Bei einer Koordinate aus [—1, 1] machen wir damit insgesamt
einen Fehler von hochstens %, bei einer Koordinate auflerhalb dieses Intervalls kann der

Fehler bis zu % betragen. Insgesamt gilt weiterhin dieselbe Abschadtzung wie oben.

Zeigen Sie, dafl die offene Kreisscheibe
D= {(x,y) e R* | x* +y* <2}
nicht kompakt ist!

Lésung: Wir kénnen beispielsweise die Uberdeckung aus den offenen Kreisringen
Un={(x,y) eR* |21 <x?+y? <2}
zusammen mit der Kreisscheibe
Uo = {(x,y) e R* | x* +y* < 3}

betrachten. Eine endliche Auswahl von Kreisringen U,, mit n; < s < My enthalt nur
Punkte mit x2 +y? <2 ﬁ, kann also weder mit noch ohne U, eine Uberdeckung von D
sein.



