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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 23. März 2010a) Bere
hnen Sie die Taylor-Polynome zweiten Grades der folgenden Funktionen sowohl viaGradient und Hesse-Matrix als au
h auf eine andere Weise::
f1:R3

→ R; (x, y, z) 7→ x3 + y3 + z3 + 3xyz um (1, 0, 0) ,
f2:R2

→ R; (x, y) 7→ sin x 
osy um (0, 0) ,
f3:R2

→ R; (x, y) 7→ ex2
+y2 um (0, 0) !

Lösung:

∇f1(x, y, z) =





3x2 + 3yz

3y2 + 3xz

3z2 + 3xy



 und Hf1
(x, y, z) =





6x 3z 3y

3z 6y 3x

3y 3x 6z



 ,also ist
∇f1(1, 0, 0) =





3

0

0



 und Hf1
(1, 0, 0) =





6 0 0

0 0 3

0 3 0



 .Daher ist das Taylor-Polynom zweiten Grades glei
h
f1(1, 0, 0) +





3

0

0



 ·





h

j

k



 +
1

2
(h j k)





6 0 0

0 0 3

0 3 0









h

j

k





= 1 + 3h +
6h2 + 3jk + 3kj

2
= 1 + 3h + 3h2 + 3jk .Alternativ k�onnen wir au
h einfa
h einsetzen:

f1(1 + h, j, k) = (1 + h)3 + j3 + k3 + 3(1 + h)jk

= 1 + 3h + 3h2 + 3jk + Terme vom Grad drei .Also ist das Taylor-Polynom zweiten Grades von f1 glei
h 1 + 3h + 3h2 + 3jk.F�ur f2 haben wir
∇f2(x, y) =

( 
os x 
osy

− sin x siny

) und Hf2
(x, y) =

(

− sin x 
osy − 
os x siny

− 
os x siny − sin x 
osy

) ,im Nullpunkt also ∇f2(0, 0) =
(

1
0

) und Hf2
(0, 0) =

(

0 0
0 0

). Da au
h f(0, 0) vers
hwindet, istdas Taylor-Polynom zweiten Grades daher einfa
h glei
h x.Alternativ k�onnen wir au
h f2(x, y) = sin x 
osy �uber das Produkt der Taylor-Reihensin x = x −
x3

3!
+

x5

5!
− · · · und 
osy = 1 −

y2

2!
+

y4

4!
+ · · ·bere
hnen; dieses ist

x −
x3

6
+

xy2

2
+ Terme vom Grad mindestens vier ,



das Taylor-Polynom zweiten Grades besteht also nur aus x.F�ur f3 haben wir ∇f3(x, y) =

(

2xex2
+y2

2yex2
+y2

) und
Hf3

(x, y) =

(

2ex2
+y2

+ 4x2ex2
+y2

4xyex2
+y2

4xyex2
+y2

2ex2
+y2

+ 4y2ex2 + y2

) ,also ∇f3(0, 0) =
(

0
0

) und Hf3
(0, 0) =

(

2 0
0 2

). Das Taylor-Polynom zweiten Grades ist somit
f(0, 0) +

1

2
(x y)

(

2 0

0 2

)(

x

y

)

= 1 + x2 + y2 .Alternativ k�onnen wir z = x2 + y2 in ez = 1 + z + 1
2
z2 + · · · einsetzen; da nur dieSummanden 1 und z auf Terme vom Grad h�o
hstens zwei in x und y f�uhren, erhalten wirnat�urli
h au
h hier wieder dasselbe Ergebnis.b) Wel
he quadratis
he Form wird dur
h die Matrix A =





1 2 3

2 0 2

3 2 1



 de�niert?
Lösung:

Q(x, y, z) = (x y z)





1 2 3

2 0 2

3 2 1









x

y

z



 = (x y z)





x + 2y + 3z

2x + 2z

3x + 2y + z





= x2 + 2xy + 3xz + 2yx + 2yz + 3zx + 2zy + z2 = x2 + z2 + 4xy + 6xz + 4yz .
) Dur
h wel
he Matrix wird die quadratis
he Form Q(x, y, z) = x2 +2y2 +3xz bes
hrieben?
Lösung: Ist A = (aij) die zugeh�orige symmetgris
he 3 × 3-Matrix, so ist
Q(x, y, z) = (x y z)





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33









x

y

z



 = (x y z)





a11x + a12y + a13z

a21x + a22y + a23z

a31x + a32y + a33z





= a11x2 + a12xy + a13xz + a21yx + a12y2 + a23yz + a31zx + a32zy + a33z2

= a11x2 + a22y2 + a33z2 + (a12 + a21)xy + (a13 + a31)xz + (a23 + a32)yz ;au�erdem ist aij = aji f�ur alle i, j.Wenn dies glei
h x2 + y2 + xz sein soll, ist daher
a11 = 1, a22 = 2 und a13 = a31 =

3

2
;alle anderen aij vers
hwinden. Somit ist

A =





1 0 3
2

0 2 0
3
2

0 0



 .d) Ist diese Matrix positiv oder negativ (semi-)de�nit?
Lösung: Nein: Beispielsweise ist Q(1, 1, 0) = 2 > 0, aber Q(1, 0,−2) = −1 < 0; diequadratis
he Form und damit au
h die Matrix A sind also inde�nit.



e) Ents
heiden Sie f�ur die folgenden symmetris
hen Matrizen, ob sie positiv oder negativ(semi-)de�nit oder inde�nit sind!
A =

(

1 2

2 5

)

, B =

(

1 2

2 4

)

, C =

(

−1 3

3 −5

)

, D =

(

−1 −1

−1 1

)

, E =





3 0 0

0 4 5

0 5 8





Lösung: detA = 1 · 5 − 2 · 2 = 1 ist positiv und links oben steht die positive Eins; daherist A positiv de�nit.detB = 4 − 4 = 0 und die Spur, d.h. die Summe 1 + 4 der Diagonalelemente ist positiv;somit ist B zwar ni
ht positiv de�nit, aber immerhin positiv semide�nit.detC = 5 − 9 < 0, also ist C inde�nit.detD = −1 − 1 = −2, also gilt f�ur D dasselbe.
E einges
hr�ankt auf die zweite und dritte Koordinate ist die 2 × 2-Matrix (

4 5
5 8

) mitDeterminante 32 − 25 = 7 > 0; da links oben die positive Vier steht, ist diese Matrixalso positiv de�nit und hat somit zwei positive Eigenwerte. Die Eigenwerte von E sindabgesehen von diesen beiden no
h die Drei, also sind alle Eigenwerte von E positiv, undsomit ist E positiv de�nit.f) Finden Sie f�ur die semide�niten, aber ni
ht de�niten unter diesen Matrizen einen vomNullvektor vers
hiedenen Vektor, den die quadratis
he Form auf Null abbildet!
Lösung: Nur B erf�ullt die Voraussetzung. Hier ist die zweite Spalte das Doppelte derersten, also ist B

(

2
−1

)

=
(

0
0

) und damit au
h (2 − 1)B
(

2
−1

)

= 0.g) Bere
hnen Sie alle Extrema und Sattelpunkte der Funktion f(x, y) = x8 − y4 auf R
2 !

Lösung: Wir brau
hen den Gradienten und die Hesse-Matrix:
∇f(x, y) =

(

fx

fy

)

=

(

8x7

−4y3

) und Hf(x, y) =

(

56x6 0

0 −12y2

) .O�ensi
htli
h vers
hwindet der Gradient nur im Nullpunkt, und dort ist au
h die Hesse-Matrix glei
h der Nullmatrix, gibt uns also keine Information. Trotzdem ist klar, da�der Nullpunkt ein Sattelpunkt ist, denn in x-Ri
htung geht es aufw�arts, in y-Ri
htungabw�arts.h) Bere
hnen Sie alle Extrema der Funktion g(x, y) = x3 − x2y + y2x − y3 auf R
2 !

Lösung: Hier ist
∇g(x, y) =

(

3x2 − 2xy + y2

−x2 + 2xy − 3y2

) und Hg(x, y) =

(

6x − 2y −2x + 2y

−2x + 2y 2x − 6y

) .Wenn der Gradient vers
hwindet, vers
hwindet au
h die Summe seiner beiden Kompo-nenten, d.h. 2x2 − 2y2 = 2(x + y)(x − y) = 0 oder y = ±x. Dies f�uhrt auf die Glei
hung
3x2∓2x2+x2 = 0, d.h. x = y = 0. Wieder ist die Hesse-Matrix dort glei
h der Nullmatrix,und wieder ist klar, da� der Nullpunkt kein Extremum sein kann, denn f�ur bena
hbartePunkte mit x = 0, y > 0 erhalten wir negative Werte, f�ur sol
he mit y = 0, x > 0 positive.i) Bestimmen Sie alle Extrema der Funktion h(x, y) = sin x 
osy auf R

2 !
Lösung: Wir haben

∇h(x, y) =

( 
os x 
osy

− sin x siny

) und Hh(x, y) =

(

− sin x 
osy − 
os x siny

− 
os x siny − sin x 
osy

) .



Wenn der Gradient vers
hwindet, mu� also 
os x 
osy = sin x siny = 0 sein.Der Sinus vers
hwindet genau bei den ganzzahligen Vielfa
hen von π, der Kosinus beiden e
ht halbzahligen. Somit mu� eine der beiden Zahlen x, y ein ganzzahliges Vielfa
hesvon π sein, die andere ein e
ht halbzahliges.F�ur x = kπ, y = (2ℓ + 1)π
2
mit k, ℓ ∈ Z ist sin x = 
osy = 0, also

Hh(x, y) =

(

0 − 
os x siny

− 
os x siny 0

)

=

(

0 −(−1)k · (−1)ℓ

−(−1)k · (−1)ℓ 0

)

=

(

0 (−1)k+ℓ+1

(−1)k+ℓ+1

) .Diese Matrix hat Determinante -1, ist also ni
ht de�nit. Somit haben wir an dieses StellenSattelpunkte.F�ur x = (2k + 1)π
2
, y = ℓπ mit k, ℓ ∈ Z ist 
os x = siny = 0, also

Hh(x, y) =

(

− sin x 
osy 0

0 − sin x 
osy 0

)

=

(

−(−1)k · (−1)ℓ 0

0 −(−1)k · (−1)ℓ

)

=

(

(−1)k+ℓ+1 0

0 (−1)k+ℓ+1

) .Diese Matrix hat Determinante eins, ist also also genau dann positiv de�nit, wenn derEintrag links oben positiv ist, und negativ de�nit, wenn er negativ ist.Sind also k und ℓ beide gerade oder beide ungerade, so ist die Hesse-Matrix negativ de�nit,und wir haben ein Maximum; ist eine der beiden Zahlen gerade, die andere ungerade,haben wir ein Minimum.j) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema der Funktion f(x, y) = x2 + y2 + 2 |x − y| !
Lösung: Da die Betragsfunktion an der Stelle Null ni
ht di�erenzierbar ist, existiert derGradient dieser Funktion nur an den Punkten, an denen |x − y| 6= 0 ist, also x 6= y.F�ur x > y stimmt f �uberein mit der di�erenzierbaren Funktion f1(x, y) = x2 +y2+2x−2ymit

∇f1(x, y) =

(

2x + 2

2y − 2

) .Dieser vers
hwindet nur f�ur x = −1 und y = 1, aber in diesem Punkt ist die Bedinung
x > y ni
ht erf�ullt. Also gibt es im Berei
h x > y keine lokalen Extrema.Genauso gibt es au
h im Berei
h x < y keine, denn dort ist

f(x, y) = f2(x, y) = x2 + y2 + 2y − 2x mit ∇f2(x) =

(

2x − 2

2y + 2

) .Der Gradient vers
hwindet somit nur f�ur x = 1 und y = −1, aber in diesem Punkt ist
x > y.Bleiben no
h die Punkte mit x = y f�ur diese ist f(x, y) = x2+y2, und diese Funktion hat alseinziges Extremum ein Minimum im Nullpunkt. Dies ist au
h das einzige lokale wie au
hglobale Minimum von f, denn f�ur alle (x, y) 6= (0, 0) ist f(x, y) = x2 + y2 + 2 |x − y| > 0.k) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema der Funktion f(x, y) = x2 + y2 − 2 |x − y| !
Lösung: Da die Betragsfunktion an der Stelle Null ni
ht di�erenzierbar ist, existiert derGradient dieser Funktion nur an den Punkten, an denen |x − y| 6= 0 ist, also x 6= y.F�ur x > y stimmt f �uberein mit der di�erenzierbaren Funktion f1(x, y) = x2 +y2−2x+2ymit

∇f1(x, y) =

(

2x − 2

2y + 2

) .



Dieser vers
hwindet nur f�ur x = 1 und y = −11. Dort ist x > y und
Hf(1,−1) =

(

2 0

0 2

)ist positiv de�nit. Somit haben wir in (1,−1) ein lokales Minimum.Im Berei
h x < y ist
f(x, y) = f2(x, y) = x2 + y2 + 2y − 2x mit ∇f2(x) =

(

2x + 2

2y − 2

) ;der Gradient vers
hwindet somit nur f�ur x = −1 und y = 1; in diesem Punkt ist au
h
x < y. Die Hesse-Matrix ist, wie oben, das Doppelte der Einheitsmatrix, also positivde�nit. Somit haben wir au
h in (−1, 1) ein lokales Minimum.Bleiben no
h die Punkte mit x = y f�ur diese ist f(x, y) = x2 + y2, und diese Funktion hatals einziges Extremum ein Minimum im Nullpunkt. Sie ist aber kein lokales Extremumvon f, denn f�ur 0 < x < 1

2
ist f(x, 0) = x − 2 |x| < 0, aber f(x, x) = 2x2 > 0.l) Ein Produkt werde hergestellt mit zwei Ressour
en; beim Einsatz von x Einheiten derersten und y Einheiten der zweiten k�onnen f(x, y) = 100x3/5y2/5 Einheiten produziertwerden. Die erste Ressour
e kostet zw�olf Euro pro Einheit beim Kauf von weniger alsTausend Einheiten; bei �uber Tausend Einheiten m�ussen nur no
h zehn Euro pro Einheitbezahlt werden. F�ur die zweite Ressour
e sind unabh�angig von der St�u
kzahl zwanzig Europro Einheit zu bezahlen. Wie viele Einheiten des Endprodukts k�onnen f�ur 16 000 Europroduziert werden?

Lösung: Falls wir mehr als Tausend Einheiten der ersten Ressour
e verwenden, habenwir die Nebenbedingung
g(x, y) = 10x + 20y − 16 000 = 0 .Da

∇f(x, y) =

(

60x−2/5y2/5

40x3/5y−3/5

) und ∇g(x, y) =

(

10

20

)ist, f�uhrt uns die Methode der Lagranges
hen Multiplikatoren auf das Glei
hungssystem
60x−2/5y2/5 = 10λ und 40x3/5y−3/5 = 20λ .Da im Maximum auf jeden Fall x 6= 0 und y 6= 0 sein mu�, �andert si
h ni
hts an derL�osungsmenge, wenn wir mit x2/5y

3

5 multiplizieren; k�urzen wir zus�atzli
h die Vorfaktoren,erhalten wir die neuen Glei
hungen
6y = λ und 2x = λ ;somit ist im Optimum x = 3y. Setzen wir dies ein in die Nebenbedingung, erhalten wir dieGlei
hung 30y+20y = 16 000, also ist y = 320 und x = 3y = 960 < 1000, im Widerspru
hzur Annahme.Wenn wir weniger als Tausend Einheiten der ersten Ressour
e verwenden, haben wir dieNebenbedingung

g(x, y) = 12x + 20y − 16 000 = 0und kommen auf das Glei
hungssystem
60x−2/5y2/5 = 12λ und 40x3/5y−3/5 = 20λ .Wieder k�onnen wir mit x2/5y

3

5 multiplizieren und k�urzen; jetzt erhalten wir
5y = λ und 2x = λ ;



somit ist im Optimum 2x = 5y. Setzen wir dies ein in die Nebenbedingung, erhalten wirwieder die Glei
hung 30y+20y = 16 000, also ist wieder y = 320, aber jetzt x = 21
2

y = 800,was in der Tat kleiner ist als Tausend. Die erzielbare St�u
kzahl ist
f(800, 320) = 100 · 8003/5 · 3202/5 ≈ 55451,58748 .Somit lassen si
h 55 451 St�u
k produzieren.Da die Nebenbedingung dur
h eine unstetige Funktion bes
hrieben wird, m�ussen wirallerdings au
h no
h das Verhalten bei der Unstetigkeitsstelle �uberpr�ufen. Wenn wirTausend Einheiten der ersten Ressour
e kaufen, kosten diese 10 000 Euro; damit bleibenno
h 6 000 Euro �ubrig, mit denen wir 300 Einheiten der zweiten Ressour
e erwerbenk�onnen. Die so errei
hbare St�u
kzahl ist

f(1000, 300) = 100 · 10003/5 · 3002/5 ≈ 61780,08506 .Mit dieser Strategie lassen si
h also 61 780 Einheiten produzieren, so da� dies unserOptimum ist.(Punkte der Form (x, y) mit x > 1000 und y < 300 k�onnen keine lokalen Maxima sein,denn da wir in der Umgebung eines sol
hen Punktes �uberall die Nebenbedingung 10x +

20y = 16 000 haben, m�u�ten dort die beiden Gradienten linear abh�angig sein, was nur f�ur
x = 960 und y = 320 der Fall ist.)


