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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 23. Mirz 2010

Berechnen Sie die Taylor-Polynome zweiten Grades der folgenden Funktionen sowohl via
Gradient und Hesse-Matrix als auch auf eine andere Weise::

f:R3 5 R; (x,u,z) — x> +1y3+23+3xyz um (1,0,0),
f,:R? - R; (x,y) + sinxcosy um (0,0),
f3:R2 SR, (x,uy) +— ex’+u’ um (0,0)!
Losung:
3x? +3yz 6x 3z 3y
Vfi(x,u,z) = | 3y? +3xz und Hg¢, (x,y,2)=1| 3z 6y 3x |,
3z2 + 3xy 3y 3x 6z
also ist
3 6 0 0
Vi(1,0,0) = | 0 und H¢, (1,0,0) =10 0 3
0 0 3 0
Daher ist das TAYLOR-Polynom zweiten Grades gleich
3 h 1 6 0 0 h
f1(1,0,0) + (0] - | ] +§(hik) 0 0 3 j
0 k 0 30 k
6h? + 3jk + 3kj
14 3hg TEEIRTII g 3 302 4 35k

2
Alternativ konnen wir auch einfach einsetzen:
f1(14+h,3,k) =(1+h)>+3> +k+3(1 +h)jk
=1+ 3h + 3h? + 3jk + Terme vom Grad drei.

Also ist das TAYLOR-Polynom zweiten Grades von f; gleich 1+ 3h 4 3h? + 3jk.
Fiir f, haben wir

COS X COS — sin x cos — cosx sin
Vi (xy)=1{ . oSy und Hyf,(x,y) = _ Y o Y ,
sinxsiny cosx siny sinx cosy

im Nullpunkt also Vf,(0,0) = ((1)) und Hy, (0,0) = (8 8). Da auch f(0,0) verschwindet, ist
das TAYLOR-Polynom zweiten Grades daher einfach gleich x.
Alternativ k6nnen wir auch f,(x,y) = sinx cosy iiber das Produkt der TAYLOR-Reihen

3 5 2 4
inx —x— — 1% Yy Yy
smx—x—§+§—-~ und cosy =1 2!~|—4!+
berechnen; dieses ist
3 2
X XYy . .
X — — + —— + Terme vom Grad mindestens vier ,

6 2



b)

d)

das TAYLOR-Polynom zweiten Grades besteht also nur aus x.

x2+y2
Fir f3 haben wir Vf3(x,y) = <2xe 2) und

zyex2+y
20" TV 4 gx2ex Y’ 4xyex TV’
He, (x,y) = 2,2 2442 2002 442 ) 0
4xye* TV 2e* YT L dycext +y

also Vf3(0,0) = (9) und H¢, (0,0) = ((2) 9). Das TaYLOR-Polynom zweiten Grades ist somit

f(0,0)—I—%(xy) (é g) <;> —1+x*>+y2.

Alternativ konnen wir z = x> +y? in e = 14+ 2z + %zz + --- einsetzen; da nur die
Summanden 1 und z auf Terme vom Grad héchstens zwei in x und y fiihren, erhalten wir
natiirlich auch hier wieder dasselbe Ergebnis.

1 2 3
Welche quadratische Form wird durch die Matrix A= | 2 0 2 | definiert?
3 21
Loésung:
1 2 3 X x+2y+3z
Qx,y,z)=(xyz)[2 0 2 y|=kxyz)| 2x+2z
3 2 1 z 3x+2y+z
=x% 4+ 2xy + 3xz 4 2yx + 2yz + 3zx 4+ 22y + 2% = x? 4+ 2% + dxy + 6x2 + 4yz.
Durch welche Matrix wird die quadratische Form Q(x,y,z) = x? +2y? + 3xz beschrieben?
Losung: Ist A = (ai;) die zugehdrige symmetgrische 3 x 3-Matrix, so ist
arn; aiz a3 X ajix+any +aizz
Qx,y,z) =(xyz) | az1 a2 azs y | =(xyz) | azix+ azny+ azsz
asz; az2 ass z aszix + aszy + aszz

= aj1x? + a12xy + arzxz + az1yx + apy? + axzyz + azzx + azazy + a3z’
= a11x? + axy?® + a33z? + (a2 + ax)xy + (@13 + az1)xz + (a3 + azz)yz;

auflerdem ist ai; = a;; fiir alle 1i,j.
Wenn dies gleich x? +y? + xz sein soll, ist daher

a1 =1, ax=2 und ajz=az =

[ \SYON}

alle anderen a;; verschwinden. Somit ist

10 3
A=[0 2 0
300

Ist diese Matrix positiv oder negativ (semi-)definit?

Loésung: Nein: Beispielsweise ist Q(1,1,0) = 2 > 0, aber Q(1,0,—2) = —1 < 0; die
quadratische Form und damit auch die Matrix A sind also indefinit.



e)

f)

g)

h)

Entscheiden Sie fiir die folgenden symmetrischen Matrizen, ob sie positiv oder negativ
(semi-)definit oder indefinit sind!

12 12 -1 3 -1 1
r=(a5)pe(a3) = (5 3) v (5 ) e

Losung: det A =1-5—2-2 =1 ist positiv und links oben steht die positive Eins; daher
ist A positiv definit.

det B =4 —4 = 0 und die Spur, d.h. die Summe 1 + 4 der Diagonalelemente ist positiv;
somit ist B zwar nicht positiv definit, aber immerhin positiv semidefinit.

det C =5—9 <0, also ist C indefinit.
detD = —1—1=—2, also gilt fiir D dasselbe.

E eingeschrankt auf die zweite und dritte Koordinate ist die 2 x 2-Matrix (g g) mit
Determinante 32 — 25 = 7 > 0; da links oben die positive Vier steht, ist diese Matrix
also positiv definit und hat somit zwei positive Eigenwerte. Die Eigenwerte von E sind
abgesehen von diesen beiden noch die Drei, also sind alle Eigenwerte von E positiv, und

somit ist E positiv definit.

S O W
Gg K~ O
o U1 ©

Finden Sie fiir die semidefiniten, aber nicht definiten unter diesen Matrizen einen vom
Nullvektor verschiedenen Vektor, den die quadratische Form auf Null abbildet!

Loésung: Nur B erfiillt die Voraussetzung. Hier ist die zweite Spalte das Doppelte der
ersten, also ist B(_7) = (J) und damit auch (2 —1)B(_}) =0.

Berechnen Sie alle Extrema und Sattelpunkte der Funktion f(x,y) = x® —y* auf R?!

Losung: Wir brauchen den Gradienten und die HEsSE-Matrix:

) [ & [ 56x° 0
vi) = (1) = (L5 ) e e = (0570 )

Offensichtlich verschwindet der Gradient nur im Nullpunkt, und dort ist auch die HESSE-
Matrix gleich der Nullmatrix, gibt uns also keine Information. Trotzdem ist klar, daf}
der Nullpunkt ein Sattelpunkt ist, denn in x-Richtung geht es aufwarts, in y-Richtung
abwérts.

Berechnen Sie alle Extrema der Funktion g(x,y) = x> — x?y + y?x — y> auf R?!

Loésung: Hier ist

3x? — 2xy + y? 6x —2y —2x+ 2y
vg(x’y):<—xz+2xy—3y2 und  Hg(x,y) = —2x+2y 2x—6y )

Wenn der Gradient verschwindet, verschwindet auch die Summe seiner beiden Kompo-
nenten, d.h. 2x? — 2y? = 2(x + y)(x —y) = 0 oder y = +x. Dies fiihrt auf die Gleichung
3?2 F2x?+x? = 0,d.h. x =y = 0. Wieder ist die HEssE-Matrix dort gleich der Nullmatrix,
und wieder ist klar, da8 der Nullpunkt kein Extremum sein kann, denn fiir benachbarte
Punkte mit x = 0,y > 0 erhalten wir negative Werte, fiir solche mit y = 0,x > 0 positive.

Bestimmen Sie alle Extrema der Funktion h(x,y) = sinx cosy auf R?!

Loésung: Wir haben

Vhixy) = SBXSY) ynd Hy(xy) = SBXCOSY TCSXsImY Y
sin x siny cosxsiny —sinxcosy



7)

k)

Wenn der Gradient verschwindet, mufl also cosxcosy = sin xsiny = 0 sein.

Der Sinus verschwindet genau bei den ganzzahligen Vielfachen von 7, der Kosinus bei
den echt halbzahligen. Somit muf} eine der beiden Zahlen x,y ein ganzzahliges Vielfaches
von 7t sein, die andere ein echt halbzahliges.

Fir x = km,y = (20 + 1)5 mit k,{ € Z ist sinx = cosy = 0, also

B 0 —cosxsiny ) 0 —(=1)k. (=1)¢
Hilou) = <—cosxsiny 0 ) - (—(—1)k (=1 0 )
0 (_])k+2+1
= <(_])k+€+1 > .

Diese Matrix hat Determinante -1, ist also nicht definit. Somit haben wir an dieses Stellen
Sattelpunkte.

Fir x = (2k + 1)5,y = {rt mit k,{ € Z ist cosx = siny = 0, also

[ —sinxcosy 0 (= (=Dk (=1 0
Hr(xy) = < 0 —sinxcosy O> - ( . >

(_])k+€+1 0
= < 0 (_])k+2+1> :

Diese Matrix hat Determinante eins, ist also also genau dann positiv definit, wenn der
Eintrag links oben positiv ist, und negativ definit, wenn er negativ ist.

Sind also k und { beide gerade oder beide ungerade, so ist die HEssg-Matrix negativ definit,
und wir haben ein Maximum; ist eine der beiden Zahlen gerade, die andere ungerade,
haben wir ein Minimum.

Bestimmen Sie alle lokalen Extrema der Funktion f(x,y) =x? +y? +2[x —y| !

Losung: Da die Betragsfunktion an der Stelle Null nicht differenzierbar ist, existiert der
Gradient dieser Funktion nur an den Punkten, an denen |x — y| # 0 ist, also x # y.

Fiir x > y stimmt f {iberein mit der differenzierbaren Funktion f;(x,y) = x> +y%+2x—2y

mit
[ 2x+2
Dieser verschwindet nur fiir x = —1 und y = 1, aber in diesem Punkt ist die Bedinung

x >y nicht erfiillt. Also gibt es im Bereich x > y keine lokalen Extrema.
Genauso gibt es auch im Bereich x < y keine, denn dort ist

- 2 2 _ . ([ 2x—=2
f(x,y) =f2(x,y) =x“+y“+2y —2x mit sz(x)—<2y+2 .

Der Gradient verschwindet somit nur fiir x = 1 und y = —1, aber in diesem Punkt ist
X > .

Bleiben noch die Punkte mit x = y fiir diese ist f(x,y) = x?>+y?, und diese Funktion hat als
einziges Extremum ein Minimum im Nullpunkt. Dies ist auch das einzige lokale wie auch
globale Minimum von f, denn fiir alle (x,y) # (0,0) ist f(x,y) =x? +y? +2|x —y| > 0.

Bestimmen Sie alle lokalen Extrema der Funktion f(x,y) = x? +y? —2[x —y| !

Losung: Da die Betragsfunktion an der Stelle Null nicht differenzierbar ist, existiert der
Gradient dieser Funktion nur an den Punkten, an denen |x — y| # 0 ist, also x # y.

Fiir x > y stimmt f {iberein mit der differenzierbaren Funktion f;(x,y) = x? +y% —2x+2y

mit
2x —2



Y

Dieser verschwindet nur fiir x =1 und y = —11. Dort ist x >y und

Hf(1,—1):<é g)

ist positiv definit. Somit haben wir in (1,—1) ein lokales Minimum.
Im Bereich x <y ist

fix,y) =f2(x,y) =x* +y? +2y —2x mit Vf(x) = (;;(—1_%) ;
der Gradient verschwindet somit nur fiir x = —1 und y = 1; in diesem Punkt ist auch
x < y. Die Hesse-Matrix ist, wie oben, das Doppelte der Einheitsmatrix, also positiv
definit. Somit haben wir auch in (—1,1) ein lokales Minimum.
Bleiben noch die Punkte mit x =y fiir diese ist f(x,y) = x? +y?, und diese Funktion hat
als einziges Extremum ein Minimum im Nullpunkt. Sie ist aber kein lokales Extremum
von f, denn fiir 0 < x < % ist f(x,0) =x —2|x| < 0, aber f(x,x) = 2x? > 0.

Ein Produkt werde hergestellt mit zwei Ressourcen; beim Einsatz von x Einheiten der
ersten und y Einheiten der zweiten konnen f(x,y) = 100x3/>y?/> Einheiten produziert
werden. Die erste Ressource kostet zwolf Euro pro Einheit beim Kauf von weniger als
Tausend Einheiten; bei {iber Tausend Einheiten miissen nur noch zehn Euro pro Einheit
bezahlt werden. Fiir die zweite Ressource sind unabhéngig von der Stiickzahl zwanzig Euro
pro Einheit zu bezahlen. Wie viele Einheiten des Endprodukts konnen fiir 16000 Euro
produziert werden?

Loésung: Falls wir mehr als Tausend Einheiten der ersten Ressource verwenden, haben
wir die Nebenbedingung

g(x,y) =10x + 20y — 16000 = 0.

Da
60x~2/5y2/5 10
Vf(xvy) - <40§3/5yy3/5> und VQ(X>U) - <20>

ist, fithrt uns die Methode der LacrAaNGEschen Multiplikatoren auf das Gleichungssystem
60x2/5y?/> = 10N und 40x3/5y~3/> = 20A.

Da im Maximum auf jeden Fall x # 0 und y # O sein mu$f, &ndert sich nichts an der
Losungsmenge, wenn wir mit x2/ 5y% multiplizieren; kiirzen wir zusadtzlich die Vorfaktoren,
erhalten wir die neuen Gleichungen

6y=A und 2x =A;

somit ist im Optimum x = 3y. Setzen wir dies ein in die Nebenbedingung, erhalten wir die
Gleichung 30y + 20y = 16000, also ist y = 320 und x = 3y = 960 < 1000, im Widerspruch
zur Annahme.

Wenn wir weniger als Tausend Einheiten der ersten Ressource verwenden, haben wir die
Nebenbedingung
g(x,y) =12x+ 20y — 16000 =0

und kommen auf das Gleichungssystem
60x2/2y%/> =120 und 40x3/5y~3/5 = 20A.

2/5

Wieder konnen wir mit x y% multiplizieren und kiirzen; jetzt erhalten wir

5y =A und 2x=A;



somit ist im Optimum 2x = 5y. Setzen wir dies ein in die Nebenbedingung, erhalten wir
wieder die Gleichung 30y+20y = 16000, also ist wieder y = 320, aber jetzt x = 2% y = 800,
was in der Tat kleiner ist als Tausend. Die erzielbare Stiickzahl ist

£(800,320) = 100 - 8003/5 - 320%/° ~ 55451,58748 .

Somit lassen sich 55451 Stiick produzieren.

Da die Nebenbedingung durch eine unstetige Funktion beschrieben wird, miissen wir
allerdings auch noch das Verhalten bei der Unstetigkeitsstelle iiberpriifen. Wenn wir
Tausend Einheiten der ersten Ressource kaufen, kosten diese 10000 Euro; damit bleiben
noch 6000 Euro iibrig, mit denen wir 300 Einheiten der zweiten Ressource erwerben
konnen. Die so erreichbare Stiickzahl ist

£(1000,300) = 100 - 10003/ - 300%/> ~ 61780,08506 .

Mit dieser Strategie lassen sich also 61780 Einheiten produzieren, so dafl dies unser
Optimum ist.

(Punkte der Form (x,y) mit x > 1000 und y < 300 konnen keine lokalen Maxima sein,
denn da wir in der Umgebung eines solchen Punktes iiberall die Nebenbedingung 10x +
20y = 16000 haben, miiten dort die beiden Gradienten linear abhangig sein, was nur fiir
x = 960 und y = 320 der Fall ist.)



