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Themenvorshl�age f�ur die kleinen �Ubungen am 16. M�arz 2010
a) Bestimmen Sie die Maxima und Minima von f(x; y) = xy auf der Kreislinie x2 + y2 = 1 !L�osung: Beshreibt g(x; y) = x2 + y2 - 1 die Kreislinie, so m�ussen in jedem Extremumdie Gradienten von f und von g linear abh�angig sein. Hier istrf(x; y) = �yx� und rg(x; y) = �2x2y� .

Da der Nullpunkt niht auf der Kreislinie liegt, kann keiner der beiden Gradienten ver-shwinden; die Gleihung �yx� = ��2x2y� f�uhrt aufx = 2�y; y = 2�x; also x = 4�2x und y = 4�2y ,d.h. � = �12 und y = �x. Da der Punkt (x; y) auf der Kreislinie liegt, mu� dann x = �12p2und y = �12p2 sein. Bei gleihen Vorzeihen erhalten wir das Maximum 12 von f, beientgegengesetzten Vorzeihen das Minimum -12 .b) Bestimmen Sie die Maxima und Minima von f(x; y; z) = xyz auf der Kugelober�ahex2 + y2 + z2 = 1 !L�osung: Wir setzen wieder g(x; y; z) = x2+y2+z2-1 und untersuhen, wann die beidenGradienten rf(x; y; z) = 0� yzxzxy
1A und rg(x; y; z) = 0� 2x2y2z

1A
linear abh�angig sind. Das ist zun�ahst dann der Fall, wenn einer der beiden Gradientenvershwindet. rf vershwindet genau dann, wenn mindestens zwei der drei Variablenx; y; z vershwinden; in diesem Fall vershwindet auh f und wir haben kein Extremum,da f in jeder Umgebung auh sowohl positive als auh negative Werte annimmt. Ausdem gleihen Grund kann es auh kein Extremum geben, in dem �uberhaupt eine der dreiVariablen vershwindet.rg vershwindet nur im Nullpunkt, der niht auf der Kugelober�ahe liegt.Somit sind rf und rg genau dann linear abh�angig, wenn es eine reelle Zahl � gibt, f�urdie rf = �rg ist, also yz = �x; xz = �y und xy = �z .Da keine der Variablen in einem Extremum vershwindet, k�onnen wir alle drei Gleihungennah � aufl�osen und anshlie�end das Ergebnis mit xyz multiplizieren. Wir erhalten� = yzx = xzy = xyz und y2z2 = x2z2 = x2y2 .
Wegen z 6= 0 folgt aus y2z2 = x2z2, da� x2 = y2, also x = �y ist; genauso folgt ausx2z2 = x2y2, da� z = �y ist. Wieder haben x; y; z also in den Extrema denselben Betrag;



da (x; y; z) auf der Kugelober�ahe liegt, ist dieser Betrag gleih 1=p3. Wir haben damitdie aht Extrema  �p33 ; �p33 ; �p33 !mit zugeh�origem Funktionswert �19p3; sie sind Maxima, wenn es kein Minuszeihen odergenau zwei gibt, und Minima sonst.) Bestimmen Sie den Maximalwert der Funktion f(x; y) = os2 x+ os2 y unter der Neben-bedingung x2 + y2 � 1 !L�osung: Diesmal ist die Nebenbedingung eine Ungleihung, die eine Kreissheibe be-shreibt; wir m�ussen daher sowohl lokale Extrema im Innern als auh Extrema unter derNebenbedingung x2 + y2 = 1 auf dem Rand bestimmen.In einem lokalen Extremum vershwindet rf(x; y) = �-2 sinx osx-2 siny osy�, d.h. x und y sindganzzahlige Vielfahe von �2 , was im betrahteten Bereih nur der Nullpunkt erf�ullt. Dortist os2 x+ os2 y = 2 in der Tat ein sogar absolutes Maximum, denn gr�o�er als eins kanndas Quadrat eines Kosinus niht werden. Damit ist die Aufgabe gel�ost, denn auh dieRandpunkte k�onnen keinen gr�o�eren Wert liefern.Zur �Ubung wollen wir trotzdem auh die Extrema auf dem Rand bestimmen:Dort mu� rf linear abh�angig sein von rg(x; y) f�ur g(x; y) = x2 + y2 - 1, also von �2x2y�.Dieser Gradient vershwindet nirgends auf dem Rand, also gibt es in lokalen Extrama dortreelle Zahlen � mit -2 sin x os x = 2�x und - 2 siny osy = 2�yoder { da sin 2� = 2 sin� os� { sin 2x = -2�x und sin 2y = -2�y.F�ur x = 0 oder y = 0 ist jeweils eine der Gleihungen f�ur beliebiges � erf�ullt, so da�wir � nah der andern berehnen k�onnen; es gibt also vier Kandidaten f�ur Extremwerte,n�amlih (0;�1) und (�10). Der Funktionswert ist dort os2 1+ 1.Falls x und y beide niht vershshwinden, k�onnen wir dividieren und erhalten die Glei-hung sin 2xx = sin 2y2y .Da sin 2tt eine gerade Funktion ist, ist diese Gleihung auf jeden Fall erf�ullt f�ur x = �y;dann sind x; y gleih �12p2. Weitere L�osungen gibt es niht, denn wie eine Kurvendiskussi-on zeigt, ist sin 2t2t zwishen null und eins monoton fallend: Tats�ahlih ist sogar h(t) = sin ttim gesamten Intervall [0; �℄ monoton fallend:Eine Funktion ist monoton fallend, wenn ihre Ableitung im betrahteten Intervall nirgendspositiv wird. _h(t) = t os t- sin tt2hat f�ur t 6= 0 dasselbe Vorzeihen wie der Z�ahler; der vershwindet f�ur t = 0 und hatf�ur t = � den Wert -�. Bevor wir ihn durh eine Kurvendiskussion genauer untersuhen,lohnt es sih also, zu shauen, ob vielleiht sogar diese Funktion monoton f�allt: Da ihreAbleitung -t sin t+ os t- os t = -t sin tin [0; �℄ in der Tat nirgends positiv wird, ist das der Fall. Also ist _h(t) in (0; �℄ nirgendspositiv und, als stetige Funktion, somit auh in [0; �℄. Also ist h(t) dort monoton fallend.Die Funktionswerte in den vier gefundenen Punkten sind allesamt gleih 2 os2 p22 . Um zuentsheiden, ob dies Minima oder Maxima sind, m�ussen wir mit dem obigen Funktionswert1 + os2 1 vergleihen. Das kann jeder Tashenrehner; f�ur Puristen sei aber auh eineL�osung angegeben, die ohne numerishe Argumente auskommt:



Da � zwishen drei und vier liegt, ist�4 < 1 < �3 ) os �4 > os 1 > os �3 ) p22 > os 1 > 12 ,also 114 < 1+ os2 1 < 112 .(Zur Erinnerung: �4 entspriht 45Æ und �3 ist im Winkelma� 60Æ.)p22 liegt in der N�ahe von �4 , also sollte os p22 ungef�ahr bei os �4 = p22 liegen, d.h.
2 os2 p22 � 2 p22 !2 = 1

sollte kleiner sein als 1+ os2 1. Nah der Taylor-Reiheos x = 1- x22! + x44! - x66! + � � �
des Kosinus ist os p22 = 1- 12 � 2! + 122 � 4! - 123 � 6! + � � � .Da der Betrag der Summanden monoton fallend ist, mu� jede Summe aus einem negativenund dem darauffolgenden positiven Summanden negativ sein, d.h.os p22 < 1- 14 + 14 � 24 = 4 � 24- 24+ 14 � 24 = 7396 .Um zu sehen, da� 2 � os2 p22 < 1+ os2 1 ist. Diese Behauptung ist �aquivalent zu8 � 732 < 5 � 962 oder 2 � 732 < 5 � 482 oder 10658 < 11520 ,also rihtig { ganz in �Ubereinstimmung mit den numerishen Resultaten2 os2 p22 � 1;1559436947653744734546479789085896416244472503913053568904102677und1+ os2 1 � 1;2919265817264288065012158852496189051169996144622275546224250131 .Damit gibt es in den Punkten (0;�1) und (�1; 0) auf dem Rand relative Maxima und inden Punkten (�p22 ;�p22 ) relative Minima, die gleihzeitig absolute Minima sein m�ussen.d) Bestimmen Sie alle Punkte in der o�enen Kreissheibe x2+y2 < 1, in denen die Funktionf(x; y) = sin2(x+ y) + os2(x- y) ihr absolutes Maximum annimmt!L�osung: Der Gradientrf(x; y) = � 2 sin(x+ y) os(x+ y) + 2 sin(x- y) os(x- y)2 sin(x+ y) os(x+ y) - 2 sin(x- y) os(x- y)�vershwindet genau dann, wennsin(x+ y) os(x+ y) = sin(x- y) os(x- y) = 0ist. Die Funktion sinu osu vershwindet bei allen ganzzahligen Vielfahen von �=2, derGradient ist also genau dann gleih dem Nullvektor, wenn es ganze Zahlen k; ` 2 Z gibt,so da� x+ y = k�2 und x- y = `�2



ist. An diesen Punkten ist dannf(x; y) = sin2 k�2 + os2 `�2 .Der erste Summand vershwindet f�ur gerades k und nimmt f�ur ungerades k den Maximal-wert eins der Funktion sin2 an; der zweite vershwindet f�ur ungerades ` und nimmt f�urgerades ` seinen Maximalwert an. Somit hat f das absolute Maximum zwei, und dieserWert wird angenommen f�ur ungerades k und gerades `. Dax = k+ `4 � und y = k- `4 �ist, gilt dies genau dann, wenn x und y ungeradzahlige Vielfahe von �=4 sind und sihum ein ganzzahliges Vielfahes von � untersheiden.e) Gibt es auh Punkte auf der Kreislinie x2 + y2 = 1, in denen dieser Maximalwert ange-nommen wird?L�osung: Falls f�ur einen Punkt (x; y) auf der Kreislinie das absolute Maximum zwei an-genommen wird, mu� auh dortx+ y = k�2 und x- y = `�2sein mit ungeradem k und geradem `. Also ist(x+ y)(x- y) = x2 - y2 = k`�24 ,wobei k` insbesondere eine gerade Zahl sein mu�; x2-y2 ist also ein ganzzahliges Vielfahesvon �22 , einer Zahl, die wegen � > 3 gr�o�er als 9=2 ist. Andererseits ist auf der Kreisliniex2 + y2 = 1 und damit x2 - y2 = x2 + (1- x2) = 1+ 2x2eine reelle Zahl zwishen eins und drei. Somit wird das Maximum auf der Kreislinienirgends angenommen.f) Bestimmen Sie den Maximalwert der Funktion f(x; y) = x2 + 6xy- y2 unter der Neben-bedingung x2 + 4y2 � 36 !L�osung: Wieder ist die Nebenbedingung eine Ungleihung. Suhen wir zun�ahst lokaleExtrema im Innern:rf(x; y) = � 2x+ 6y6x- 2y� = 0() y = -3x ^ x = 3y() x = y = 0 .
Da wir f(x; y) auh shreiben k�onnen als (x+3y)2-10y2, ist dies kein Extremum: Setzenwir y = 0, so ist f(x; 0) = x2 > f(0; 0) = 0 f�ur alle x 6= 0, w�ahrend f(0; y) = -y2 < f(0; 0)f�ur alle y 6= 0. Also gibt es keine lokalen Extrema im Innern.Auf dem Rand m�ussen wir mit dem Gradienten von g(x; y) = x2 + 4y2 - 36 vergleihen;wegen rg(x; y) = �2x8y�, was nirgends auf dem Rand vershwindet, haben wir also dieBedingungen 2x+ 6y = 2�x und 6x- 2y = 8�y .Sortieren wir nah x und y, wird dies (nah K�urzen durh zwei) zum linearen Gleihungs-system (1- �)x+ 3y = 0 und 3x- (1+ 4�)y = 0 .



Dieses homogene Gleihungssystem hat nat�urlih die (f�ur uns uninteressante) Null�osung;weitere L�osungen gibt es genau dann, wenn die Determinante
-(1- �)(1+ 4�) - 9 = 4�2 - 3�- 10 = �2�- 34�2 - 916 - 10

vershwindet, d.h.
2� = 34 �r10+ 916 = 34 �r16916 = 34 � 134mu� gleih vier oder -212 sein und � = 2 oder � = -54 .F�ur � = 2 hat -x+ 3y = 0 und 3x- 9y = 0die L�osungen x = 3y; der Fall � = -54 f�uhrt auf94x+ 3y = 0 und 3x+ 4y = 0mit L�osung x = -43y.Einsetzen in die Nebenbedingung x2 + 4y2 = 36 ergibt im ersten Fall 13y2 = 36, alsoy = � 6p13 und x = 3y = � 18p13 ; im zweiten Fall erhalten wir 169 y2 + 4y2 = 529 y2 = 36,also y = � 9p13 und x = -43y = � 12p13 .Die zugeh�origen Funktionswerte sindf�� 18p13 ;� 6p13� = 182 + 6 � 3 � 18- 6213 = 61213und f�� 12p13;� 9p13� = 122 - 6 � 9 � 12- 9213 = -45Also haben wir im ersten Fall ein Maximum, im zweiten ein Minimum.

g) Beshreiben Sie die Menge M = Æ(x; y) 2 R 2 ����� x24 + y29 � 1� geometrish!
L�osung: Das ist nat�urlih eine (Voll-)Ellipse mit Halbahsen 2 und 3.h) Bestimmen Sie die Maxima und Minima von f(x; y) = x2 + y2 - 2y in M !L�osung: rf = � 2x2y-2� vershwindet nur im Punkt (0; 1); shreiben wirf(x; y) = x2 + (y- 1)2 + 1 ,sehen wir sofort, da� f dort ein lokales Minimum annimmt.Alle weiteren Extrema m�ussen auf dem Rand liegen. Der Gradient der Ellipsengleihungist � x=22y=9�; da er nur im Nullpunkt vershwindet, der niht auf der (Rand)-Ellipse liegt,gibt es f�ur jedes weitere Extremum ein � 2 R , so da�2x = �x2 und 2y- 2 = 2�y9ist, d.h. (4- �)x = 0 und (9- �)y = 9 .



Ist x = 0, so ist wegen der Ellipsengleihung y = �3 und � l�a�t sih aus der zweiten Glei-hung bestimmen; andernfalls ist � = 4, also y = 9=5 und aufgrund der Ellipsengleihungx = �2=5. Die Funktionswerte sind jeweilsf(0;�3) = 9� 6 = 
 315 und f�95 ; �25� = �-157 .Da die zu optimierende Funktion auf dem Rand der Ellipse stetig ist, m�ussen dort also in(0; 3) und (9=5; 2=5) Minima vorliegen und in den anderen beiden Punkten Maxima.i) Bestimmen Sie den gr�o�ten Quader mit ahsenparallelen Kanten, der ganz im Ellipsoidx2a2 + y2b2 + z22 = 1 liegt!L�osung: O�ensihtlih kann man einen Quader mit ahsenparallelen Kanten, dessenEken niht auf der Ober�ahe des Ellipsoids liegen, noh vergr�o�ern; die Eken desgr�o�ten liegen also dort. Dann haben sie zwangsl�au�g die Koordinaten (�x; �y; �z) mitgeeigneten positiven reellen Zahlen x; y; z, die die Ellipsoidgleihung erf�ullen; das Volu-men ist 8xyz. Somit m�ussen wir die Funktion f(x; y; z) = 8xyz maximieren unter derNebenbedingung g(x; y; z) = x2a2 + y2b2 + z22 - 1 = 0 .F�ur die L�osung sind
rf(x; y; z) = 0� 8yz8xz8xy

1A und rg(x; y; z) = 0� 2x=a22y=b22z=2
1A

proportional, es gibt also ein � 2 R , so da� gilt8yz = 2�xa2 ; 8xz = 2�yb2 = 2�z22ist. Da das Volumen des gr�o�ten Quaders siherlih niht vershwindet, mu� auh � vonNull vershieden sein; wir k�onnen also, wenn wir nur die rehten drei Terme betrahten,durh 2� k�urzen und erhalten dann wegen der Nebenbedingungx2a2 + y2b2 + z22 = 1die Gleihungen x2a2 = y2b2 = z22 = 13 ,aus denen sofort die L�osungx = p33 a; y = p33 b und z = p33 folgt.
j) Die Fl�ahe Q � R 2 sei gegeben durh die Gleihung (x; y)A� xy� = 1, wobei die Deter-minante der symmetrishen 2� 2-Matrix A von Null vershieden sei. Bestimmen Sie jenePunkte von Q, in denen der Abstand zum Punkt (0; 0) ein relatives Minimum annimmt!L�osung: Gesuht sind Punkte, f�ur die f(x; y) = x2 + y2 minimal wird unter der Neben-bedingung (x; y)A � �xy� � = 1. Mit A = �a bb � wird letzteres zug(x; y) = ax2 + y2 + 2bxy- 1 = 0 .



Die Gradienten sindrf(x; y) = �2x2y� und rg(x; y) = �2ax+ 2by2y+ 2bx� ;
da der Nullpunkt niht auf der Quadrik liegt, mu� es also ein � 2 R geben mitax+ by = �x und y+ bx = �yoder (a- �)x+ by = 0 und bx+ (- �)y = 0 .Da der Nullpunkt niht auf der Quadrik liegt; brauhen wir eine nihttriviale L�osungdieses homogenen linearen Gleihungssystems f�ur x; y; diese existiert genau dann, wenn dieDeterminante des Gleihungssystems vershwindet, wenn also � Eigenwert der Matrix Aist.Falls A zwei gleihe Eigenwerte hat, ist die Quadrik ein Kreis um Null und jeder Punkt istL�osung; andernfalls gibt es zwei vershiedene Eigenwerte und die gesuhten L�osungspunktesind unter den Shnittpunkten der Quadrik mit den durh die Eigenr�aume de�niertenGeraden. Wie viele der (bis zu vier) Shnittpunkte existieren h�angt von A ab; mindestenseiner davon ist L�osung des Problems.

k) Lassen sih diese Punkte auh geometrish interpretieren?L�osung: Geometrish betrahtet handelt es sih um die Shnittpunkte der Quadrik mitihren Hauptahsen, bei einer Ellipse etwa um die Endpunkte der gro�en (maximaler Ab-stand) und der kleinen Halbahse, bei einer Hyperbel um die beiden Sheitelpunkte.
l) Ein Produkt werde aus drei Resouren hergestellt, die jeweils 80 Euro, 12 Euro bzw. 10 Eu-ro pro Einheit kosten. Aus x Einheiten der ersten, y Einheiten der zweiten und z Einheitender dritten lassen sih 50x2=5y1=5z1=5 Einheiten des Produkts fertigen. Wie viele Einhei-ten k�onnen f�ur 24 000 Euro maximal gefertigt werden?L�osung: O�ensihtlih sind nur nihtnegative Werte f�ur x; y und z sinnvoll. Falls mandaher zwei der Variablen festh�alt, istf(x; y; z) = 50x2=5y1=5z1=5monoton in der dritten; da auh die Kostenfunktiong(x; y; z) = 80x+ 12y+ 10zdiese Eigenshaft hat, wird das Maximum in einem Punkt angenommen, in dem die Kostendas Limit erreihen, d.h. g(x; y; z) = 24 000.Dort m�ussen die Gradienten von f und g- 24 000, also

rf = 0� 20x-3=5y1=5z1=510x2=5y-4=5z1=510x2=5y1=5z-4=5
1A und rg = 0� 801210

1A ,
linear abh�angig sein; da rg nirgends vershwindet, mu� es somit ein � 2 R geben, so da�rf = �rg ist oder 20x-3=5y1=5z1=5 = 80�10x2=5y-4=5z1=5 = 12�10x2=5y1=5z-4=5 = 10� .



Durh K�urzen kann man alle rehten Seiten zu � mahen; um Nenner zu vermeiden, istes allerdings besser, sie zu 12� zu mahen; dann erhalten wir3x-3=5y1=5z1=5 = 12�10x2=5y-4=5z1=5 = 12�12x2=5y1=5z-4=5 = 12� .Daher ist 3x-3=5y1=5z1=5 = 10x2=5y-4=5z1=5 = 12x2=5y1=5z-4=5 .Multiplikation mit x3=5y4=5z4=5 maht daraus 3yz = 10xz = 12xy .Da das Maximum der Produktionsfunktion f auf jeden Fall positiv ist, kann dort keineder drei Variablen vershwinden; wir k�onnen also unbesorgt k�urzen und erhalten die dreiGleihungen 3y = 10x; 10z = 12y und 3z = 12x ,d.h. z = 4x und y = 103 x .Unter diesen Bedingungen istg(x; y; z) = 80x+ 40x+ 40x = 160x ;dies ist genau dann gleih 24 000, wenn x = 150 ist. Damit kennen wir auhy = 103 x = 500; z = 4x = 600 ,undf(x; y; z) = 50 �150 25 �500 15 �600 15 = 50 � 5p1502 � 500 � 600 = 50 5p76750 000 000 � 4622;0087 .Also lassen sih maximal 4622 Einheiten fertigen.
m)Ab welhem Preis, der f�ur eine produzierte Einheit erzielt werden kann, lohnt es sih, denKapitaleinsatz von 24 000 Euro zu erh�ohen?L�osung: Dazu m�ussen wir zun�ahst � berehnen, z.B. aus der Gleihung12� = 3x-3=5y1=5z1=5 = 3 � 150-3=5 � 5001=5 � 6001=5 � 1;8488 ,d.h. � � 0;154. Bei um h erh�ohtem Kapitaleinsatz lassen sih also etwa 0;154h zus�atzliheEinheiten fertigen; dies lohnt sih, sobald der erzielbare Preis h�oher liegt als1� � 6;49 Euro .
n) Bestimmen Sie die s�amtlihen zweiten partiellen Ableitungen der Funktionf(x; y) = x4 + 2x2y2 + 3xy3 + 5y4 !

L�osung: Die ersten partiellen Ableitungen sindfx(x; y) = 4x3 + 4xy2 + 3y3fy(x; y) = 4x2y+ 9xy2 + 20y3 .



Davon m�ussen wir wieder die partiellen Ableitungen bilden:fxx(x; y) = 12x2 + 8xyfxy(x; y) = 8xy+ 9y2fyx(x; y) = 8xy+ 9y2fyy(x; y) = 4x2 + 18xy+ 60y2 .
o) Bestimmen Sie die s�amtlihen zweiten partiellen Ableitungen der Funktionf(x; y; z) = os(xy+ yz+ xz) + sin(x+ 2y+ 3z) !

L�osung: Die ersten partiellen Ableitungen sindfx(x; y; z) = -(y+ z) sin(xy+ yz+ xz) + os(x+ 2y+ 3z)fy(x; y; z) = -(x+ z) sin(xy+ yz+ xz) + 2 os(x+ 2y+ 3z)fz(x; y; z) = -(y+ x) sin(xy+ yz+ xz) + 3 os(x+ 2y+ 3z) .Davon m�ussen wir wieder die partiellen Ableitungen bilden:fxx(x; y; z) = -(y+ z)2 os(xy+ yz+ xz) - sin(x+ 2y+ 3z)fxy(x; y; z) = -(x+ z)(y+ z) os(xy+ yz+ xz) - sin(xy+ yz+ xz) - 2 sin(x+ 2y+ 3z)fxz(x; y; z) = -(y+ z)(x+ y) os(xy+ yz+ xz) - sin(xy+ yz+ xz) - 3 sin(x+ 2y+ 3z)fyx(x; y; z) = -(x+ z)(y+ z) os(xy+ yz+ xz) - sin(xy+ yz+ xz) - 2 sin(x+ 2y+ 3z)fyy(x; y; z) = -(x+ z)2 os(xy+ yz+ xz) - 4 sin(x+ 2y+ 3z)fyz(x; y; z) = -(x+ z)(y+ x) os(xy+ yz+ xz) - sin(xy+ yz+ xz) - 6 sin(x+ 2y+ 3z)fzx(x; y; z) = -(y+ x)(y+ z) os(xy+ yz+ xz) - sin(xy+ yz+ xz) - 3 sin(xy+ yz+ xy)fzy(x; y; x) = -(y+ x)(x+ y) os(xy+ yz+ xz) - sin(xy+ yz+ xz) - 6 sin(x+ 2y+ 3z)fzz(x; y; z) = -(y+ x)2 os(xy+ yz+ xz) - 9 sin(x+ 2y+ 3z)
p) f(x1; : : : ; xn) sei ein homogenes Polynom vom Grad fd in n Variablen, d.h. f ist eineLinearkombination von Monomen xe11 � � � xenn mit e1 + � � � + en = d. Zeigen Sie: Dann istx1fx1(x1; : : : ; xn) + � � � + xnfxn(x1; : : : ; xn) = df(x1; : : : ; xn) !

L�osung: Wenn die Formel f�ur zwei homogene Polynome vom Grad d gilt, gilt sie o�en-sihtlih auh f�ur jede Linearkombination der beiden. Daher gen�ugt es, sie f�ur Monomezu beweisen. Hier ist ��xi xe11 � � � xeii � � � xenn = ei � xe11 � � � xei-1i � � � xenn ,also istnXi=1 xi ��xi xe11 � � � xenn = nXi=1 eixe11 � � � xenn =  nXi=1 ei
! xe11 � � � xenn = dxe11 � � � xenn .


