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WoLFGANG K. SEILER A5, ZIMMER C201
Tel. 2515

Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 9. Miirz 2010

f,g:R — R seien zwei stetige Funktionen, und fiir h — 0 sei sowohl f(h) = o(h) als auch
g(h) = o(h). Zeigen Sie: Fiir alle reellen Zahlen a,b ist dann auch af(h)+bg(h) =o(h).

Loésung: Da f(h) und g(h) beide o(h) sind, ist

. f(h) . g(h)
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also ist nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte auch
tim S+ PO _ gy <a—f(h) +b—9(h)> — alim 4y g I
h>0 h -0 h h—0 h h—0 h

Somit ist af(h) + bg(h) = o(h), wie behauptet.

Ist dann auch f(h)g(h) =o(h)?

Losung: Ist g(h) = o(h), so ist insbesondere limy,_.o g(h) = 0, denn sonst konnte der
Grenzwert von g(h)/h fiir h — 0 gar nicht existieren. Deshalb ist

. f(h)g(h) . f(h) .
o  h (}111310 T) <r1113109(h)> =0-0=0,
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die Behauptung stimmt also.

Ist sogar f(h)g(h) = o(h?)?

Loésung: Auch das ist richtig, denn
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Angenommen, f(h) = o(h ) h) und g(h) = o(h?). Kénnen Sie daraus eine der beiden Aussagen
f(h) = o(g(h)) oder g(h) = o(f(h)) folgern?
Losung: Beides ist falsch: Fiir f(h) = g(h) = h3 etwa ist f(h) = o(h) und g(h) = o(h?),

aber die Aussage h® = o(h?) ist falsch, denn der Quotient h3/h3 = 1 bleibt auch im
Limes h — 0 gleich eins.

F:R? — R sei eine stetig differenzierbare Funktion zweier Veranderlicher, und f,g:R — R
seien stetig differenzierbare Funktionen einer Verdnderlicher. Zeigen Sie: Die Ableitung

. o F(f(x),9(v)) ~f'(X)>
der Funktion F(f(x),g(y)) ist <Fy (f(x), 9(v)) - ¢'(v) !

Loésung: Da F eine differenzierbare Funktion ist, gilt fiir kleine h,k € R
F(u+h,v+k) =F(u,v) + Fx(u,v)h + F, (u,v)k + o(max(h, k)) .
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Genauso gilt wegen der Differenzierbarkeit von f und g fiir kleine Werte p, q, daf3
fix+p) =f(x) +f'(x)p+olp) und gly+q)=g9ly)+9g'(ylg+olg).

Setzen wir u = f(x), h = f'(x)p + o(p), v = ¢g(y) und k = ¢’(y)q + o(q) in die erste
Gleichung ein, erhalten wir die neue Gleichung

F(f(x+p),9ly+q)) = ((X)+f’(X)p+0( )g(y) 9'(y)a +o(q))
( x),9(y)) + Fe (f(x ))(f’( x)p +o(p))
+Fy (f(x),9(x)) (9 ( )q+0(OI))
(maX '(x)p +o(p),g'(y)a +o(q))
= F(f(x g(y)+ (f(x), g(x)) ' (x p+F (f(x),9(x)) g’ (y)a
+ Fe (f(x), g(x))o(p) + Fy (f(x), g(x))o(q)

+ o (max(f’ (x)p—l—o(p), ’(y)q—l—o( )) -

Da F, und F stetig sind, sind sie insbesondere beschrénkt in der Umgebung des Punktes
(f(x), g(x)), also sind ihre Produkte mit einer Funktion der Form o(p) bzw. o(q) immer
noch o(p) bzw. o(q). Genauso sind auch f(x) und g(y) beschrénkt in der Umgebung von
x bzw. y, so dafl wir auch den letzten Summanden als o(max(p, q)) abschitzen konnen.

Daher ist F(f(x +p),9(y+ q))
=F(f(x),g(y)) + Fx(f(x), g(u)) ' (x)p + Fy (f(x), 9(y)) g'(y)q + o(max(p, q)) ,

Fx (f(x), g(y)) ' (x)p

die Ableitung also
& <Fy(f(><),9(y))g’(y)q

> , Wie behauptet.

Welche Ableitung hat F(f(x) + g(y), f(x) —g(y)) ?

Lésung: Hier ist entsprechend

F(f(X+p)+g(y+q) f(X+D)—9(y+q))
=F(f( )+ f'(x)p +o(p) + ¢'(y)a +o(q), f(x) + f'(x )p+0(p)—g(y)—g’(y)q+0(q))
(f(x) +g(y), f(x) —gly ))+F (f(x) +g(y), f(x) —g(v)) ('(x)p + ¢'(y)g + o(p) +o(q))
+Fy (f(x) + g(y), f(x) — g(y)) (f'(x)p ( )q 4+ o(p) +o(q))
—I—o(max( (x)p—l—g(( v)

f q+o( ) (q), F(xIp — gw)a + olp) + ola)
= F(f(x)+9(y), f(x)—g(u))+ (x)=g(y))+ y(f(x)+g(y),f(x)—g(y)))f’(x)p
+(Fe(F) + 9(), 1) = 9(y)) — (( )+ (y),f(x)—g(y)))g'(y)q+o(max(p,q1),

also ist die Ableitung

(Fe (FOx) + 9(), F(x) = 9(v)) + Fy (F(x) + 9(u), Flx) = glu) )/ (x)
(Fx(f(x) +g(y), f(x) — g(y)) — Fy (f(x) + gly), f(x) — 9(y))>g’(y) :

Ist die Funktion f: R? — R mit

(xy)®
flx,y) = { 212 Bls(xy)#(0,0)
0 falls (x,y) =0

differenzierbar im Punkt (0,0)7

Losung: Wenn wir zeigen konnen, dafl sowohl f als auch die partiellen Ableitungen f,
und fy in (0,0) stetig sind, folgt die Differenzierbarkeit von f.
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Zum Nachweis der Stetigkeit gehen wir aus von einem ¢ > 0 und betrachten einen Punkt
(x,y) # (0,0). Fiir x = 0 ist f(x,y) =0, also |f(x,y) — f(0,0)| = 0 < e. Andernfalls ist

)5 x3y5
()

(xy
xZ +y?

< ¥y’ .

Ist 5 = /¢, ist dies fiir max(|x|, |y|) < & Kleiner als &° - §* = &% = ¢; die Funktion ist also
stetig in (0,0).
Die partielle Ableitung nach x ist in einem Punkt (x,y) # (0,0)

S(XZ +y2)x4y5 —2x6y5 _ 3x6y5 +5X4y7 .

fx(X,U) =

(x2 +y2)2 x2+y2)2
im Punkt (x,y) = (0,0) ist
.. f(h,0)—1f(0,0) .. 0
10,01 = im {21 — i o,

Wir gehen wieder aus von einem ¢ > 0 und betrachten einen Punkt (x,y) # (0,0). Falls
x verschwindet, ist fy(x,y) =0, also [fx(x,y) — fx(0,0)| =0 < ¢. Andernfalls ist

3x%y°® + 5y7
1+ ()

Fiir max(x,y) < 4 = {/¢/8 folgt wie oben, daB dies kleiner ist als «.

3x°y° + 5x*y”’

‘fx(xyy) —fX(O,O)’ = (Xz +y2)2

< |3x*y® + 5y .

Vollig entsprechend argumentiert man fiir f,, wo abgesehen von der Vertauschung der
beiden Variablen alles wortlich iibernommen werden kann.

Damit ist die Differenzierbarkeit von f in (0,0) bewiesen.

f: R — R sei eine differenzierbare Funktion. Wann 148t sich die Gleichung y = f(x) um den
Punkt (x0,yo) nach x auflésen? Welche Ableitung hat dann die entsprechende Funktion
x = ¢g(y) im Punkt yo?

Losung: Wir miissen die Gleichung F(x,y) = f(x)—y nach x auflésen. Nach dem Satz iiber
implizite Funktionen funktioniert das in jedem Punkt (xo,yo), in dem erstens F(xo,yo)
verschwindet, d.h. yo = f(xo), und zweitens die Ableitung Fy(xo,yo) = f'(xo) nicht
verschwindet.

In welchen Punkten (xo,yo) € R? 148t sich die Gleichung x +sinxy =y + cos(x +y) nach
y auflosen?

Losung: Zundchst mufl xo + sin xoyop = Yo + cos(xo + yo) sein; dann darf die Ableitung
von F(x,y) = x+sinxy —y — cos(x +y) nach y in diesem Punkt nicht verschwinden, d.h.
XpCcosyo — 1 +sin(xg +yo) # 0.

Finden Sie die lokalen Extrema der Funktion

f(x,y) = x> + 1y + 9xy — 36!
Lésung: In jedem Extremum mufl der Gradient gleich dem Nullvektor sein, d.h. die
partiellen Ableitungen

fu(x,y) =3x* +9y und fy(x,y):3y2+9x
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miissen verschwinden. Somit ist y = —%xz und x = —%yz, also

1
x:—§x4 oder x(9+x3)=0.

Dies ist einmal erfiillt fiir x = 0. Dann ist auch y = 0, wir miissen also den Punkt (0,0)
untersuchen. Da f(x,0) = x> beliebig nahe der Null sowohl positive als auch negative
Werte annimmt, haben wir hier kein Extremum.

Die zweite Losung ist x = — — 3. Dann ist y = —% .32 = -3 und f(—3,—3) = —9. In der
Umgebung dieses Punktes ist

f(=3+h,-34k)=(-3+h)>+(-34+k)>+9(-3+h)(—-3+k)—36
=—9—-9h?—hk+k?) +h3+x3.

Fiir kleine Werte von h und k konnen wir h3 und k3 gegeniiber h? hk und-+k? vernach-
lassigen, und

2
h? —hk + k? = <h—]§> +§k2 >0 fiir alle (h, k) # (0,0) .

Somit hat die Funktion bei (—3,—3) ein lokales Maximum.

Am Ufer eines sehr langen und geradlinigen Flusses soll ein rechteckformiges Grundstiick
eingezdunt werden, wobei an der Flufiseite kein Zaun notwendig ist. Wie grofl kann das
Grundstiick hochstens sein, wenn dafiir 100m Zaun zur Verfiigung stehen?

Losung: Der Zaun parallel zum Flufl habe in Metern ausgedriickt die Lange y und befinde
sich im Abstand x vom Fluf}. Dann ist die Ldnge des Zauns y+2x = 100, d.h. y = 100—2x.
Die abgetrennte Fliche ist xy = x(100—2x) = 100x—2x?. Diese Funktion hat die Ableitung
100 — 4x, also ist im Extremum x = 25 und y = 50. Das Grundstiick hat also hochstens
eine Flache von 25 x 50 = 1250 Quadratmeter.



