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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 23. Februar 2010a) Beshreiben Sie den Graphen der Funktion f(x, y) = 5 −
√

x2 + y2 geometrish!
Lösung: Es ist ein Kegel um die z-Ahse mit Spitze im Punkt (0, 0, 5). Der Radius r wirdauf der H�ohe 5 − r erreiht, der �O�nungswinkel ist also 45◦.b) Der Graph der Funktion f:R2 → R sei eine zur (x, y)-Ebene parallele Ebene des R

3. Wask�onnen Sie �uber f sagen?
Lösung: Eine zur (x, y)-Ebene parallele Ebene des R

3 wird durh eine Gleihung derForm z = a beshrieben; die Funktion f ist also konstant (mit Funktionswert a).) Welhe Koordinatenahsen kann der Graph Γf einer Funktion f:R2 → R enthalten?
Lösung: Mit x- und y-Ahse gibt es o�ensihtlih keine Probleme; der Graph der Null-funkition f(x, y) ≡ 0 enth�alt sogar beide. Die z-Ahse dagegen kann nie im Graphenenthalten sein, denn wegen z = f(x, y) ist die z-Koordinate eines jeden Punktes eindeutigbestimmt durh die x- und y-Koordinaten.d) Beshreiben Sie die Niveaumengen Nf(a) der Funktion f:R2 → R mit f(x, y) = x2 + y2f�ur alle a ∈ R !
Lösung: F�ur positive Werte von a ist Nf(x) =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + y2 = a
} der Kreis mitRadius √a um den Nullpunkt; f�ur a = 0 besteht Nf(0) nur aus dem Nullpunkt, und f�urnegative+a ist Nf(a) die leere Menge.e) Was �andert sih, wenn wir stattdessen die Funktion f(x, y) =

√

x2 + y2 betrahten?
Lösung: Nun ist Nf(a) f�ur a > 0 der Kreis mit Radius a; f�ur a < 0 �andert sih nihts.Die Menge aller Niveaumengen ist also dieselbe wie bei der obigen Funktion, jedohgeh�oren die Mengen jeweils zu vershiedenen Funktionswerten.f) Was k�onnen Sie �uber eine Funktion sagen, deren Niveaumengen abgesehen vom Nullpunktselbst allesamt Kreise um den Nullpunkt sind ?
Lösung: Da eine Funktion auf ihren Niveaumengen konstant ist, kann der Funktionswert
f(x, y) dann nur von x2+y2 abh�angen; es gibt also eine Funktion g(z) einer Ver�anderlihen,so da� f(x, y) = g(x2 + y2) ist.g) Welhe der folgenden Vorshriften de�nieren Normen auf R

2 ?
‖(x, y)‖

1
= x2 + y2 ‖(x, y)‖

2
= |x + y| , ‖(x, y)‖

3
= |x| + |y| ,

‖(x, y)‖
4

= max{x, y}, ‖(x, y)‖
5

= max{2 |x| , 3 |y|
}
, ‖(x, y)‖

6
=

√

|xy|

Lösung: ‖(x, y)‖
1

= x2 + y2 de�niert keine Norm, denn f�ur λ ∈ R ist
‖λ(x, y)‖

1
= λ2 ‖(x, y)‖

1
6= |λ| ‖(x, y)‖

1
.



‖(x, y)‖
2

= |x + y| de�niert keine Norm, denn beispielsweise ist ‖1,−1‖
2

= |1 − 1| = 0,obwohl (1,−1) niht der Nullpunkt ist.
‖(x, y)‖

3
= |x| + |y| ist eine Norm: F�ur λ ∈ R ist

‖λ(x, y)‖ = |λx| + |λy| = |λ|
(

|x| + |y|
)

= |λ| ‖(x, y)‖
3
,die Summe zweier Betr�age ist nie negativ und vershwindet genau dann, wenn x = y = 0ist, und f�ur einen weiteren Punkt (u, v) ∈ R

2 ist
‖(x, y) + (u, v)‖

3
= ‖(x + u, y + v)‖

3
= |x + u| + |y + v|

≤ |x| + |u| + |y| + |v| = ‖(x, y)‖
3

+ ‖(u, v)‖
3
.

‖(x, y)‖
4

= max{x, y} ist keine Norm, da beispielsweise ‖(−1,−2)‖ = −1 negativ ist.
‖(x, y)‖

5
= max{2 |x| , 3 |y|

} ist eine Norm: F�ur λ ∈ R ist
‖λ(x, y)‖ = max{2 |λx| , 3 |λy|

}
= |λ|max{2 |x| , 3 |y|

}
= |λ| ‖(x, y)‖

5
,das Maximum von positiven Vielfahen zweier Betr�age ist nie negativ und vershwindetgenau dann, wenn x = y = 0 ist, und f�ur einen weiteren Punkt (u, v) ∈ R

2 ist
‖(x, y) + (u, v)‖

5
= ‖(x + u, y + v)‖

5
= max{2 |x + u| , 3 |y + v|

}

≤ max{2(|x| + |u|), 3(|y| + |v|)
}
≤ max{2 |x| , 3 |y|

}
+ max{2 |u| , 3 |v|

} ,denn
2(|x| + |u|) ≤ max{2 |x| , 3 |y|

}
+ max{2 |u| , 3 |v|

}und
3(|y| + |v|) ≤ max{2 |x| , 3 |y|

}
+ max{2 |u| , 3 |v|

} .
‖(x, y)‖

6
=

√

|xy| dagegen ist wieder keine Norm, denn beispielsweise vershwindet
‖(1, 0)‖

6
.h) Zeigen Sie, da� die Normen unter den obigen Vorshriften �aquivalent zur Maximumsnormsind!

Lösung: F�ur alle x, y ∈ R istmax{|x| , |y|} ≤ ‖(x, y)‖
3

= |x| + |y| ≤ 2max{|x| , |y|} undmax{|x| , |y|} ≤ ‖(x, y)‖
5

= max{2 |x| , 3 |y|
}
≤ 3max{|x| , |y|} .i) Welhe der folgenden Teilmengen von R

2 sind o�en, welhe abgeshlossen?
M1 =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ 0 < x, y < 2
}
, M2 =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ 0 ≤ x, y < 2
}
,

M3 =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ 0 ≤ x, y ≤ 2
}
,

M4 =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ xy = 0
}
, M5 =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ xy 6= 0
}

Lösung: M1 ist o�en, denn bezeihnet ε f�ur (x, y) ∈ M1 das Minimum der vier Zahlen
x, y, 2 − x un d 2 − y, so liegt der Kreis mit Radius ε um (x, y) ganz in M1. Dagegen ist
M1 niht abgeshlossen, da beispielsweise der Randpunkt (0, 0) niht in M1 liegt.
M2 ist niht o�en, da (0, 0) kein innerer Punkt ist, und niht abgeshlossen, weil derRandpunkt (2, 2) niht in M2 liegt.
M3 ist niht o�en, da (0, 0) kein innerer Punkt ist. Dagegen ist M3 abgeshlossen, denn
M3 enth�alt alle seine Randpunkte.
M4 ist abgeshlossen: Ist n�amlih (x, y) /∈ M4, so sind x und y beide von Null vershieden;bezeihnet ε das Minimum von |x| und |y|, so liegt der Kreis um (x, y) mit Radius ε ganzau�erhalb von M4; das Komplement ist also o�en.
M5 ist das Komplement von M4, also { wie wir gerade gesehen haben { o�en.



j) Zeigen Sie: Die Vereinigung zweier o�ener Mengen aus R
n ist o�en.

Lösung: U,V seien die beiden o�enen Mengen und x ∈ U ∪ V sei ein Punkt aus ihrerVereinigung. Falls er in U liegt, gibt es ein ε > 0, so da� alle y ∈ R
n mit ‖x − y‖ < ε in Uund damit erst reht in U∪V liegen. Andernfalls mu� x in V liegen und es gibt ein ε > 0,so da� alle y ∈ R

n mit ‖x − y‖ < ε in V und damit erst reht in U ∪ V liegen. In jedemFall gibt es also ein ε > 0, so da� alle y ∈ R
n mit ‖x − y‖ < ε in U ∪ V liegen, womit dieO�enheit dieser Menge gezeigt w�are.k) Zeigen Sie: Der Durhshnitt zweier abgeshlossener Mengen aus R

n ist abgeshlossen.
Lösung: Nah De�nition ist eine Menge abgeshlossen, wenn ihr Komplement o�en ist.F�ur zwei abgeshlossene Mengen W,Z ⊆ R

n sind daher die Mengen U = R
n

r W und
V = R

n
r Z o�en; wir m�ussen zeigen, da� auh R

n
r (W ∩Z) o�en ist. Ein Punkt x ∈ R

nliegt genau dann niht in W ∩ Z, wenn er in mindestens einer der beiden Mengen W,Zniht enthalten ist, wenn er also in mindestens einem der beiden Komplemente U,V liegt.Dies ist genau dann der Fall, wenn er in deren Vereinigung U ∩ V liegt. Diese ist, wie wirin der vorigen Aufgabe gesehen haben, o�en; somit ist R
n

r (W ∩ Z) = U ∪ V o�en unddamit W ∩ Z abgeshlossen.l) Welhe der Punkte (0, 0), (1, 1), (2, 2), (2, 1), (2, 0) aus R
2 sind innere Punkte der Menge

M =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ |x| + |y| ≤ 2
}, welhe sind �au�ere bzw. Randpunkte?

Lösung: M ist die Raute mit Ekpunkten (−2, 0), 0, 2), (2, 0) und (0,−2). Daher ist (0, 0)ein innerer Punkt, denn der Kreis mit Radius 1 im (0, 0) liegt ganz in M. Der Punkt (1, 1)ist ein Randpunkt, denn f�ur jedes ε > 0 gibt es im Kreis mit Radius ε um (1, 1) sowohlPunkte (1 − δ, 1) mit 0 < δ < ε und δ < 1, die in M liegen, als auh Punkte (1 + δ, 1) mit
0 < δ < ε, die niht in M liegen.
(2, 2) ist ein �au�erer Punkt, denn der (o�ene) Kreis mit Radius eins um diesen Punbkt liegtganz au�erhalb von M. Genauso ist auh (2, 1) ein �au�erer Punkt; hier liegt zumindestder Kreis mit Radius 1

2
au�erhalb M.

(2, 0) shlie�lih ist als Ekpunkt der Raute wieder ein Randpunkt: F�ur jedes ε > 0 liegt
(2 + δ, 0) f�ur alle 0 < δ < ε au�erhalb von M und (2 − δ, 0) f�ur alle 0 < δ < min{4, δ}in M.m)Welhe der folgenden Punktfolgen (xn, yn) aus R

2 sind konvergent f�ur n → ∞, und wohinkonvergieren sie?1) (xn, yn) =
(

1

1+n2 , 1

n3

)

, 2) (xn, yn) =
(

(−1)n, 1

n

)

, 3) (xn, yn) =
(

e−n, os(e−n
2

)
)

Lösung: Wenn wir mit der Maximumsnorm arbeiten, geht es einfah darum, die Kon-vergenz der beiden Komponenten nahzuweisen. Bei 1) und 3) ist das trivial (moduloAnalysis I ): Die Folgen konvergieren gegen (0, 0) bzw. (0, 1). Die zweite Folge dagegenkonvergiert zwar in ihrer zweiten Komponente gegen null, die erste dagegen oszilliertst�andig zwishen ±1. Damit ist diese Folge niht konvergent.n) Zeigen Sie: Die Abbildung f:R2 → R mit f(x, y) = x ist stetig.
Lösung: Wir arbeiten mit der Maximumsnorm auf R

2. Dann m�ussen wir zeigen, da� eszu jedem Punkt (x, y) ∈ R
2 und zu jedem ε > 0 ein δ > 0 gibt, so da� gilt: Ist

‖(x, y) − (u, v)‖
∞

= ‖(x − u, y − v)‖
∞

= max{|x − u| , |y − v|
}

< δ ,so ist |x − u| < ε. O�ensihtlih k�onnen wir hier einfah δ = ε setzen.


