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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 23. Februar 2010

Beschreiben Sie den Graphen der Funktion f(x,y) =5 — \/x% + yZ geometrisch!

Lésung: Es ist ein Kegel um die z-Achse mit Spitze im Punkt (0,0,5). Der Radius r wird
auf der Hohe 5 — r erreicht, der Offnungswinkel ist also 45°.

Der Graph der Funktion f: R?* — R sei eine zur (x,y)-Ebene parallele Ebene des R3. Was
konnen Sie iiber f sagen?

Losung: Eine zur (x,y)-Ebene parallele Ebene des R® wird durch eine Gleichung der
Form z = a beschrieben; die Funktion f ist also konstant (mit Funktionswert a).

Welche Koordinatenachsen kann der Graph Iy einer Funktion f: R? — R enthalten?

Loésung: Mit x- und y-Achse gibt es offensichtlich keine Probleme; der Graph der Null-
funkition f(x,y) = O enthélt sogar beide. Die z-Achse dagegen kann nie im Graphen
enthalten sein, denn wegen z = f(x,y) ist die z-Koordinate eines jeden Punktes eindeutig
bestimmt durch die x- und y-Koordinaten.

Beschreiben Sie die Niveaumengen N¢(a) der Funktion f:R? — R mit f(x,y) = x? +y?
fiir alle a € R!

Losung: Fiir positive Werte von a ist N¢(x) = {(x,y) € R? | x* +y? = a} der Kreis mit
Radius v/a um den Nullpunkt; fiir a = 0 besteht N¢(0) nur aus dem Nullpunkt, und fiir
negative+a ist N¢(a) die leere Menge.

Was dndert sich, wenn wir stattdessen die Funktion f(x,y) = \/x% + y? betrachten?

Losung: Nun ist N¢(a) fiir a > 0 der Kreis mit Radius q; fiir a < 0 dndert sich nichts.
Die Menge aller Niveaumengen ist also dieselbe wie bei der obigen Funktion, jedoch
gehoren die Mengen jeweils zu verschiedenen Funktionswerten.

Was kénnen Sie iiber eine Funktion sagen, deren Niveaumengen abgesehen vom Nullpunkt
selbst allesamt Kreise um den Nullpunkt sind ?

Losung: Da eine Funktion auf ihren Niveaumengen konstant ist, kann der Funktionswert
f(x,y) dann nur von x?+y? abhéngen; es gibt also eine Funktion g(z) einer Veranderlichen,
so dal f(x,y) = g(x? +y?) ist.

Welche der folgenden Vorschriften definieren Normen auf R? ?
1wl =x*+v> Il =k+yl,  6wlls =X+l
106 y)lly =max{x,u}, (6 y)lls =max{2x[,3[ul}, (vl = VIxul
Losung: ||(x,y)|l; = x* + y? definiert keine Norm, denn fiir A € R ist

”7\(X>U)”] = )\2 ”(X>U)”] 7é ’7\’ ”(X>U)H1 :



h)

|l(x,u)||, = |x +y| definiert keine Norm, denn beispielsweise ist ||1,—1|, = |1 —1] =0,
obwohl (1,—1) nicht der Nullpunkt ist.
l(x,u)|l5 = [x| + |y]| ist eine Norm: Fiir A € R ist

MGG = [Ax| + [Xy| = [A] (x| + ul) = MGG W)l

die Summe zweier Betrdge ist nie negativ und verschwindet genau dann, wenn x =y =0
ist, und fiir einen weiteren Punkt (u,v) € R? ist

[(x,y) + (w3 =[x +u,y+V)|l;=x+ul+y+v|
< x|+ w4yl + v =16yl + )l

l(x,y)|l; = max{x,y} ist keine Norm, da beispielsweise |(—1,—2)|| = —1 negativ ist.
|(x,y)|l5 = max{2|x|,3|y|} ist eine Norm: Fiir A € R ist

MG )| = max{2 [Ax|, 3 [Ay|} = [N max{2[x|,3[y[} = A (x, )]s ,

das Maximum von positiven Vielfachen zweier Betrége ist nie negativ und verschwindet
genau dann, wenn x =y = 0 ist, und fiir einen weiteren Punkt (u,v) € R? ist

[(x,y) + (w,V)[|5 = [[(x + w,y +V)||5 = max{2|x +u|,3 |y + |}
< max{2(|x| + [u]),3(Jy| + V) } < max{2|[x|,3|y|} + max{2 |ul,3|v[},

denn
2(]x| + [u]) < max{2[x|,3|y|} + max{2|u|,3 |v|}

und
3(ly| + [v)) < max{2|x|,3|y|} + max{2[u|,3|v[}.

Zeigen Sie, daBl die Normen unter den obigen Vorschriften dquivalent zur Maximumsnorm
sind!

Losung: Fiir alle x,y € R ist

max{|x|, [y[} < [[(x, y)l[3 = x| + [y| < Zmax{[x[,[y[} ~ und
max{|x|, [yl} < [[(x,y)lls = max{2 x|, 3y|} < 3max{[x], y[}.

Welche der folgenden Teilmengen von R? sind offen, welche abgeschlossen?

Mi={(xy) eR*|0<xy<2}, My={(xy)eR*|0<xy<2}
M3:{(X>U)ER2|O§X)1&'SZ}>
My ={(x,y) eR* | xy =0}, Ms={(x,y) € R* | xy #0}

Losung: M, ist offen, denn bezeichnet ¢ fiir (x,y) € M; das Minimum der vier Zahlen
x,Yy,2—x un d 2 —y, so liegt der Kreis mit Radius ¢ um (x,y) ganz in M;. Dagegen ist
M nicht abgeschlossen, da beispielsweise der Randpunkt (0,0) nicht in M; liegt.

M ist nicht offen, da (0,0) kein innerer Punkt ist, und nicht abgeschlossen, weil der
Randpunkt (2,2) nicht in M, liegt.

M3 ist nicht offen, da (0,0) kein innerer Punkt ist. Dagegen ist M3 abgeschlossen, denn
M3 enthilt alle seine Randpunkte.

M, ist abgeschlossen: Ist ndmlich (x,y) ¢ My, so sind x und y beide von Null verschieden;
bezeichnet ¢ das Minimum von |x| und |y, so liegt der Kreis um (x,y) mit Radius ¢ ganz
auflerhalb von My; das Komplement ist also offen.

M5 ist das Komplement von My, also — wie wir gerade gesehen haben - offen.
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Zeigen Sie: Die Vereinigung zweier offener Mengen aus R™ ist offen.

Loésung: U,V seien die beiden offenen Mengen und x € U U V sei ein Punkt aus ihrer
Vereinigung. Falls er in U liegt, gibt es ein ¢ > 0, sodaB alley € R" mit ||[x —y|| < ein U
und damit erst recht in UUV liegen. Andernfalls mufl x in V liegen und es gibt ein ¢ > 0,
so daB alle y € R™ mit |[x —y|| < € in V und damit erst recht in U U V liegen. In jedem
Fall gibt es also ein ¢ > 0, so dafl alle y € R™ mit ||x —y|| < ¢ in UU V liegen, womit die
Offenheit dieser Menge gezeigt ware.

Zeigen Sie: Der Durchschnitt zweier abgeschlossener Mengen aus R™ ist abgeschlossen.

Losung: Nach Definition ist eine Menge abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist.
Fiir zwei abgeschlossene Mengen W,Z C R™ sind daher die Mengen U = R™ \ W und
V =R" \ Z offen; wir miissen zeigen, dafl auch R™ \ (W N Z) offen ist. Ein Punkt x € R™
liegt genau dann nicht in W N Z, wenn er in mindestens einer der beiden Mengen W, Z
nicht enthalten ist, wenn er also in mindestens einem der beiden Komplemente U, V liegt.
Dies ist genau dann der Fall, wenn er in deren Vereinigung U NV liegt. Diese ist, wie wir
in der vorigen Aufgabe gesehen haben, offen; somit ist R™ ~ (W N Z) =UU YV offen und
damit W N Z abgeschlossen.

Welche der Punkte (0,0), (1,1), (2,2), (2,1), (2,0) aus R? sind innere Punkte der Menge
M = {(x,y) € R? | |x| + Jy| < 2}, welche sind dufiere bzw. Randpunkte?

Losung: M ist die Raute mit Eckpunkten (—2,0), 0,2), (2,0) und (0, —2). Daher ist (0,0)
ein innerer Punkt, denn der Kreis mit Radius 1 im (0,0) liegt ganz in M. Der Punkt (1,1)
ist ein Randpunkt, denn fiir jedes ¢ > O gibt es im Kreis mit Radius ¢ um (1,1) sowohl
Punkte (1—5,1) mit 0 < & < € und 6 < 1, die in M liegen, als auch Punkte (1+6,1) mit
0 < & < ¢, die nicht in M liegen.

(2,2) ist ein duBerer Punkt, denn der (offene) Kreis mit Radius eins um diesen Punbkt liegt
ganz auflerhalb von M. Genauso ist auch (2,1) ein duBerer Punkt; hier liegt zumindest
der Kreis mit Radius § auferhalb M.

(2,0) schliefllich ist als Eckpunkt der Raute wieder ein Randpunkt: Fiir jedes ¢ > O liegt
(2+6,0) fiir alle 0 < & < ¢ auflerhalb von M und (2 — §,0) fiir alle 0 < & < min{4, 6}
in M.

m) Welche der folgenden Punktfolgen (x,,yn) aus R? sind konvergent fiir n — oo, und wohin

konvergieren sie?
2
1) (xn,Un) = (5 73) > 2) (s un) = (1™ 1), 8) (xn,yn) = (e ™, cos(e ™))

Lésung: Wenn wir mit der Maximumsnorm arbeiten, geht es einfach darum, die Kon-
vergenz der beiden Komponenten nachzuweisen. Bei 1) und 3) ist das trivial (modulo
Analysis I): Die Folgen konvergieren gegen (0,0) bzw. (0,1). Die zweite Folge dagegen
konvergiert zwar in ihrer zweiten Komponente gegen null, die erste dagegen oszilliert
stdndig zwischen +1. Damit ist diese Folge nicht konvergent.

Zeigen Sie: Die Abbildung f:R? — R mit f(x,y) = x ist stetig.

Lésung: Wir arbeiten mit der Maximumsnorm auf R?. Dann miissen wir zeigen, daf} es
zu jedem Punkt (x,y) € R? und zu jedem ¢ > 0 ein & > 0 gibt, so daB gilt: Ist

166,y) = (V) = 0 =,y = V)| = max{jx —u|, [y —v[} <3,

so ist |x — u| < ¢. Offensichtlich konnen wir hier einfach & = ¢ setzen.



