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rechts nach links liest, um für eine bekannte Funktionf die unbekannte
StammfunktionF zu berechnen. Als Substitutiong wählt man hier
eine

”
geeignete“ bijektive Funktion, die zu einer Vereinfachungauf der

linken Seite f̈uhrt.

1) Der Spezialfall logarithmischer Ableitungen: Für f (x) = 1=x und
damitF (x) = log jxj führt die SubstitutionsregelZ f�g(x)

�g0(x) dx = F �g(x)

�

+C mit F 0(x) = f (x)

zur IntegrationsregelZ g0(x)g(x)

dx = log jg(x)j +C .

Als erste Anwendung betrachten wir

tanx =
sinx

cosx = �g0(x)g(x)
mit g(x) = cosx. Nach der gerade bewiesenen Regel ist daherZ

tanx dx = � log jcos(x)j +C ,

eine Funktion, die genau wie der Tangens selbst an den Nullstellen der
Kosinusfunktion nicht definiert ist.

Auch Integrale wie Z x

1 +x2

dx

lassen sich nach dieser Regel ausrechnen: Da die Ableitung des Nenners
2x ist, folgtZ x

1 +x2

dx = 1
2 log

��1 +x2

�� +C = 1
2 log(1 +x2) +C .

2) Substitutionen mit linearen Funktionen: Eine der elementarsten
Anwendungen der Substitutionsregel, auf die manüblicherweise auch
ohne diese Regel kommt, ist die Substitution mit linearen Funktioneng(x) = ax + b; hier besagt die Substitutionsregel, daßZ f (ax + b) � a dx = F (ax + b) mit F 0(x) = f (x)
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ist, oder besserZ f (ax + b) dx =

F (ax + b)a mit F 0(x) = f (x) .

Somit ist beispielsweiseZ

sin(!t + ') dt =

� cos(!t + ')! +C .

Als etwas umfangreicheres Beispiel wollen wirZ dxx2 + bx + 
berechnen. Da wir bislang (außer im Fallb =  = 0) noch keine Funk-
tionen kennen, die Ableitungen dieser Form haben könnten, m̈ussen
wir unsere bekannten Funktionen durchforsten und schauen,welche auf
einen Ausdruck dieser Art führen k̈onnten.

Wenn man die Ableitungen der wichtigsten elementaren Funktionen
kennt, weiß man, daß hier die Umkehrfunktion des Tangens in Frage
kommt: Der Tangens ist definiert als Quotient von Sinus und Kosinus
und damit an den Nullstellen des Kosinus nicht definiert; wirmüssen
also allex 2 R ausschließen, die sich in der Form (2k+1)�=2 schreiben
lassen mitk 2 Z. Nach der Quotientenregel ist

tan0 x =
cos2 x + sin2 x

cos2 x = 1 + tan2 x ,

der Tangens ist also in allen Intervallen, in denen er definiert ist, mono-
ton wachsend. Speziell können wir das offenen Intervall (��=2; �=2)
betrachten. Da Sinus und Kosinus in (0; �=2) positiv sind, ẅachst die
Funktion bei linksseitiger Ann̈aherung an�=2 unbeschr̈ankt; bei rechts-
seitiger Ann̈aherung an��=2 nimmt sie immer (betrags)größer wer-
dende negative Werte an, denn in (��=2; 0) ist der Sinus negativ, der
Kosinus aber positiv. Somit bildet der Tangens das Intervall (��=2; �=2)
monoton steigend ab aufR und wir haben eine differenzierbare Umkehr-
funktion

arctan:R ! (��=2; �=2) ,

deren Ableitung im Punkty = tanx wir nach der Regel zur Ableitung
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der Umkehrfunktion berechnen können:

arctan0 y =
1

tan0 x =
1

1 + tan2 x =
1

1 + y2
.

Somit ist

Z dyy2 + 1
= arctany +C .
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Durch quadratische Ergänzung k̈onnen wir versuchen, den Nenner un-
seres Integranden dieser Form anzunähern:x2 + bx +  =

�x +

b

2

�

+ � b2

4
;

setzen wir y = x +

b

2
und d = � b2

4
ist daher nach der Regelüber lineare SubstitutionenZ dxx2 + bx +  =

Z dyy2 + d ,

und damit sind wir schon recht nahe am obigen Integral.

Fallsd positiv ist, gibt es eina > 0 mit d = a2 undZ dyy2 + d =

Z dyy2 + a2
=

Z dya2�ya�2
+ 1

.

Hierauf k̈onnen wir die Substututionsregel anwenden mitf (y) =
1=ay2 + 1

; F (y) =
1a arctany und g(y) =

ya ;
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wir erhaltenZ dyy2 + d =

Z dya�ya�2
+ 1

� 1a =
1a arctan

�ya� +C .

Für negatived können wird = �a2 schreiben und uns dann entweder
ähnlich wie oben̈uberlegen, daß die Umkehrfunktion des Tangens hy-
perbolicus tanhx = sinhx

coshx eine Stammfunktion von 1=(x2 � 1) ist, oder
aber wir schreiben

1x2 � a2
=

1
2a � 1x� a � 1x + a�

und haben dannZ dyy2 + d =

Z dyy2 � a2
=

1
2a �Z dyy � a � Z dyy + a�

=
1
2a�log(y � a)� log(y + a)

�
+C =

1
2a log

y � ay + a +C .

Setzen wir zur Abk̈urzung artanhx =
1
2

log

x� 1x + 1
(gesprochenArea-

tangens hyperbolicus), so l̈aßt sich dies auch schreiben als1
2a artanhya .

Somit ist mit� = b2 � 4 = �4�Z dxx2 + bx +  =

8>><>>:
2p�� arctan

�

2x+bp��� +C falls� < 0�2
2x+b +C falls� = 0�2p� artanh

�

2x+bp� � +C falls� > 0 .

(Man kann sich leichẗuberlegen, daß der so definierte Areatangens
hyperbolikus tats̈achlich eine Umkehrfunktion von tanhx = sinhx

coshx ist.)

e) Wie findet man eine Stammfunktion?

Wie das letzte Beispiel zeigt, kann die Suche nach einer Stammfunktion
sehr aufwendig sein; ẅahrend wir die Ableitung einer differenzierbaren
Funktion im allgemeinen ohne großes Nachdenken durch schematisches
Anwenden einfacher Regeln finden können, m̈ussen wir uns bei der
Suche nach einer Stammfunktion immer neue Tricks einfallenlassen,
und manchmal kann es auch passieren, daß keiner unserer Ansätze zum
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Erfolg führt. F̈ur die Funktionen

sinxx ; 1
logx; e�x2

und
1px3 � 1

etwa kann man zeigen, daß es keine aus Grundrechenarten, Wurzeln,
Exponentialfunktionen, Logarithmen, trigonometrischenund Hyperbel-
funktionen sowie deren Umkehrfunktionen zusammengesetzte Funktion
gibt, deren Ableitung eine der genannten Funktionen ist. Trotzdem exi-
stieren diese Stammfunktionen natürlich, und sie sind auch wichtig: Die
Funktion sinxx und ihre Stammfunktion spielen eine wesentliche Rol-
le zum Beispiel bei der Vermeidung sogenannteralias-Effekte sowohl
bei Rastergraphiken als auch bei digitalen Audioaufzeichnungen, die
Stammfunktion vonlogxx ist eng verbunden mit der Verteilung der Prim-
zahlen, die vone�x2

wird ben̈otigt für die wohl wichtigste Verteilung in
der Statistik, die GAUSSsche Normalverteilung, und Intergrale, bei denen
im Nenner die Wurzel aus einem kubischen Polynom ohne mehrfache
Nullstellen steht, treten z.B. auf bei der Berechnung der Bogenl̈ange der
Ellipse und damit auch bei den GAUSS-KRÜGER-Koordinaten, die sowohl
unseren amtlichen topographischen Karten als auch dem Katasterwesen
zugrunde liegen. Via RIEMANN-Summen k̈onnen diese Stammfunktio-
nen auch problemlos numerisch berechnet werden, und mehr können wir
mit der Wurzelfunktion oder den trigonometrischen Funktionen auch
nicht machen. Daher führt man einfach neue Funktionen ein wie

denIntegralsinus Si(x) =

xZ

0

sin�� d�

denIntegrallogarithmus Li(x) =

xZ

0

d�

log�

dieFehlerfunktion Erf(x) =
2p� xZ

0

e��2 d�
sowie eine ganze Reihe sogenannterelliptischer Funktionen.(Der Vor-
faktor bei der Fehlerfunktion sorgt dafür, daß limx!1 Erf(x) = 1 ist;
das ist n̈utzlich für Anwendungen in der Statistik.)
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Wir können also auch bei harmlos aussehenden Funktionen nicht si-
cher sein, daß wir ihre Stammfunktion durch bekannte Funktionen aus-
drücken k̈onnen. Schlimmer noch: Wir können das Problem auch nicht
immer in Teilprobleme zerlegen. So ist etwa für f (x) = logx � sinxf 0(x) =

sinxx + logx � cosx ,

also Z �sinxx + logx � cosx� dx = logx � sinx +C .

Nach der Lineariẗatsregel ist auchZ �sinxx + logx � cosx� dx =

Z

sinxx dx +

Z

logx � cosx dx ,

aber da das erste Integral rechts auf den nicht elementar ausdrückbaren
Integralsinus f̈uhrt, sind beide Integrale auf der rechten Seite nicht durch
elementare Funktionen ausdrückbar.

Früher sagte man daher häufig, die Differentiation sei ein Handwerk,
die Integration aber eine Kunst. In den Sechzigerjahren galt Integration
auch als Paradebeispiel für Anwendungen der K̈unstlichen Intelligenz;
wie bei vielen der damals populären KI-Anwendungen gab es jedoch
auch hier keine nennenswerten Erfolge.

Wer allerdings eines der gängigen Computeralgebrasysteme nach Stamm-
funktionen suchen läßt, bekommt im allgemeinen erstaunlich schnell
eine Antwort, die zwar gelegentlich für den Laien schwer verständlich
ist, in einfachen F̈allen aber meist etwas liefert, von dem man sich leicht
überzeugen kann, daß es eine Stammfunktion ist. Was hier im Hin-
tergrund abl̈auft hat nichts mit K̈unstlicher Intelligenz zu tun, sondern
mit dem was Computeralgebrasystemen ihren Namen gegeben hat, mit
Algebra also. Ausgehend von Sätzen aus dem neunzehnten Jahrhundert
kann man f̈ur große Klassen von Funktionen nicht nur eine eventuell exi-
stierende elementar darstellbare Stammfunktion konstruieren, sondern
gegebenenfalls auch beweisen, daß keine existiert. Die dabei verwen-
deten Algorithmen aus der Differentialalgebra und die für dem Beweis
von deren Korrektheit benötigten S̈atze aus der Funktionentheorie lie-
gen deutlich jenseits des Niveaus einer Vorlesung AnalysisI und haben
insbesondere nichts zu tun mit den vielen Integrationstricks, die man
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in Analysis-Lehrb̈uchern findet. Wegen der Allgegenwart auch freier
Computeralgebrasysteme sei deshalb hier auf die Behandlung weiterer
solcher Tricks verzichtet. Wer wissen möchte, wie ein Computeralge-
brasystem integriert, findet eine Kurzdarstellung zum Beispiel bei

J. H. DAVENPORT, Y. SIRET, E. TOURNIER: Computer algebra: systems
and algorithms for algebraic computations,Academic Press,21993;

für eine ausf̈uhrliche Darstellung mit Beweisen sei verwiesen auf

MANUEL BRONSTEIN: Symbolic Integration I: Transcendental Functi-
ons,Springer,22005

Der deutlich schwierigere Fall von Integranden mit Wurzelausdr̈ucken
wird behandelt in

JAMES HAROLD DAVENPORT: On the integration of algebraic functions,
Lecture notes in computer science102, 1981

f) Uneigentliche Integrale

Seia > 0 undb > a. Dann ist f̈ur eine reelle Zahlr 6= 1bZa dxxr =

�1
(r � 1)xr�1

����ba =
1r � 1

�

1ar�1

� 1br�1

�

.

Fallsr > 1 ist, können wir hiervon den Grenzwert für b gegen unendlich
betrachten und es liegt nahe, diesen als Wert des Integrals von a bis
unendlich zu bezeichnen:1Za dxxr =

def

1r � 1
1ar�1

für r > 1 .

Auch wenn wir nicht bis unendlich integrieren wollen, gibt es Beispiele
von Integralen, denen wir via Grenzwertbetrachtung einen sinnvollen
Wert zuordnen k̈onnen, ohne daß das Integral im Sinne unserer bisheri-
gen Definitionen existieren ẅurde: Beispielsweise ist für a �  < b und
eine relle Zahl 0< r < 1Za dx

(b� x)r =
(b� x)1�rr � 1

����a =
(b� a)1�rr � 1

� (b� )1�rr � 1
,
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und auch hier liegt es nahe, den Grenzwert für  ! b als Wert des
Integrals vonabisb zu bezeichnen. Wir m̈ussen hier allerdings vorsichtig
sein mit dem Grenz̈ubergang, denn die obige Formel gilt natürlich nur
für  < b; für  > b ist das Integral undefiniert.

Wir definieren daher f̈ur eine Funktion, die in einem halboffenen Inter-
vall [a; b) mit b 2 R [ f1g definiert und dort sẗuckweise stetig ist, das
rechtsseitig uneigentliche Integral alsbZa f (x) dx = lim%b Za f (x) dx ,

falls dieser Grenzwert existiert; andernfalls sagen wir, das Integral sei
divergent.

Völlig analog erkl̈aren wir linksseitige uneigentliche Integrale:f sei
definiert und sẗuckweise stetig auf dem halboffenen Intervall (a; b] mita 2 R [ f�1g; dann istbZa f (x) dx = lim&a bZ f (x) dx ,

falls dieser Grenzwert existiert; andernfalls sagen wir, das Integral sei
divergent.

Diese Definitionen sind immer noch nicht allgemein genug: Eine Funk-
tion könnte auch anbeidenEnden eines Intervalls (a; b) undefiniert
sein, wobei wir auch die Sonderfälle a = �1 und/oderb = 1 zulas-
sen wollen, und zus̈atzlich k̈onnte sie auch noch Undefiniertheitsstellen1 < � � � < r im Intervallinnern haben.

In diesem Fall l̈aßt sich das Intervall so in Teilintervalle zerlegen, daßf in jedem Teilintervall ḧochstens aneinemder beiden Intervallenden
uneigentlich ist: Falls es keine Undefiniertheitsstellen im Intervallinnern
gibt, wählen wir willkürlich ein 0 zwischena und b und betrachten
die beiden Intervalle (a; ] und [; b). Im anderen Fall k̈onnen zwei
Zusatzpunkte notwendig sein: ein Punkt0 zwischena und1 sowie ein
Punktr+1 zwischenr undb.
Wir sagen dann, das uneigentliche Integral

bRa f (x) dx konvergiere, wenn
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jedesder uneigentlichen Integrale0Za f (x) dx; 1Z0

f (x) dx; : : : ; bZr+1

f (x) dx
konvergiert; die Summe ihrer Werte bezeichnen wir als den Wert des
Integrals vona bis b.
Als Beispiel betrachten wir das an beiden Grenzen uneigentliche Integral1Z�1 dx

1 +x2
.

Da der Integrand eine gerade Funktion ist, empfiehlt es sich,das Inte-
grationsintervall, das hier aus ganzR besteht, bei Null zu unterteilen,
und wir erhalten1Z�1 dx

1 +x2
=

0Z�1 dx
1 +x2

+

1Z
0

dx
1 +x2

= lim!�1 0Z dx
1 +x2

+ limd!1 dZ

0

dx

1 +x2

= � lim!�1 arctan + limd!1 arctand) =

�

2
+

�

2
= � .

Die Forderung, daßjedesder Teilintegrale einzeln konvergieren soll, ist
gelegentlich zu restriktiv. F̈ur das bei Null uneigentliche Integral

4Z�2

dxx3

könnte man etwa argumentieren, daß der Integrand eine ungerade Funk-
tion ist, so daß aus Symmetriegründen das Integral von�2 bis 2 ver-
schwinden sollte und

4Z�2

dxx3
=

2Z�2

dxx3
+

4Z

2

dxx3
= 0 +

3
32

=
3
32
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ist. Diese Art der Argumentation ist durch das, was wir bislang gelernt
haben, nicht gedeckt, und es gibt auch gute Gründe, sie zu verbieten:
Schließlich geht die Stammfunktion� 1

2x�2 für x ! 0 gegen minus
unendlich, und wenn eine Größe mit Relevanz in der realen Welt unend-
lich groß wird, hat dies im Allgemeinen zu gravierende Konsequenzen,
als daß man einfach durch diesen Punkt hindurch weitergehenkönnte.

Andererseits beschreiben aber in Anwendungen der Mathematik vie-
le Funktionen nur n̈aherungsweise die Größe, die sie darstellen sollen:
Mathematische Modelle sind praktisch immervereinfachendeModelle
der Wirklichkeit. So gilt beispielsweite das OHMsche Gesetz sicherlich
nicht mehr, wenn man einen 5
-Widerstand aus einer auf 5V Spannung
ausgelegten Schaltung im Hochspannungslabor mit 100kV belastet, und
es gilt auch nicht mehr ohne Korrekturterme, wenn man einen Wechsel-
spannung mit 500MHz anlegt.

Entsprechend gibt es durchaus Situationen, in denen das mathemati-
sche Modell einen unendlich großen Wert vorhersagt, wohingegen in
der Realiẗat limitierende Faktoren, die für Werte im

”
üblichen“ Gr̈oßen-

bereich noch keine nennenswerte Rolle spielen, für eine Begrenzung
sorgen. Falls man in einer solchen Situation sicher sein kann, daß auch
in der realen Situation noch die Symmetrie zum Nullpunkt erhalten
bleibt, kann man so wie oben argumentieren; falls allerdings die Sym-
metrienichterhalten bleibt, k̈onnen durch die Begrenzung der Funktion
beliebig große Abweichungen erzeugt werden,über die man mit dem
vereinfachten mathematischen Modell nichts aussagen kann.

Da somit alles von der Anwendung abhängt, kann die Mathematik hier
nicht mehr bieten als eineDefinition: Falls für die Funktionf , die auf
[a; ) [ (; b] definiert ist, der Grenzwert

limh!0

�hZa f (x) dx +

bZ�h f (x) dx

existiert, bezeichnen wir ihn als CAUCHYschen Hauptwert von

R ba f (x) dx.
Entsprechend reden wir auch in komplizierteren Situationen mit meh-
reren Unstetigkeitsstellen vom CAUCHYschen Hauptwert, falls sich eine
Aufteilung in Teilintervalle finden l̈aßt, so daß f̈ur jedes Teilintervall der
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CAUCHYsche Hauptwert existiert. Im obigen Beispiel wäre also 3

32 der
CAUCHYsche Hauptwert des Integrals, wohingegen das Integral selbst
nicht existiert.

Die Frage, wann der CAUCHYsche Hauptwert f̈ur ein divergentes In-
tegral verwendet werden sollte, ist keine mathematische Frage: Unter
rein mathematischen Gesichtspunkten gibt esnie eine Rechtfertigung
für die Verwendung des CAUCHYschen Hauptwerts. Der CAUCHYsche
Hauptwert ist nur dann sinnvoll anwendbar, wenn man davon ausgeht,
daß ein mathematisches Modell eine Situation nur für nicht zu große
Funktionswerte (ungefähr) korrekt beschreibt, und wenn man gleichzei-
tig sicher ist, daß die Unendlichkeitsstelle des mathematischen Modells
für die Anwendung unproblematisch ist und gleichzeitig die Symmetrie,
die der Berechnung des CAUCHYschen Hauptwerts zugrundeliegt, auch
in der realen Anwendung gilt.

Der CAUCHYsche Hauptwert darf auchnieals eine Rechtfertigung dafür
verstanden werden, daß man unbesonnenbZa f (x) dx = F (b)� F (a)

setzt, wobeiF eine zwar in den Punktena und b, nicht aber auch f̈ur
jeden Zwischenwerta � x � b definierte Stammfunktion vonf ist: So
etwas kann zu Ergebnissen wie

2Z�2

dxx2
= �1x ����2�2

=

�1
2

� �1�2
= �1

führen, und naẗurlich ist keine Anwendung denkbar, in der eine negative
Zahl in sinnvoller Weise als Integralüber eineüberall positive Funk-
tion angesehen werden kann. In der Tat existiert im obigen Beispiel
weder das Integral noch dessen CAUCHYscher Hauptwert, da sich die
Unendlichkeiten links und rechts der Null hier nicht wegheben, sondern
versẗarken.

Zu einer etwas systematischeren Untersuchung uneigentlicher Integra-
le empfiehlt es sich, zunächst die Potenzen zu betrachten. Für positi-
ve Exponentenr ist xr überall definiert, so daß Integralëuber einen
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endlichenBereich unproblematisch sind; für Integraleüber einenun-
endlichenBereich rechnet man leicht nach, daß sie immer divergieren.
Für r = 0 ändert sich nichts an dieser Situation; interessant ist also nur
der Fallr < 0, wo sowohl der Wertx = 0 als auch unendliche obere
und/oder untere Grenzen zu Problemen führen k̈onnen. F̈ur negativesr

ist xr = 1=x�r, wir interessieren uns also fürbZa dxxr =
1

(1� r)xr�1

����ba für r > 0; r 6= 1 .

Für a > 0 und b ! 1 existiert ein Grenzwert genau dann, wennr � 1 > 0, alsor > 1 ist; alsdann ist1Za dxxr = limb!1 bZa dxxr =
1

(r � 1)ar�1
.

Für b > 0 und a ! 1 existiert ein Grenzwert genau dann, wennr � 1 < 0, alsor < 1 ist; alsdann istbZ

0

dxxr = lima!0

bZa dxxr =
1

1� r b1�r .

Zusammen mit der Monotonieeigenschaft des RIEMANN-Integrals ausx3a) ergeben sich hieraus zwei allgemeine Kriterien für die Konvergenz
uneigentlicher Integrale:

Satz: Die Funktionf sei stetig f̈urx � a undg sei stetig f̈ur 0< x � b.
Dann gilt:
1.) Falls es eine reelle ZahlK und eine reelle Zahlr > 1 gibt, so daßjf (x)j � Kxr ist, konvergiert

R1a f (x) dx.
2.) Falls es eine reelle ZahlK und eine reelle Zahl 0< r < 1 gibt, so
daßjg(x)j � Kxr ist, konvergiert

R b

0 g(x) dx.

Beweis: 1.)Nach der Monotonieregel ist für jedesb � abZa jf (x)j dx � K bZa dxxr ,
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und letzteres Integral konvergiert, wie wir gerade nachgerechnet haben,
unter den angenommenen Voraussetzungen. Das linksstehende Integral
ist somit beschr̈ankt durch eine vonb unabḧangige Konstante; da es we-
gen der Nichtnegativität des Betrags zusätzlich eine monoton wachsende
Funktion vonb ist, existiert daher der Grenzwert nach dem bekannten,
schon f̈ur die Existenz des RIEMANN-Integrals verwendeten Satz, wo-
nach jede monotone und beschränkte Folge reeller Zahlen konvergent
ist.

Genau dasselbe gilt für die ebenfalls nichtnegative Funktionf (x)+jf (x)j,
die durch2Kxr beschr̈ankt ist; also existieren die uneigentlichen Integrale1Za �f (x) + jf (x)j� dx und

1Za jf (x)j dx ,

und damit auch das gesuchte Integral als ihre Differenz.

2.) geht v̈ollig analog.

Als Beispiel betrachten wir das Integral�(x) =
def

1Z
0

e�ttx�1 dt für x > 0 .

Es ist naẗurlich immer uneigentlich an der oberen Grenze, für x < 1
zus̈atzlich auch noch an der unteren.

Diese untere Grenze ist völlig harmlos, denn f̈ur 0< x < 1 iste�ttx�1 =

e�tt1�x � 1t1�x mit 0 < 1� x < 1 ,

so daß obiger Satz sofort die Konvergenz zeigt.

Auch die obere Grenze ist unproblematisch, denn die dazu notwendige
Abscḧatzung e�ttx�1 � Ktr () et � tr+x�1K

folgt, da die Exponentialfunktion stärker ẅachst als jede Potenz.

Die somit f̈ur allex > 0 definierte Funktionx 7! �(x) heißt EULERsche
Gamma-Funktion.Ihre wichtigste Eigenschaft der folgt durch partielle
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Integration:�(x) =

1Z

0

e�ttx�1 dt = e�t txx ����10 +
1x 1Z

0

e�ttx dt =

�(x + 1)x

oder �(x + 1) = x�(x) für alle reellenx � 0. Mit dem elementar
berechenbaren Wert�(1) =

1Z

0

e�t dt = �e�t ����1

0

= 1

führt dies auf die Formel�(n) = (n� 1)! für allen 2 N ;

die�-Funktion ist also eine Art stetig gemachter Fakultätsfunktion.

0

5

10

15

20

1 2 3 4 5x

Die �-Funktion

GAUSS definierte auf andere Weise eine stetige FunktionΠ(x), für die
Π(n) = n! ist, aber wie sich bald herausstellte, istΠ(x) = �(x+1), so daß
nur eine der beiden Funktionen wirklich gebraucht wird. Nach einigen
Modewechseln im letzten Jahrhundert entscheidet man sich heute meist
für�(x): Diese Funktionswerte sind in Tafelwerken tabelliert, und nume-
rische Verfahren f̈ur ihre Berechnung stehen in den einschlägigen Unter-
programmbibliotheken und Computeralgebrasystemen zur Verfügung.

g) Summen, Reihen und Integrale

Das Integralzeichen entstand als ein stilisiertes
”
S“ wie Summe und wir

haben bestimmte Integrale auch definiertüber RIEMANNsche Summen.
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Von daher sollte es nicht verwundern, daß umgekehrt auch Integrale
Aussagen Summen und Reihen ermöglichen. Einer der einfachsten Zu-
sammenḧange ist das folgende

Lemma: Die Funktionf sei stetig, monoton fallend und nichtnegativ
für allex � m, m 2 Z. Dann ist f̈ur jedesn � mn+1Zm f (x) dx � nXk=m f (k) � f (m) +

n+1Zm f (x) dx .

Beweis:Wegen der Monotonie vonf ist für jede ganze Zahlk � m und
jede reelle Zahlx mit k � x � k + 1f (k + 1)� f (x) � f (k) .

Da das Integral̈uber eine konstante Funktionüber ein Intervall der L̈ange
eins einfach diese Konstante ist, folgt daher aus der Monotonieregel die
Ungleichungskettef (k + 1) =

k+1Zk f (k + 1)dx � k+1Zk f (x) dx � k+1Zk f (k) dx = f (k) .

Summieren wir dies̈uber allek vomm bis zu einer oberen Schranken,
erhalten wirnXk=m f (k + 1) =

n+1Xk=m f (k)� f (m) � n+1Zm f (x) dx � nXk=m f (k) .

Somit ist n+1Zm f (x) dx � nXk=m f (k) � f (m) +

n+1Zm f (x) dx .

Lassen wir hiern gegen unendlich gehen, erhalten wir den

Satz: Die Funktionf sei stetig und monoton fallend für allex � m,m 2 Z. Dann gilt: Die Reihe

1Xk=m f (k) konvergiert genau dann, wenn
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das uneigentliche Integral

1Zm f (x) dx existiert. In diesem Fall ist1Zm f (x) dx � 1Xk=m f (k) � f (m) +

1Zm f (x) dx .

Beweis:Wegen der Nichtnegativität vonf sindSn =

nXk=m f (k) und In =

nZm f (x) dx

monoton wachsend mitn. Falls das uneigentliche Intergral konvergiert,
ist sein WertI daher eine obere Schranke für alle In und damit istI + f (m) nach dem gerade bewiesenen Lemma eine obere Schranke
für alleSn. Somit ist die Folge (Sn)n�m monoton wachsend und be-
schr̈ankt, also nach Kapitel 2,x3, konvergent. Konvergiert umgekehrt
diese Folge gegen einen GrenzwertS, so ist dieser eine obere Schranke
für alleSn, also nach dem Lemma auch für alleIn, und damit konver-
giert das Integral. Die behauptete Ungleichungskette folgt somit aus den
Rechenregeln für Grenzwerte in Kapitel 2,x2.

Als erste Anwendung k̈onnen wir noch einmal die harmonische Reihe
betrachten: Nach dem Lemma ist

log(n + 1)� Hn =

nXk=1

1k � 1 + log(n + 1) ,

die Folge derHn geht also mit logn gegen unendlich, was auch einen
neuen Beweis f̈ur die Divergenz der harmonischen Reihe liefert.

Betrachten wir dagegen für einr > 1 die Summe

1Xk=1

1kr , so konvergiert
diese, denn das uneigentliche Integral1Z

1

dxxr =
1

(1� r)xr�1

����1

1

=
1r � 1
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existiert. F̈ur r = 2 etwa erhalten wir die Abschätzung

1� 1Xk=1

1k2

� 2 ,

die wir in Kapitel 2 auch ohne Intergration gefunden haben. Um etwas
Besseres zu bekommen, können wir die ersten Summanden stehen lassen
und erst den Rest abschätzen: Beispielsweise ist

4Xk=1

1k2
=

205
144

= 1;42361 und

1Z
5

dxx2

� 1Xk=5

1k2

� 1
5

+

1Z
5

dxx2
;

da das Integral der Wert 1=5 hat, liegt die Gesamtsumme somit zwischen
1,62361 und 1,82361.

h) Die Eulersche Summenformel

Wir betrachten irgendeine reellwertige differenzierbareFunktionf , de-
ren Definitionsbereich das Intervall [1; n] entḧalt.

Für eine reelle Zahlx bezeichnen wir wiëublich mit [x] die größte ganze
Zahl kleiner oder gleichx und mit fxg =

def

x � [x] den gebrochenen

Anteil vonx. Für eine ganze Zahlk ist somitfxg = x� k für allex aus
dem Intervall [k; k + 1).

Partielle Integration f̈uhrt auf die Gleichungk+1Zk �fxg � 1
2

�f 0(x) dx =

�x� k � 1
2)f (x)

����k+1k � k+1Zk f (x) dx

=

f (k + 1) +f (k)
2

� k+1Zk f (x) dx .

Addition aller solcher Gleichungen vonk = 1 bisk = n� 1 liefertnZ

1

�fxg � 1
2

�f 0(x) dx =

f (1)
2

+

n�1Xk=2

f (k) +

f (n)
2

� nZ

1

f (x) dx ,

womit man die Summe derf (k) berechnen kann:
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Satz (EULERsche Summenformel, einfachster Fall): Für eine differen-
zierbare Funktionf :D ! R , deren Definitionsbereich das Intervall
[1; n] umfaßt, istnXk=1

f (k) =

nZ

1

f (x) dx +

f (1) +f (n)
2

+

nZ

1

�fxg � 1
2

�f 0(x) dx .

Als Beispiel wollen wir eine N̈aherungsformel f̈ur n! herleiten: Wir
schreiben logn! =

Pnk=1 logk und haben dann nach der EULERschen
Summenformel

logn! =

nZ

1

logx dx +
logn

2
+

nZ

1

fxg � 1
2x dx

= x(logx� 1)

����n

1

+
logn

2
+

nZ

1

fxg � 1
2x dx

= n(logn� 1) + 1 +
logn

2
+

nZ

1

fxg � 1
2x dx .

In dieser Formel stört noch das rechte Integral; dieses können wir wie
folgt abscḧatzen: F̈ur eine naẗurliche Zahlk istk+1Zk fxg � 1

2x dx =

1
2Z

� 1
2

xk + 1
2 + x dx

=

1
2Z

0

 xk + 1
2 + x � xk + 1

2 � x! dx =

1
2Z

0

�2x2�k + 1
2

�2 � x2

dx .

Im Intervall von 0 bis1
2 ist der Integrand monoton fallend, d.h.

0� �2x2�k + 1
2

�2 � x2

� � 1
2�k + 1

2

�2 � 1
4

=

�2
(2k + 1)2 � 1

� � 1
4k2

,
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und damit ist

0� k+1Zk fxg � 1
2x dx =

1
2Z

0

�2x2�k + 1
2

�2 � x2

dx � � 1
8k2

,

denn wir k̈onnen das Integral abschätzen durch das Produkt aus der
Länge des Integrationsintervalls und dem Minimum des Integranden.
Summation vonk = 1 bisn� 1 schließlich gibt die Abscḧatzung

0� nZ
1

fxg � 1
2x dx � � n�1Xk=1

1
4k2

für das sẗorende Integral aus der obigen Formel.

Von der rechtsstehenden Summe wissen wir aus Kapitel 2,x6, daß sie
(egal ob mit oder ohne acht im Nenner) für n ! 1 konvergiert und
können daher folgern, daß gilt

logn! = n(logn� 1) +
logn

2
+Rn

mit einem FehlertermRn, der f̈ur n!1 beschr̈ankt bleibt. Somit istn! � C � nne�npn

mit einer gewissen KonstantenC, deren Wert

p

2� nur auf dem Um-
wegüber ein zweidimensionales Intergral und damit nicht mit unseren
Mitteln berechnet werden kann. Dieser Näherungsausdruck heißt STIR-
LINGsche Formeln; genau wie die Summenformel kann er noch beliebig
verbessert werden.
Der schottische Mathematiker JAMES STIRLING (1692–1770) war Anḧanger des gestürzten
Königs Jakob II Stuart und hatte deshalb große politische Probleme bei seinem Studium;
unter anderem wurde er deshalb von der Universität Oxford ausgeschlossen. 1717–1722
lebte er in Venedig und hatte auch gute Kontakte zu NICOLAUS BERNOULLI an der Univer-
sität von Padua; außerdem brachte er aus Venedig die Produktionsgeheimnisse der dortigen
Glasbl̈aser mit. Ab 1724 arbeitete er zehn Jahre lang als Mathematiklehrer in London, wo
er viel mit NEWTONzusammentraf; 1735 wurde er Direktor einer schottischen Bergbauge-
sellschaft. In seine Londoner Zeit fällt die Ver̈offentlichung seines bedeutendsten Werks
Methodus Differentialis sive Tractatus de Summatione er Interpolatione Serierum Infini-
tarum im Jahre 1730, das die obige Formel als Beispiel zwei zu Proposition 28 entḧalt.
Ebenfalls ziemlich bekannt wurde seine 1735 veröffentlichte Arbeitüber die Gestalt der
Erde.
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§3: Zusammenfassung
Im letzten Kapitel dieses Semesters befaßten wir uns mit derIntegration
von Funktionen einer Veränderlichen. Die Integration ist die Umkehrung
der Differentiation; istF (x) eine differenzierbare Funktion mit Ablei-
tungf (x), so bezeichnen wirF (x) als eineStammfunktionvonf (x) und
schreiben Z f (x) dx = F (x) +C .

Stammfunktionen sind steht nur bis auf eine additive KonstanteC 2 R

bestimmt.

Integrale k̈onnen auch eingeführt werden via Fl̈achenberechnung; wir
bezeichnen die Fläche unterhalb des Graphen der Funktionf (x) zwi-
schen den Wertenx = a undx = b als dasbestimmteIntegralbZa f (x) dx .

Flächenteile, die unterhalb derx-Achse liegen, werden dabei als negativ
betrachtet. IstF (x) eine Stammfunktion vonf (x), so istbZa f (x) dx = F (b)� F (a) .

Das bestimmte Integral existiert zumindest dann, wenn die Funktionf

im Intervall [a; b] stückweise stetig ist.

Zur Berechnung von Stammfunktionen können wir die Differentiati-
onsregeln umkehren: Aus der Linearität der Ableitung folgt die der
Integration:Z �f (x) + dg(x)

� dx =  Z f (x) dx + d Z g(x) dx .

Die LEIBNIZ-Regel (uv)0 = u0v + uv0 führt auf die Regel zurpartiellen
Integration:Z u0(x)v(x) dx = u(x)v(x) � Z u(x)v0(x) dx ;
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die Kettenregel f̈uhrt zur SubstitutionsregelZ f�g(x)

� � g0(x) dx = F �g(x)

�

+C ,

wobeiF eine Stammfunktion vonf bezeichnet. Ein wichtiger Spezial-
fall ergibt sich f̈ur f (x) = 1=x und damitF (x) = log jxj:Z g0(x)g(x)

dx = log jg(x)j +C .

Als Grenzwerte endlicher Integrale lassen sich in manchen Fällen auch
bestimmte Integrale mit unterer Grenze�1 und/oder oberer Grenze1

definieren; auch bei Definitionslücken der zu integrierenden Funktion
läßt sich gelegentlich (aber bei weitem nicht immer!) durch Grenzwert-
betrachtungen ein Integral definieren.

Der Zusammenhang zwischen bestimmten Integralen und Summen
läßt sich ausnutzen, um endliche wie auch unendliche Summen ab-
zuscḧatzen; insbesondere ergibt sich daraus ein Konvergenzkriterium
für unendliche Reihen.


