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rechts nach links liest, uniif eine bekannte Funktiohdie unbekannte
StammfunktionF’ zu berechnen. Als Substitutiop wahlt man hier
eine,geeignete" bijektive Funktion, die zu einer Vereinfachuawg der

linken Seite f@ihrt.

1) Der Spezialfall logarithmischer Ableitungen: Fur f(z) = 1/z und
damit F(z) = log|z| fuhrt die Substitutionsregel
[ 1)@ da=Flge)+C mit F)= 1@
zur Integrationsregel
g'(z)
9(z)
Als erste Anwendung betrachten wir

dz =log|g(z)| + C'.

sin !
tanz = —o =9 ()
cosz g(x)

mit g(x) = cosz. Nach der gerade bewiesenen Regel ist daher

/tanm dx = —log|cos@)| + C,

eine Funktion, die genau wie der Tangens selbst an den Blidistder
Kosinusfunktion nicht definiert ist.

T
/71+$2 dx

lassen sich nach dieser Regel ausrechnen: Da die Ableiesiyehners
2z ist, folgt

Auch Integrale wie

/—lf$2 dz = Llog|L+2?|+C = Llog(L +2%) + C .

2) Substitutionen mit linearen Funktionen: Eine der elementarsten
Anwendungen der Substitutionsregel, auf die riaticherweise auch
ohne diese Regel kommt, ist die Substitution mit linearenkiianen
g(z) = az + b; hier besagt die Substitutionsregel, dal3

/f(a:v+b)-adw=F(ax+b) mit F'(z) = f(z)
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ist, oder besser

/ flaz+b)yde = D) i Py = ).
a
Somit ist beispielsweise
/Sin(wt+go)dt: M+C.
w

Als etwas umfangreicheres Beispiel wollen wir

/ dx
22+bx +c

berechnen. Da wir bislang (auBer im Hak: ¢ = 0) noch keine Funk-
tionen kennen, die Ableitungen dieser Form habénriten, niissen
wir unsere bekannten Funktionen durchforsten und schatedche auf
einen Ausdruck dieser Artihren lonnten.

Wenn man die Ableitungen der wichtigsten elementaren Foméh
kennt, wei3 man, dal3 hier die Umkehrfunktion des Tangensage~
kommt: Der Tangens ist definiert als Quotient von Sinus unditigs
und damit an den Nullstellen des Kosinus nicht definiert; mirssen
also allez € R ausschlieBen, die sich in der Fornk 1) /2 schreiben
lassen mitc € Z. Nach der Quotientenregel ist

tadI: M = 1+tar?g;'

cofx

der Tangens ist also in allen Intervallen, in denen er defiise mono-
ton wachsend. Spezielbknen wir das offenen Intervalr/2, /2)
betrachten. Da Sinus und Kosinus in ('2) positiv sind, véchst die
Funktion bei linksseitiger Aritherung arr /2 unbeschiinkt; bei rechts-
seitiger Anraherung an-7/2 nimmt sie immer (betrags)dRer wer-
dende negative Werte an, denn ian(/2, 0) ist der Sinus negativ, der
Kosinus aber positiv. Somit bildet der Tangens das Intefvat /2, 7/2)
monoton steigend ab aRfund wir haben eine differenzierbare Umkehr-
funktion

arctanR — (-7 /2, 7/2),

deren Ableitung im Punky = tanz wir nach der Regel zur Ableitung
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der Umkehrfunktion berechnerdknen:
_ 1 1
tanfz l+tafz 1+¢2°

arctaiy =

o dy _
Somit |st/ 1 arctary + C'.

Y2
154
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TangenaundArkustangens

Durch quadratische Eémzung nnen wir versuchen, den Nenner un-
seres Integranden dieser Form arehern:

b b?
?+br+c= <m+§>+c—z;
setzen wir
b2

y=:c+g und d:c—z
ist daher nach der Regéber lineare Substitutionen
dx _ dy
/ w2+br+c / y2+d’
und damit sind wir schon recht nahe am obigen Integral.

Fallsd positiv ist, gibt es eim > 0 mitd = a“ und

/ dy _ / dy _ / &
Hierauf kbnnen wir die Substututionsregel anwenden mit

_ 1/
f(y)_y2+17

F(y) = Earctary und g(y) = Y ;
a a
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wir erhalten

dy 4 1.1 y
/y2+d—/(y)2+1-a—aarctan<a>+c.

Fur negatived kdnnen wird = —a? schreiben und uns dann entweder
ahnlich wie oberuiberlegen, dal3 die Umkehrfunktion des Tangens hy-
perbolicus tanky = SNz eine Stammfunktion von/xac2 — 1) ist, oder

. . coshz
aber wir schreiben

1 _1(1 1
2—a? 2a\rz—a zx+a

und haben dann
/dy_ dy _i/dy_/dy
y2+d Y2 —a? 2a y—a y+a

1 1
:Z—G(Iog(y—a)—log(yﬂz))+(J:2—alog

1% c.
yta
. , 1 rz—1
Setzen wir zur Ablrzung artank = > log — 1 (gesprocherArea-
T
tangens hyperbolic)sso &ft sich dies auch schreiben é&sartanhg.
Somit ist mitA = 6% — 4c = —4A
2 arctan( 2ot ) +C fallsA <0

dz \/? V-4
/m: 224 falls A =0
—2 2z+b
ﬁartanh(\/%>+0 fallsA > 0.

(Man kann sich leichtiberlegen, daf} der so definierte Areatangens

hyperbolikus tatschlich eine Umkehrfunktion von tanh= S22 jst.)

e) Wie findet man eine Stammfunktion?

Wie das letzte Beispiel zeigt, kann die Suche nach einerr@fanktion
sehr aufwendig sein; @hrend wir die Ableitung einer differenzierbaren
Funktion im allgemeinen ohne groRes Nachdenken durch saiiserhes
Anwenden einfacher Regeln findernen, niissen wir uns bei der
Suche nach einer Stammfunktion immer neue Tricks einfdliegen,
und manchmal kann es auch passieren, daf3 keiner unsefgzAzsim
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Erfolg fuhrt. Fir die Funktionen

sinz 1 2 1
—_— , e und ———
T logz z3—1

etwa kann man zeigen, daf3 es keine aus Grundrechenarterel/ur
Exponentialfunktionen, Logarithmen, trigonometriscliad Hyperbel-
funktionen sowie deren Umkehrfunktionen zusammengesEtaiktion
gibt, deren Ableitung eine der genannten Funktionen isttZliem exi-
stieren diese Stammfunktionen édich, und sie sind auch wichtig: Die
Funktion % und ihre Stammfunktion spielen eine wesentliche Rol-
le zum Beispiel bei der Vermeidung sogenanrias-Effekte sowohl
bei Rastergraphiken als auch bei digitalen Audioaufzaioiyen, die
Stammfunktion voﬁ‘% ist eng verbunden mit der Verteilung der Prim-

zahlen, die vor—* wird berbtigt fur die wohl wichtigste Verteilung in
der Statistik, die Gusssche Normalverteilung, und Intergrale, bei denen
im Nenner die Wurzel aus einem kubischen Polynom ohne matefa
Nullstellen steht, treten z.B. auf bei der Berechnung deyeBénge der
Ellipse und damit auch bei dem@ss-KRUGER-Koordinaten, die sowohl
unseren amtlichen topographischen Karten als auch denstéatsgesen
zugrunde liegen. Via RMANN-Summen Bnnen diese Stammfunktio-
nen auch problemlos numerisch berechnet werden, und rbahek wir
mit der Wurzelfunktion oder den trigonometrischen Funkéio auch
nicht machen. Daheiihrt man einfach neue Funktionen ein wie

denlintegralsinus Si(:c):/%dg
0
: . d¢
denlntegrallogarithmus Ll(x):/@
0
die Fehlerfunktion Erf(z) = —= / e~ dg
ﬁo

sowie eine ganze Reihe sogenanetiéptischer Funktionen(Der Vor-
faktor bei der Fehlerfunktion sorgt daf daR lim,_,  Erf(z) = 1 ist;
das ist ftzlich fur Anwendungen in der Statistik.)
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Wir kdnnen also auch bei harmlos aussehenden Funktionen nicht si
cher sein, dal wir ihre Stammfunktion durch bekannte Faonkm aus-
driicken lbnnen. Schlimmer noch: Wirdanen das Problem auch nicht
immer in Teilprobleme zerlegen. So ist etvia f(x) = logz - sinz

sin

f(x) = L logx - cosz,
xr
also sinz
/ (— +logz - COSac) dr =logz -sinz+C.
xXr

Nach der Lineardtsregel ist auch

sin sin
/<_' x+|09x-COSac> dx:/udx+/|09x'003$d$’
X

X

aber da das erste Integral rechts auf den nicht elementdrialdbaren
Integralsinusifihrt, sind beide Integrale auf der rechten Seite nicht durch
elementare Funktionen ausidkbar.

Friher sagte man daheaifig, die Differentiation sei ein Handwerk,
die Integration aber eine Kunst. In den Sechzigerjahrengfigration
auch als ParadebeispigirfAnwendungen der #nstlichen Intelligenz;
wie bei vielen der damals pogaren Kl-Anwendungen gab es jedoch
auch hier keine nennenswerten Erfolge.

Wer allerdings eines deéggigen Computeralgebrasysteme nach Stamm-
funktionen suchendl3t, bekommt im allgemeinen erstaunlich schnell
eine Antwort, die zwar gelegentliclif den Laien schwer veitdlich

ist, in einfachen Bllen aber meist etwas liefert, von dem man sich leicht
Uberzeugen kann, dalR es eine Stammfunktion ist. Was hieriimn H
tergrund alduft hat nichts mit Kinstlicher Intelligenz zu tun, sondern
mit dem was Computeralgebrasystemen ihren Namen gegehaniha
Algebra also. Ausgehend vora&en aus dem neunzehnten Jahrhundert
kann manfir grof3e Klassen von Funktionen nicht nur eine eventuell exi
stierende elementar darstellbare Stammfunktion korestnj sondern
gegebenenfalls auch beweisen, daf3 keine existiert. Diei dabwen-
deten Algorithmen aus der Differentialalgebra und diedem Beweis
von deren Korrektheit bétigten Sitze aus der Funktionentheorie lie-
gen deutlich jenseits des Niveaus einer Vorlesung Analysisl haben
insbesondere nichts zu tun mit den vielen Integratioristridie man
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in Analysis-Lehrliichern findet. Wegen der Allgegenwart auch freier
Computeralgebrasysteme sei deshalb hier auf die Behapdlaiterer
solcher Tricks verzichtet. Wer wissendchte, wie ein Computeralge-
brasystem integriert, findet eine Kurzdarstellung zum @eldei

J. H. DAVENPORYT, Y. SRET, E. TOURNIER Computer algebra: systems
and algorithms for algebraic computatioAs;ademic Pres£1993;

fur eine audihrliche Darstellung mit Beweisen sei verwiesen auf

MANUEL BRONSTEIN Symbolic Integration I: Transcendental Functi-
ons,Springer,22005

Der deutlich schwierigere Fall von Integranden mit Wurastiiicken
wird behandelt in

JaMES HAROLD DAVENPORT. On the integration of algebraic functions,
Lecture notes in computer scient@2 1981

f) Uneigentliche Integrale

Seia > 0undb > a. Dann ist fir eine reelle Zaht # 1

b b
dr -1 1 1 1
/ ar (=11, r-1 <ar—1 br—1> '
Fallsr > 1ist, kbnnen wir hiervon den Grenzweiirfb gegen unendlich
betrachten und es liegt nahe, diesen als Wert des Integralg bis
unendlich zu bezeichnen:

fdz _ 1 1
z" def r — 1qr1

fur r>1.

a

Auch wenn wir nicht bis unendlich integrieren wollen, giktReispiele

von Integralen, denen wir via Grenzwertbetrachtung einenvslien
Wert zuordnen &nnen, ohne dafd das Integral im Sinne unserer bisheri-
gen Definitionen existiereniivde: Beispielsweise isiif a < ¢ < bund
einerelle Zahl< r < 1

Cde G- bt (b b
/(b—w)r' N

r—1 |, r—1 r—1 '
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und auch hier liegt es nahe, den Grenzwértd — b als Wert des
Integrals voru bisb zu bezeichnen. Wir iissen hier allerdings vorsichtig
sein mit dem Greritbergang, denn die obige Formel gilt ixdich nur
furc < b; fur ¢ > bist das Integral undefiniert.

Wir definieren daherifr eine Funktion, die in einem halboffenen Inter-
vall [a,b) mitb € R U {oo} definiert und dort stckweise stetig ist, das
rechtsseitig uneigentliche Integral als

/bf(ﬂﬁ)dﬂc=c|i;nb/cf(x)dx,

falls dieser Grenzwert existiert; andernfalls sagen was thtegral sei
divergent.

Vollig analog erkéren wir linksseitige uneigentliche Integralg:sei
definiert und dickweise stetig auf dem halboffenen Intervall §] mit
a € RU{—oo}; dann ist

b b
/ f@)de = lim / (@) dz,

falls dieser Grenzwert existiert; andernfalls sagen vas thtegral sei
divergent.

Diese Definitionen sind immer noch nicht allgemein genugeBunk-
tion kdonnte auch arbeidenEnden eines Intervallsa(b) undefiniert
sein, wobei wir auch die Sondéffe a = —oco und/oderb = co zulas-
sen wollen, und zugzlich kbnnte sie auch noch Undefiniertheitsstellen
¢, < --- < ¢, im Intervallinnern haben.

In diesem Fall &3t sich das Intervall so in Teilintervalle zerlegen, daR3
f in jedem Teilintervall lbchstens arinemder beiden Intervallenden
uneigentlich ist: Falls es keine Undefiniertheitsstelfarritervallinnern
gibt, wahlen wir willkirlich ein ¢, zwischena und b und betrachten
die beiden Intervalled, c] und [c,b). Im anderen Fall &nnen zwei
Zusatzpunkte notwendig sein: ein Pupjizwischem: unde,; sowie ein
Punkte,.,, zwischerc, undb.

b
Wir sagen dann, das uneigentliche Integfgl(z) dz konvergiere, wenn
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jedesder uneigentlichen Integrale

/Cof(;c)d;c, /le(x)dx, /bf(m)dm

Cpr+1
konvergiert; die Summe ihrer Werte bezeichnen wir als dent \dées
Integrals voru bis b.

Als Beispiel betrachten wir das an beiden Grenzen uneigbetintegral
dx
1+z2°
Da der Integrand eine gerade Funktion ist, empfiehlt es digh Inte-

grationsintervall, das hier aus gaRzbesteht, bei Null zu unterteilen,
und wir erhalten

oo 0 oo
dr dz + dz
1+22 1+z2 1+22
—o0 —o0 0

0 d
lim 9\ lim du
c——00 1+22 dooco 1+22
0

c

= — lim arctarc+ lim arctamd) = T+Ilog,
c——0o0 d— oo 2 2
Die Forderung, dajedesder Teilintegrale einzeln konvergieren soll, ist
gelegentlich zu restriktiv. i das bei Null uneigentliche Integral
4
[
23

-2
kdnnte man etwa argumentieren, dal® der Integrand eine utegeuak-
tion ist, so dalR aus Symmetriégden das Integral vor2 bis 2 ver-

schwinden sollte und
4 2 4

oo [ fugaa
3 x3 3 32 32

-2 -2 2
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ist. Diese Art der Argumentation ist durch das, was wir lriglgelernt
haben, nicht gedeckt, und es gibt auch gutér@e, sie zu verbieten:
SchlieBlich geht die Stammfunkticm%az:‘2 fur x — 0 gegen minus
unendlich, und wenn eine G8e mit Relevanz in der realen Welt unend-
lich grof3 wird, hat dies im Allgemeinen zu gravierende Kansnzen,
als dal3 man einfach durch diesen Punkt hindurch weitergeaiamnte.

Andererseits beschreiben aber in Anwendungen der Matliewiat

le Funktionen nur @herungsweise die GRe, die sie darstellen sollen:
Mathematische Modelle sind praktisch imnvereinfachend&lodelle
der Wirklichkeit. So gilt beispielsweite dasH®sche Gesetz sicherlich
nicht mehr, wenn man einerf5Widerstand aus einer auf 5V Spannung
ausgelegten Schaltung im Hochspannungslabor mit 100 kastet| und
es gilt auch nicht mehr ohne Korrekturterme, wenn man einechagl-
spannung mit 500 MHz anlegt.

Entsprechend gibt es durchaus Situationen, in denen ddemati-
sche Modell einen unendlich groRen Wert vorhersagt, wagag in
der Realiét limitierende Faktoren, diéif Werte im, iblichen* Gib3en-
bereich noch keine nennenswerte Rolle spielén,eine Begrenzung
sorgen. Falls man in einer solchen Situation sicher sein kdai? auch
in der realen Situation noch die Symmetrie zum Nullpunktatem
bleibt, kann man so wie oben argumentieren; falls allerslidie Sym-
metrienichterhalten bleibt, &knnen durch die Begrenzung der Funktion
beliebig groRe Abweichungen erzeugt werdéber die man mit dem
vereinfachten mathematischen Modell nichts aussagen kann

Da somit alles von der Anwendung abitgt, kann die Mathematik hier
nicht mehr bieten als einBefinition: Falls fur die Funktionf, die auf
[a, c) U (c, b] definiert ist, der Grenzwert

b

c—h
fILiLno/f(x)da:+ / f(z)dx

c—h

existiert, bezeichnen wir ihn alsM0cHY schen Hauptwert voﬁ: f(x)dz.
Entsprechend reden wir auch in komplizierteren Situatiomé meh-
reren Unstetigkeitsstellen vonnGcHy schen Hauptwert, falls sich eine
Aufteilung in Teilintervalle findendl3t, so dalir jedes Teilintervall der
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CAaucHysche Hauptwert existiert. Im obigen Beispichng alsos.i2 der
CaucHysche Hauptwert des Integrals, wohingegen das Integrastselb
nicht existiert.

Die Frage, wann der &LcHysche Hauptwertifr ein divergentes In-
tegral verwendet werden sollte, ist keine mathematischgdzrUnter
rein mathematischen Gesichtspunkten gibhieseine Rechtfertigung
fur die Verwendung desADCHYschen Hauptwerts. DerADCHYsche
Hauptwert ist nur dann sinnvoll anwendbar, wenn man davegeht,
dafd ein mathematisches Modell eine Situation furrficht zu grof3e
Funktionswerte (ungéhr) korrekt beschreibt, und wenn man gleichzei-
tig sicher ist, daf3 die Unendlichkeitsstelle des mathesolagin Modells
fur die Anwendung unproblematisch ist und gleichzeitig dis8ietrie,
die der Berechnung dessGcHYschen Hauptwerts zugrundeliegt, auch
in der realen Anwendung gilt.

Der CaucHYsche Hauptwert darf auctie als eine Rechtfertigung daf
verstanden werden, dafl? man unbesonnen

b
/ f(z)dz = F(b) - F(a)

setzt, wobeiF' eine zwar in den Punktem und b, nicht aber auchiir
jeden Zwischenwert < x < b definierte Stammfunktion voffi ist: So
etwas kann zu Ergebnissen wie

-1 -1
= ——=-1
L, 2 =2

fuhren, und ndlrlich ist keine Anwendung denkbar, in der eine negative
Zahl in sinnvoller Weise als Integréiber eineliberall positive Funk-
tion angesehen werden kann. In der Tat existiert im obigeispis
weder das Integral noch dessenuCHyscher Hauptwert, da sich die
Unendlichkeiten links und rechts der Null hier nicht weghkiebsondern
verstrken.

Zu einer etwas systematischeren Untersuchung uneideettliotegra-
le empfiehlt es sich, zé@chst die Potenzen zu betrachteiir positi-
ve Exponenterr ist " Uberall definiert, so daf3 Integraider einen
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endlichenBereich unproblematisch sindirf Integraleliber einenun-
endlichenBereich rechnet man leicht nach, dal3 sie immer divergieren.
Fur » = 0 andert sich nichts an dieser Situation; interessant istrals
der Fallr < 0, wo sowohl der Wert: = 0 als auch unendliche obere
und/oder untere Grenzen zu Probleméhnrén lonnen. Er negatives:
istz” =1/2~", wir interessieren uns alsarf

b

[ 5= e
' (l-r)zr-1

a

b
fur r>0, r#1.

a

Fira > 0 undb — oo existiert ein Grenzwert genau dann, wenn
r—1> 0, alsor > 1ist; alsdann ist
o) b
dr _ lim /dm _ 1
" booo ) a"  (r— 11’

Furb > 0 unde — oo existiert ein Grenzwert genau dann, wenn
r—1<0,alsor < 1ist; alsdann ist

Cd Fd 1
/—‘”: lim [ &£ =_— ptr,

' a—0) zr l1-—17

Zusammen mit der Monotonieeigenschaft desMANN-Integrals aus
§3a) ergeben sich hieraus zwei allgemeine Kriterigndie Konvergenz
uneigentlicher Integrale:

Satz: Die Funktionf sei stetigfirz > a undg sei stetigéir0 < = < b.

Dann gilt:

1.) Falls es eine reelle ZalW und eine reelle Zaht > 1 gibt, so daf3
|f(@)| < X ist, konvergiert[ ™ f(z) dz.

2.) Falls es eine reelle Zal{ und eine reelle Zahl & r < 1 gibt, so

daR|g(z)| < £ ist, konvergiertf(f g(z) dz.

Beweis: 1.Nach der Monotonieregel istif jedesh > a

/b|f(x>|dx§f</bff,
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und letzteres Integral konvergiert, wie wir gerade nachgenet haben,
unter den angenommenen Voraussetzungen. Das linkssteheadral

ist somit beschankt durch eine voh unablangige Konstante; da es we-
gen der Nichtnegativitt des Betrags zaszlich eine monoton wachsende
Funktion vonb ist, existiert daher der Grenzwert nach dem bekannten,
schon fir die Existenz des IRMANN-Integrals verwendeten Satz, wo-
nach jede monotone und bes&hkte Folge reeller Zahlen konvergent
ist.

Genau dasselbe giliif die ebenfalls nichtnegative Funktigitw)+| f ()|,
die durchfc—ff beschéankt ist; also existieren die uneigentlichen Integrale

o0

JU@s i@ wa [ 1@,

a

und damit auch das gesuchte Integral als ihre Differenz.
2.)geht Wllig analog.

Als Beispiel betrachten wir das Integral

[(z) = /e’ttz’ldt furz > 0.
def
0

Es ist nailirlich immer uneigentlich an der oberen GrenZe, < 1
zusatzlich auch noch an der unteren.

Diese untere Grenze isbilig harmlos, denniir 0 < z < 1 ist

€7t

tl—z — tlfw

e 1= mt 0<1-z<1,

so dalf? obiger Satz sofort die Konvergenz zeigt.

Auch die obere Grenze ist unproblematisch, denn die dazvematige
Abschatzung

r+z—1

e i< K — et >
t’r‘
folgt, da die Exponentialfunktion &tker wachst als jede Potenz.

Die somit fur allez > 0 definierte Funktion: — I'(z) heil3t EJLERSChe
Gamma-Funktionthre wichtigste Eigenschaft der folgt durch partielle
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Integration:

L

© 1 Iz +1
- +f/e_ttxdt=7(x )

0 T x

I'(z) = /e_ttz_l dt=e
0

oderI'(z + 1) = zI'(x) fur alle reellenz > 0. Mit dem elementar
berechenbaren Wert

o0

ra)-= / e tdt=—e"
0
fuhrt dies auf die Formel

I'(n)=(m—-1)! furallen € N;
dieI'-Funktion ist also eine Art stetig gemachter Faltdfunktion.

=1
0

207
159

10+

0 i 5 i 5
Die I'-Funktion

Gauss definierte auf andere Weise eine stetige Funkiigm), fur die

M(n) = nlist, aber wie sich bald herausstellte i) = I'(z+1), so dal’
nur eine der beiden Funktionen wirklich gebraucht wird. INamigen
Modewechseln im letzten Jahrhundert entscheidet man siafe Imeist
fur['(x): Diese Funktionswerte sind in Tafelwerken tabellierd nmme-
rische Verfahreniir ihnre Berechnung stehen in den einggfiyjen Unter-
programmbibliotheken und Computeralgebrasystemen aditiyeng.

g) Summen, Reihen und Integrale

Das Integralzeichen entstand als ein stilisief&swie Summe und wir
haben bestimmte Integrale auch definidser REMANNSche Summen.
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\Von daher sollte es nicht verwundern, dal umgekehrt audyrale
Aussagen Summen und Reihen églichen. Einer der einfachsten Zu-
sammenhnge ist das folgende

Lemma: Die Funktionf sei stetig, monoton fallend und nichtnegativ
furallex > m, m € Z. Dann ist fir jedesn > m

n+l n n+l
/ f@)de < f(k) < f(m)+ / f(z)dz.
m k=m m

BeweisWegen der Monotonie vofiist fur jede ganze Zatil > m und
jedereelle Zahk mitk <z < k+1

fk+1) < f(z) < f(k).
Da das Integrdlber eine konstante Funktidgiber ein Intervall der Ange

eins einfach diese Konstante ist, folgt daher aus der Maomertegel die
Ungleichungskette

k+1 k+1 k+1

f(k+1)=/f(k+1)d:c§ /f(m)dmé /f(k)dw=f(k)-
k k k

Summieren wir diesiber allek vomm bis zu einer oberen Schranke
erhalten wir

n+l n+l

S HE+1) =Y F8) - fm) < /f(w)deZf(k)-
k=m k=m m k=m

Somit ist

n+l n n+l
/f(x)dISZf(k)ﬁf(m)"'/f(x)dx
m k=m m

Lassen wir hier gegen unendlich gehen, erhalten wir den

Satz: Die Funktion f sei stetig und monoton fallendif alle z > m,
o0

m € Z. Dann gilt: Die Reihez f (k) konvergiert genau dann, wenn

k=m
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das uneigentliche Integr7[ f(z) dz existiert. In diesem Fall ist

m

/f(x) de < f(k) < f(m)+/f(x) dz .
m k=m m

Beweis:Wegen der Nichtnegativit von f sind

S,=>_f(k) und I,= / f(z)dz
k=m

monoton wachsend mit. Falls das uneigentliche Intergral konvergiert,

ist sein WertI daher eine obere Schrankér falle I,, und damit ist

I + f(m) nach dem gerade bewiesenen Lemma eine obere Schranke
fur alle S,,. Somit ist die Folge §,,),,~,, monoton wachsend und be-
schiankt, also nach Kapitel 3, konvergent. Konvergiert umgekehrt
diese Folge gegen einen Grenzwgrso ist dieser eine obere Schranke
fur alle S,,, also nach dem Lemma audirfalle ,,, und damit konver-

giert das Integral. Die behauptete Ungleichungskettd &agnit aus den

Rechenregelnir Grenzwerte in Kapitel 2. .

Als erste Anwendungdnnen wir noch einmal die harmonische Reihe
betrachten: Nach dem Lemma ist

"1
log(n+1) < H, =)+ <1+log(+1),
k=1
die Folge detH,, geht also mit logr gegen unendlich, was auch einen
neuen Beweislfr die Divergenz der harmonischen Reihe liefert.
Betrachten wir dagegeiiff einr > 1 die Summe)
diese, denn das uneigentliche Integral k=1

/Ood;c_ 11
T (L—r)azr—1); Tro1
1

1 .
e so konvergiert
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existiert. Rir r = 2 etwa erhalten wir die Abséitzung

=1
1<) 552,
k=1

die wir in Kapitel 2 auch ohne Intergration gefunden habem. étwas
Besseres zu bekommer@rnen wir die ersten Summanden stehen lassen
und erst den Rest absttaen: Beispielsweise ist
o0
i <1, /
k2~ 5 x2’

4 o]
1 205 _ dz
;ﬁ_—144_1,423m und /F

dadas Integral der Wer{/5 hat, liegt die Gesamtsumme somit zwischen
1,6236 und 1,8236@.

h) Die Eulersche Summenformel

Wir betrachten irgendeine reellwertige differenzierbanaktion f, de-
ren Definitionsbereich das Intervall,[4] enthalt.

Fur eine reelle Zaht bezeichnen wir wigblich mit [z] die grofRte ganze
Zahl kleiner oder gleichx und mit{z} ce- [z] den gebrochenen
e

Anteil vonz. Fir eine ganze Zal ist somit{z} = « — k fur allez aus
dem Intervall g, &k + 1).

Partielle Integrationithrt auf die Gleichung
k+1

/ (@} - 1@z = (e = k- i) |

k

k+1

/ f(x)dz

_ S+ )+ R / f@)da.
2
Addition aller solcher Gleichungen van= 1 bisk =n — 1 liefert

[t - Hrae= 12 +Zf(k) / fla)da,
1
womit man die Summe def(k) berechnen kann:

k+1
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Satz (EULERsche Summenformel, einfachster Falljirreine differen-
zierbare Funktionf: D — R, deren Definitionsbereich das Intervall
[1, n] umfalit, ist

S = [ rwars IO [ () ) ey,
k=1 1 i

Als Beispiel wollen wir eine herungsformelifr n! herleiten: Wir
schreiben log! = >~7_; logk und haben dann nach deuiEERschen
Summenformel

Iogn!:/logxda:+ ogn+/{ﬂc} 2 dx
2 T
1 1

n n 1
+Iogn+/{a:} 2 4o
xz

=z(logx — 1)
1 2

1

F izt — 1
=n(logn — 1)+1+|Ogn +/ {z} =2 dx
2 T
1

In dieser Formel éirt noch das rechte Integral; diesémken wir wie
folgt absclatzen: kir eine naifrliche Zahlk ist

1

k+1

2
_1
/Ldm: / B
T k+i+x
k 1

-3
1 1

T T ¢ —22°
5 2 2 g (k+3) -z

Im Intervall von 0O bis% ist der Integrand monoton fallend, d.h.

0> 2 > _% = —2 >_i
C(Erpoe T (e])tof @IPSLT A
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und damit ist
1
k+1 2
1 2
-1 -2 1
02/{33} de:/— 323 do>—=>,
xr (k + l) — 2 8k
k 0 2

denn wir kbnnen das Integral absitaen durch das Produkt aus der
Lange des Integrationsintervalls und dem Minimum des |ategdgn.
Summation vork = 1 bisn — 1 schlieBlich gibt die Abscitzung

> - < > — E —
0 / T dz P 42
i =

fur das gbrende Integral aus der obigen Formel.

Von der rechtsstehenden Summe wissen wir aus Kapii$8,daR sie
(egal ob mit oder ohne acht im Nennetr f» — oo konvergiert und
kdénnen daher folgern, daf3 gilt

logn! = n(logn — 1) + logn

+R,
mit einem Fehlertern®,,, der fur n — co beschénkt bleibt. Somit ist
nl =~ C-n"e "Vn

mit einer gewissen Konstantedi, deren Werty/2z nur auf dem Um-
weg uber ein zweidimensionales Intergral und damit nicht mgaren
Mitteln berechnet werden kann. Dieseéalierungsausdruck heif3tiS-
LINGsche Formeln; genau wie die Summenformel kann er noch liglieb
verbessert werden.

Der schottische MathematikexMES STIRLING (1692—1770) war Anainger des gestzten
Konigs Jakob Il Stuart und hatte deshalb groR3e politischel&re bei seinem Studium;
unter anderem wurde er deshalb von der Univatsixxford ausgeschlossen. 1717-1722
lebte er in Venedig und hatte auch gute Kontakte rtoNaus BERNOULLI an der Univer-
sitat von Padua; auRerdem brachte er aus Venedig die Prodsdgtioeimnisse der dortigen
Glasbhser mit. Ab 1724 arbeitete er zehn Jahre lang als Mathelelfaté in London, wo

er viel mit NEwToN zusammentraf; 1735 wurde er Direktor einer schottischeglirige-
sellschaft. In seine Londoner Zeilkt die Venffentlichung seines bedeutendsten Werks
Methodus Differentialis sive Tractatus de Summatione &rpolatione Serierum Infini-
tarumim Jahre 1730, das die obige Formel als Beispiel zwei zu Ritipo 28 entklt.
Ebenfalls ziemlich bekannt wurde seine 17350femtlichte Arbeitiiber die Gestalt der
Erde.
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§3: Zusammenfassung

Im letzten Kapitel dieses Semesters befal3ten wir uns mithtegration
von Funktionen einer Vanderlichen. Die Integration ist die Umkehrung
der Differentiation; istF'(xz) eine differenzierbare Funktion mit Ablei-
tung f (z), so bezeichnen wiF'(z) als einéStammfunktionon f(z) und
schreiben

/f(x)da::F(x)+C’.

Stammfunktionen sind steht nur bis auf eine additive Kartst@ € R
bestimmt.

Integrale Knnen auch eingahrt werden via Fichenberechnung; wir
bezeichnen die Bche unterhalb des Graphen der Funktjgm) zwi-
schen den Werten = o undzx = b als dashestimmténtegral

/bf(x) dz .

Flachenteile, die unterhalb derAchse liegen, werden dabei als negativ
betrachtet. IsF'(x) eine Stammfunktion voif(z), so ist

b
/f(:l:) dr =F() — F(a).

Das bestimmte Integral existiert zumindest dann, wenn digk#on f
im Intervall [a, b] stiickweise stetig ist.

Zur Berechnung von Stammfunktionerinen wir die Differentiati-
onsregeln umkehren: Aus der Lineatitder Ableitung folgt die der
Integration:

/(cf(:v)+dg(:v)) dx =c/f(ac)dac+d/g(:v)d:1:.

Die LEIBNIz-Regel @) = v'v + uv’ fuhrt auf die Regel zupartiellen
Integration:

/u'(m)v(x) dz = u(z)v(z) — /u(x)v'(x) dz ;
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die Kettenregelidhrt zur Substitutionsregel

/ 7 (o(@)) - ¢ (&) do = F(9(z) +C,

wobei F' eine Stammfunktion voif bezeichnet. Ein wichtiger Spezial-
fall ergibt sich fir f(z) = 1/z und damitF'(z) = log|z|:
9'(z)
9(x)
Als Grenzwerte endlicher Integrale lassen sich in manciéerf-auch
bestimmte Integrale mit unterer Grenzeo und/oder oberer Grenze
definieren; auch bei Definitiorigtken der zu integrierenden Funktion

laRt sich gelegentlich (aber bei weitem nicht immer!) durcar@wert-
betrachtungen ein Integral definieren.

dx =loglg(z)| + C.

Der Zusammenhang zwischen bestimmten Integralen und Somme
laRt sich ausnutzen, um endliche wie auch unendliche Sumimen a
zusclatzen; insbesondere ergibt sich daraus ein Konvergeagkrit

fur unendliche Reihen.



