Kapitel 4
Integralrechnung

Die Integralrechnung ist neben der Differentialrechnurig ziveite
wichtige Saule der Analysis. Wir betrachten auch sie in diesem Se-
mester nur im eindimensionalen Fall.

81: Das Riemann-Integral

a) Heuristische Voruiberlegungen

Seiner grof3en Bedeutung entsprechend, wollen wir uns degral-
begriff zurachst heuristischahern, bevor wir ihn — mit bedchtlichem
technischem Aufwand — in Abschnj} formal einfihren.

Die Integration dient prirar drei Zwecken:
e Sie dient zur Umkehrung der Differentiation.
e Sie dient zur Fichenberechnung.
e Sie dient zur Durchschnittsberechnung.

Wie wollen uns alle drei Aspekte kurz ansehen.

1) Integration als Umkehrung der DifferentiationDas klassische Bei-
spiel zur Einfihrung der Differentiation ist die Geschwindigkeit als
Ableitung des Wegs nach der Zeit. Es liegt daher nahe, zdil&iaong

des Integrals die Frage nach der Berechnung des Wegs auseder G
schwindigkeit zu betrachten.

Wir nehmen also an, ein Fahrzeug sei zur ZeitO an der Stelle = 0
und beschleunige inihf Sekunden auf die im Stadtverkehr &ssige
Hochstgeschwindigkeit von 13,9 m/sec. Welchen Weg hat edabim
zurickgelegt?
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Die Geschwindigkeit sei durch folgende Tabelle gegeben:

t [sec] o 1 2 3 4 5
v[m/sec] 25 6,1 9,1 115 134 13,9

Ist s(t) der bis zum Zeitpunkt zurickgelegte Weg und(t) die dann
erreichte Geschwindigkeit, so ist bekanntlich

() = ds As _ s(t +1sec)s(t) _ s(t+1sec) s(t)
T YA T T (+lsec—t 1 sec '
Also ist

s(t+1 sec)~ s(t) +v(t) - 1 sec .

Da wir sowohls(0 sec) = On als auch die Werte(t) furt = 0,1,2,3
und 4 sec kennengkinen wirs(5 sec) rekursiv berechnen als

s(5 sec)~ v(0 sec) 1 sec (1 sec) 1 sec (2 sec) 1 sec
+v(3 sec) 1 sec w(4 sec) 1 sec
=25m+6,1lm+91m+115m+134m=426m.
Also hat das Fahrzeug iiff Sekunden 42,6 m ziickgelegt?

Zumindest mit dieser Genauigkeit ist das sicherlich falsemn bei der
Berechnung des Wegs sind wir davon ausgegangen, dal’ das&@hr
wahrend der ersten Sekunde konstant mit einer Geschwintligke
2,5m/sec gefahren ist, exakt ab deren Ende dann abgliph eine
Sekunde lang mit 6,1 m/seasw. Das ist naiirlich unrealistisch; tat-
sachlich dirfte die Geschwindigkeit etwa so verlaufen sein, wie es die
Kurve in den Abbildungen angibt, wohingegen wir mit dem dbbs
eingezeichneten stufammigen Verlauf gerechnet haben. Wir haben die
Geschwindigkeit somit fast durchggig unterschtzt und damit auch
einen zu kleinen Weg berechnet.

Alternativ hatten wir auch einenu grof3enVeg sclkatzen lonnen, wenn
wir die Geschwindigkeit whrend eines Sekundenintervalls jeweils auf
den bekannten Wert alndedieses Intervalls gesetzitien; das Er-
gebnis vare dann gewesen

s(5 sec)~ v(1 sec) 1 sec (2 sec) 1 sec (3 sec) 1 sec
+v(4 sec) 1 sec w(5 sec) 1 sec
=6,1m+91m+115m+134m+ 139m=54,0m.
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Tatséchliche und unterschétzte Geschwindigkeit

Tatsachlich wissen wir im Augenblick also nur, dafd derimkgelegte
Weg irgendwo zwischen 42,6 m und 54 m liegt.

14

124

107

0 1 2 3 4 5
Tatsachliche und Uberschéatzte Geschwindigkeit
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Eine bessere Sétzung bekommen wir, wenn wir anstelle der Sekunden-

intervalle Intervalle von nur einer halben Sekunde betetchvoraus-
gesetzt nalrlich, wir kennen die Geschwindigkeit audlrthalbzahlige
Sekundenwerte. Die entsprechenden Werte seien die in ldenfien
Tabelle angegebenen:

tflsec] 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

v[m/sec]2,5 44 6,1 7,8 9,1 10,4 11,5 12,6 13,4 13,8 13,9

Jetzt ist dig,unterschtzte” Wegstrecke

9
k 1
> v (5 sec) 5 sec = 456m,
k=0
und die, Uberschtzte" ist

10
k 1

;v <§ sec) 5 sec =513m,

die Unsicherheit hat sich also etwa halbiert. Déchste Abbildung

zeigt den Verlauf von untersatrter, tatachlicher undiiberschtzter

Geschwindigkeitiir die Halbsekundenintervalle.

141

12

Abtastung in Intervallen von einer halben Sekunde
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Beide Werte wie auch ihre Differenz lassen sich leicht getdsah
veranschaulichen: In dei&ohsten Abbildung ist die untersiate Ge-
schwindigkeit die Fiche der Rechtecke unterhalb der unteren Trep-
penfunktion, dieliberschtzte entsprechend diedehe der Rechtecke
unterhalb der oberen Treppenfunktion, wobei die Basis @mhkRcke
jeweils auf der Zeitachse liegt. Die Differenz ist somitigheder Fhche

der Differenzrechtecke.

Diese bnnen wir durch weitere Verfeinerung der Abtastung verklei
nern. Dazu nehmen wir an, die eingezeichnete Kurve (diadhteh
einfach eine notidrftig angepalite Polynomfunktion darstellt) gebe den
tatsachlichen Geschwindigkeitsverlauf wieder, und lassenGiempu-

ter rechnen:

Wenn wir die Geschwindigkeit viermal pro Sekunde bestimomehden
zuriickgelegten Weg damit satzen, erhalten wir als untere Schranke

19
k 1
— Sec) - - secx 47,14m
() e

und als obere Schranke

20

k 1

— Sec) - — sec~ 49,99m.
Do (gseq - gseomao

Mit zehn Geschwindigkeitswerten pro Sekunde verbessgrtdie un-
tere Schranke auf

49 k 1
;v (F) sec> - 1 Sec~ 48,02m
und die obere auf

50 k 1
;v (f) sec> - 15 Sec~ 49,.16m.

Wie die Abbildung zeigt, unterscheiden sich nun die Redtgeder
unteren Abschtzung nur noch wenig von denen der oberen, und die
Flache unter der Geschwindigkeitskurve liegt schon reche et der
Flache der Rechtecke aus jeder der beiden Adtzcimgen.

Gehen wir von den Zehntelsekunden zu den Hundertsteln, disd
Rechtecke zumindest visuell nicht mehr voneinander undleofrbiche
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Abtastung in Intervallen von einer Zehntelsekunde

unter der Kurve zu unterscheiden; zu sehen ist nur noch eirehaeg
dunkelgiine Fhche.

1]

0.8+

0.6

0.44

0.2+

0 05 1 15 2 25 3
Abtastung in Intervallen von einer Hundertstelsekunde
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Rechnerisch gibt es noch einen kleinen Unterschied im Deteirn
bereich:

99 k 1
— - — ~ 48,54
kgzov(loosec> 100 5€¢ ,54m

und

500 1 1
— - — ~ 48,66m.
;v(looseg 100 5€¢ ,66m

Bei einer nochmaligen Verzehnfachung der Intervallanizmatirlich
graphisch nichts neues mehr zu sehen; diga&uterte verbessern sich

auf
4999

1
. ~ 48595
; v <1ooo sec) 1000 >°¢ #8oIoM

fur die untere Schranke und
5000

1
sec| - sec~ 48,607m
; ! <1ooo > 1000 ’

fur die obere.

Um die eingangs gestellte Frage nach deniigkgelegten Weg millime-
tergenau beantworten zétknen (sofern man diese Genauigkeit wirklich
als sinnvoll betrachtet), muf3 die Geschwindigkeitskui@d0 Mal pro
Sekunde abgetastet werden, und wir erhalten die Schranken

49999

1
; v (100003ec>  To000 SEC~ 48,6006m

und
50000

1
; v <10000> SEC o055 SeCA 48,6017m;

das Fahrzeug legte ififif Sekunden also 48 m und 60,1 cmizck.

2) Integration als FlachenbestimmungDie beiden letzten Abbildun-
gen zeigen, dal die immer feiner werdenden Rechtecke, digindie

Kap. 4: Integralrechnung 222

obigen Abschtzungen ihlten, die Fiche unter der Kurve = v(t) im-
mer besser arithern. Wenn wir die Einheiten vergessen tinde auchv
als Langen ansehenpknen wir die oben betrachteten Auédke

5n—-1 5n
B\ 1 E\ 1
ZU(E)E Und ZU(E)E
k=0 k=1

also auch als Bherungswertelf die Flche unter der Kurve ansehen
und den Facheninhalt als ihren gemeinsamen Grenzwertifnmer

grolRer werdendes berechnen.

Genau genommen handelt es sich hier allerdings nicht urBeliech-
nungdieser Fache, sondern um d@efinitiondes Facheninhalts, denn
es gibt schlieBlicha priori keinen Begriff des FEcheninhalts einer
krummlinig begrenzten Bche. Die hier ge@hlte Definitiontber ei-
ne Ausscipfung mitimmer feiner werdenden Rechtecken ist zwar sehr
natirlich, aber nicht zwangalfig. Sie istibrigens weitalter als jeder
Begriff eines Integrals oder auch nur Grenzwerts: Bereitsiber zwei
Jahrtausenden, um etwa 370 vor Christus, definierte dexhisiche Ma-
thematiker EEDOX0OS VON CNIDOS (ca. 408-ca. 355), ein Schiler und
spaterer Konkurrent BxTos, Flacheninhalte auf diese Weise asgr hat
ARCHIMEDES VON SYRAKUS (287-212) diese Methode perfektioniert
und angewandt auf Kreise und Parabeln; insbesondere Inetechr
damit seine Abschtzung 22371 < « < 22/7 fur =, in Dezimalzahlen
ausgedickt 31408 < 7m < 3,1429, wobei diese Abséltzung aller-
dings nicht auf Rechtecken beruht, sondern auf der Konstrukies
regelmalBigen 96-Ecks.

3) Integration als DurchschnittsbestimmungKehren wir wieder zu-
rick zum Eingangsbeispiel eines sich beschleunigendez &ads, und
fragen wir uns, wie hoch di®urchschnittsgeschwindigkeitar. Bei
endlich vielen Werten ist der Durchschnitt iidich einfach das arith-
metische Mittel, also z.B.

% - (v(0 sec) +v(1 sec) +v(2 sec) +v(3 sec) +v(4 sec)

1
= -426m/ sec = §52m/ sec ,
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wenn wir die Geschwindigkeiten voAnfangjedes Sekundenintervalls
nehmen, und

i—é - (v(1 sec) +v(2 sec) +v(3 sec) +v(4 sec) +v(5 sec)

1
=z 54,0m/ sec = 108m/ sec ,
wenn wir die vom Ende nehmen.

Natirlich l1af3t sich auch hier die Abtastung immer weiter verfeinem; di
entstehenden Ausilicke
5n—1 5n

%- Zv(%sec) und %-Zv(%sec)

k=0 k=1
entsprechen bis auf einen Faktor vg@e—c genau denen aus Tedl),
wo wir den Weg abgesétzt haben — wie es ja auch in der Tat der
Fall sein muf3: Die Durchschnittsgeschwindigkeit ist sefliich nichts
anderes als der zilickgelegte Weg dividiert durch die zugrundeliegende
Zeitspanne vonifinf Sekunden.

Trotzdem ist die Interpretation eines Integrals als Durbhgt gelegent-
lich von unablngigem Interesse, da vor allem bei Anwendungen in der
Quantenphysik oft zwar Durchschnitte existieren, aben&grahler”
und,,Nenner, als deren Quotienten man sie interpretied@mke.

b) Integration elementarer Funktionen

Abstrahieren wir vom Beispiel der Wegberechnung anhanerese-
schwindigkeitskurve und betrachten wir das allgemeineblero, zu
einer gegebenen reellwertigen Funktigneine neue Funktior zu
finden derart, daB” (x) = f(x) ist.

Da jede konstante Funktion die Ableitung Null hat, ist mitfir jede
reelle Zahlc auch F' + ¢ eine solche Funktion; um ein konkret@s
hinzuschreiben, fssen wir also einen Funktionswert véhfestlegen;
der Einfachheit halber sei dies, in Analogie zum obigen [@elsder
Wert F(0) = 0.

Damit ibernimmt f die Rolle der Geschwindigkeit, dem Weg ent-
spricht die FunktiorF', die Variable ist nun: anstelle der Zeit, und da

Kap. 4: Integralrechnung 224

unsF an einer beliebigen Stelleinteressiert, nicht nur wie im obigen
Beispiel an der Stelle 5, empfiehlt es sigljetzt als Gesamtzahl der In-
tervalle zu nehmen, nicht wie oben als Anzahl der Inten@iteEinheit
(Sekunde). Die Bnge eines jeden Intervalls wird dannaz(r, und die
Analoga zu obigen Summen sind die Auscke

l ka - kz\ =z
()2 ()2
; n ; n n

deren gemeinsamer Grenzweiit immer gbRer werdendes der ge-
suchte WertF'(z) sein sollte.

38

Wir definierendaher

l kx\ oz
F =i ).z
(33) def nlﬁ-)noo Z f < n > n (*)
k=0
in der Hoffnung, dal® dieser Grenzwert existiert und mit deweaen
Ubereinstimmt — zumindest in hinreichend vielen interetsaRallen.
Bevor wir uns im @chsten Paragraphen dieser Frage zuwenden, wollen

wir hier zurachst etwas mit dieser vaufigen Definition spielen und
sehen, was sie bei einfachen Funktionen liefert.

1) Die Funktion f(z) = z%: Hier erhalten wir
o kz\ oz k2 oz
F@ 5,m, 1 (7) Tl <7> g

-1
1
=2°% lim = E k2.
n—oo M
k=0

Wie wir aus derlJbungen wissen (oder noch einmal durch véltstige
Induktion beweisendnnen) ist

n—1
2 6
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also konnen wir dies vereinfachen zu

. 1 2n—1n -1 . 2n—1n -1

F(z) =2% lim — —n( i ) )=m3 lim —n( i ) )
n—oo N 6 n—oo 6n3

3 _ _ 3 3
=% im_ (%) 1) (n=1) @, o

Diese Funktion hat tagshlich die AbleitungF”(z) = «2, zumindest in

diesem Beispiel funktioniert also die Definitior) (

2) Die Exponentialfunktion: Versuchen wir dasselbe nochmaét die
Funktionf(x) = €. Hier fuhrt (x) (wieder mit der Festlegung(0) = 0)
auf den Ansatz

ny kz\ =z i g
F = |im — ) -—=Ilim no.—
(x)defn—)oo;f<n> n nam;en n

Die Summe ganz rechts ist eine geometrische Reihg mit®/™; da wir
uns nur tir Wertez # 0 interessieren,dnnen wir die Summenformel

=i
1-¢
k=0
anwenden und erhalten
g 1 (en) 11—
F(z)=z lim = ————~— =2 lim —- ex
n—,soo N l_eﬁ n—,soo N 1_65
1
=z(1—¢e%) lim n
n—o0 1 _ eﬁ

Im Grenzwert ganz rechts gehdir f» — oo leider sowohl der Zhler
als auch der Nenner gegen Null, wirissen also die Regel vare
L'HOPITAL anwenden. Diese gilt zwar nuiarf Grenzwerte von Werten
stetiger Funktionen, &ahrend wir hier den Grenzwert einer diskreten
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Folge suchen, aber wenarfeine reelle Variable der Grenzwert
1
lim U
U—r 00 1 _ e;
existiert, konvergiert nétlich auch die Folge der Zahlen
1
n— furn=1,23,...
l—en
gegen eben diesen Grenzwert.

NachDE LHOPITAL ist

1 d 1 =1
lim —%_ = |im —d»s _ = |jm —»%
UuU— 00 1—65 u—00 j_u(l_e;) u—00 _ea (;_Zz)
. -1 -1
= lim - = —.
UuU—»00 3365 xr

Eingesetzt in den Ansatiif F(z) fuhrt dies auf
F(w)=w(1—em)-_—1 =e® -1,
T
eine Funktion, deren Ableitung in der T&t ist.

3) Die Dirichletsche SprungfunktionBevor wir zutibermitig werden,
mochte ich als letztes Beispiel noch eine Funktion betraghdie sich
im Gegensatz zu Quadrat und Exponentialfunktion alles ranals gut
verhalt, die DRICHLETsche Sprungfunktion

_J1 furzeQ
ﬂ@‘{Ofmm¢Q'
Mit F'(0) = 0 ist wieder

n—1
. kx T
F@) &, ;f <7> n’
Dabei ist die Zahkz/n fur k& = O rational, da Null; @ir & # 0 ist sie
genau dann rational, wenn augtrational ist. In diesem Fall ist also
f(kz/n) =1furallek, d.h.
n—1

. T . T
F(z) = lim E —=lmn-—=2
n—o0o n n—oo n
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fur rationalese. Fir irrationalesz dagegen sind alléz/n auRer der
Null irrational, also istf(iz/n) = O fur allei # 0. Damit bleibt von der
Summe nur der erste Summand stehen, d.h.
F(z)= lim £=0.
n—oo N

Also ist
z furzeQ

”@:{Ofmx¢Q'

eine offensichtlich nicht differenzierbare Funktion, unenn F'(z)
nicht einmal existiert, kann es rimtich auch nicht gleictyf(x) sein.

Auch unter dem Gesichtspunkt der Interpretation ¥n) als Fhche
unterhalb der Kurve; = f(z) ist das Ergebnis unbefriedigend, denn
da f(z) > O fur alle z, sollte F'(z) eine monoton wachsende (oder
zumindest nicht fallende) Funktion vansein, wohingegen das gerade
berechnetd” bei jeder rationalen Zahl auf Null ziickfallt.

Der Ansatz ¢) hat also auch seineiiEken, und es wird Zeit, diese
heuristische Definition durch eine bessere zu ersetzen.

c) Definition des Riemann-Integrals

Tatsachlich ist der Ansatz«) nicht so schlecht: & die beiden gutarti-
gen Funktionen undif das Eingangsbeispiel der Streckenbestimmung
fuhrte er schlie3lich zu veiémftigen Ergebnissen, und wie wir bald se-
hen werden, kann man Integraider stetige Funktioneimmer nach
diesem Ansatz bestimmen; zumindest als Veranschaulicdesgin-
tegralbegriffs sollte man ihn daher durchaus im Hinterkbehalten.
Problematisch wird er erst bggchlechten® Funktionen wie der im letz-
ten Beispiel.

1) Warum lohnt sich ein allgemeinerer AnsatDies legt natrlich die

Frage nahe, ob man solckgchlechten® Funktioneriif Anwendungen
wirklich braucht, und wenn ja, ob man sie so sehr brauchtsitaf3der
erhebliche technische Aufwand, den wir in diesem Paragmajrieiben
mussen, lohnt.

Die DIRICHLETSche Sprungfunktion ist ein rein theoretisch konstrugerte
Gegenbeispiel, das wohl keinerlei praktische Anwendurghaiirfte.
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Eine ihrer charakteristischen Eigenschaften tauchtdiiigs auch bei
praktisch relevanten Funktionen auf.0Blliche Spiinge bnnen bei
den wenigsten Anwendungen ausgeschlossen werden; im Sdgen
DIRICHLETS Beispiel ist dort allerdings die Menge der Sprungstellen
diskret.

Wirklich kompliziert wird die Situation beispielsweiseilb#er mathe-
matischen Modellierung von@senkurses oder auch des Rauschens in
einer elektronischen Schaltung, wo 8pge mit Hilfe von Zufallspro-
zessen beschrieben werdefir Bolche Anwendungen wird der in die-
sem Paragraphen definierte Integralbegriff nicht ausesichr ist aber
eine unabdingbare Voraussetzung, um die dorbtigten Techniken zu
verstehen.

Obwohl wir im folgenden fast jeden der wichtigeredt & aus der bishe-
rigen Vorlesung noch einmal in die Erinnerungickrufen und anwen-
den nussen, ist die nun folgende Konstruktion also kein Luxusdson
zumindest langfristig notwendig auchrfpraktische Anwendungen.

2) Wo sollte der bisherige Ansatz modifiziert werdeBfh Punkt, bei

dem der bisherige Ansatz nur aufgrund der Einfachheit deabtiate-

ten Beispiele so erfolgreich war, ist dibscliatzungdes Grenzwerts
durch die endlichen Approximationen. Beim Beispiel deregndig-

keit eines beschleunigenden Fahrzeugs war das probledgas, die

Geschwindigkeit war eine monoton wachsende Funktion, idigefles

Teilintervall am linken Ende ihr Minimum und am rechten ihaMmum

annimmt.

Auch f(z) = #? ist fur z > 0 monoton wachsend(z) = ¢® sogar fir
allez € R, so daf3 wir auch hier leicht untere und obere Schranken f
F(x) berechnen@&nnen.

Fur nichtmonotone Funktionen dagegen ist die Situatidligranders:
Betrachten wir als Beispiel etwa die Sinuslinie zwischeti Niod 7 mit
einer Anréherung der Riche durch sechs Rechtecke.

In beiden Abbildungen sind diese Rechtecke eingezeickirehal be-
zogen auf den Funktionswert am linken Ende des Teilintervald ein-
mal bezogen auf den am rechten. Wie man sieht, liegen diet&eeh
exakt spiegelsymmetrisch zueinander und haben damitsosidere die
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bald sehen werden,

—cost — (—cos0)=—(-1)—(-1)=1+1=2.
Wenn man ein (jedem Wissenschaftler zu empfehlendes) desimif3-
trauen gegen Computer und Taschenrechner mitbrigtte man ver-
sucht sein, den Wert 1,954 als eifieaschenrechnerzwei‘ zu interpre-
tieren; da aber die Sinuswerte an den Stellef,&, %, %, 2T und 1
wohlbekannt sind (im WinkelmalR3 ausgadkt sind diese Stellen gera-
de die Vielfachen von 30, kann man die Summe der Rechteakfien
exakt berechnen mit dem Ergebnis

52+V3),

das schon wegen der Transzendenz wanicht gleich zwei sein kann.

Somit haben wir definitiv keine obere Schranke dien korrekten Wert,

0 05 1 15 2 25 3 und zumindest priori haben wir auch keine untere, denn dal3 die
Sinuslinie mit sechs Rechtecken zum jeweils linken Funktionswert Summe der Rechteckfthen kleiner ist als die &the unter der Kurve

folgte je erst nachéglich durch Vergleich der beiden Werte.

0.81

0.6

0.4+

0.24

1 Um wirklich eine untere Schrankérf die FEche zu bekommen, iifite
man hier im Beispieliir die ersten drei Rechtecke den Funktionswert am
linken Ende des Teilintervalls nehmen urin flie letzten drei den vom
rechten; @ir eine obere Schrankelifite man genau umgekehrt vorgehen.

0.81

Fur eine beliebige Funktion gibt es aber offensichtlich keirsrund,
0.6 warum das Minimum oder Maximuiiberhaupt an einem Intervallende
angenommen werden solltéjrfeinen ndglichst allgemeinen Integral-
begriff sollte man also auch Punkte im Intervallinnern zamitlung
der Hohe des Rechtecks heranziehen: Anstelle der bislang hé&ttan
Unterteilung

02] a<atd<at2d<---<at(n—1)0 <a+nd=>b mit 5:b—a

0.4+

n
sollte also eine beliebige Unterteilung
0 ; ‘ ; ; ; ‘
05 1 15 2 25 3 G=2g< T <2y << x,_1<x,=b
Sinuslinie mit sechs Rechtecken zum jeweils rechten Funktionswert
treten.
gleiche Summe der &theninhalte,@mlich jeweils ungefhr 1,954. Die 3) Anwendung des MittelwertsatzeSinen weiteren Grund daf liefert

Flache unter der Sinuslinie zwischen Null undst allerdings, wie wir uns ein alter Bekannter aus Kapitel 3, ddittelwertsatz der Differen-
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tialrechnung:lst F' stetig in einem Intervalld, v] und differenzierbar
in (u, v), so gibt es einen Punkte (u, v), so dafl
f) — fw)
FlQ)=——"——
v—u
ist.
Wir suchen zu einer gegebenen Funktjorine differenzierbare Funk-
tion F' mit F' = f. Falls wir annehmen, daR wir diese Funktion schon
hatten,so wareF’ = f, und nach dem Mittelwertsatzge es in jedem
Intervall (z;, z,,,) ein Element,, so dal3

F(z,q) — F(z;) o\ _
Haed =0 = ey = 1)
ware, d.h.
F(z;1) = F(z;) + f(§) (@01 — ;) -
Rekursiv folgt, daR
F(z) = F(z,) = F(z, )+ (¢ D@, — 2, 1)
=F(z,_o) + f(§—)(@n_1 — @, _0) + (&)@, — T,_1)

n—1
F(zo) + Z fE) (@i — ;) -

=0

Damit ist also die Fiche unter der Kurvg = f(z) exaktgleich der Ge-
samtfiche endlich vieler geeignet géhiter Rechtecke; die Abbildung
unten veranschaulicht dies anhand der ganz zu Beginn he&gtan Ge-
schwindigkeitsfunktion. Hier ist nicht nur die &dhe unter der Kurve
exakt gleich der Fiche deriinf Rechtecke, sondern auch diééthe ei-
nes jeden Rechtecks gleich de&éthe zwischen Kurve und Grundlinie
des Rechtecks, wir kommen also mit endlich vielen Rechteaks und
brauchen nicht einmal einen Grenzwert zu berechnen.

Der Haken bei der Sache ist iidtch, daf3 wir dig,geeignet geahlten”
Rechtecke nicht kennen: Im obigen Ausdruck ist alles bekanRer
den Werterg;, an denen die Funktiofi ausgewertet wird.
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2 3 4 5
Die Flache unter der Kurve ist gleich der Flache der fiinf Rechtecke

Die Idee zur Definition desIBRMANN-Integrals ist nun, daf3 man einfach
beliebigeg; zwischenz, undz,,, wahlt in der Hoffnung, dafd bei immer
kleiner werdendem Abstand zwischen zwei aufeinandenfmlge z;
der Grenzwert nicht mehr von der Wahl dgrablangt.

Diese Hoffnung hat nétlich nur eine Chance auf Edfung, wenn die
Funktionf hinreichend stetig ist; ansonstedrinen sich die Werte voh

an zwei beliebig nahe beieinanderliegenden Stellen immeh beliebig
stark unterscheiden, indem sie beispielsweise wie obesndtaingen,
ob¢; rational ist oder nicht.

4) Gleichnaliige StetigkeitDie Stetigkeit allein reicht allerdings immer
noch nicht ganz aus:

Erinnern wir uns:f hei3tstetigauf einer Teilmengéd C R, wenn es
zu jedenme > 0 und zu jedenx € (a,b) eind > 0 gibt, so dal gilt: Ist
y € Dund|y — z| < §, so folgt, dal f(y) — f(z)| < e ist.

Wir mochten mehr: Wir wollen, daf? sich jademRechteck der Wert
von f(&) hochstens uma > 0 andert, falls nur die Breite des Rechtecks
unter einer gewissen Schranke liegt, d.h. wiraiten, daf nicht vonz
abhangt
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Dies fuhrt auf folgende Verscéirfung des Stetigkeitsbegriffs:

Definition: D C R sei eine Teilmenge voiR und f: D — R eine
Funktion. f hei3tgleichnéfig stetigin D, wenn es zu jedem > 0 ein
6 > 0 gibt, so daRir allex,y € D gilt:

ly—z[ <= |fly) - (@) <e.

Um zu sehen, daf3 dies mehr ist als die blol3e Stetigkeit,dheéna wir
die Funktionf(z) = 1/z. Diese Funktion ist stetig auf der Menge aller
positiver reeller Zahlen, denfifO0 < § < z unde > O ist

1 1 Fo _ 1)
z+t6 x| |z(z+d) _w(mi6)<8
2
S 0< (@) o dFade <1< —
1Fze

Der Ausdruck ganz rechts ist offensichtlich kleiner, wermNenner
das Pluszeichen steht, also giltirfgegebenes > 0 unde > 0 gilt fur
jede positive reelle Zah)

def 1 +ze Yy

Damit ist die Stetigkeit der Funktion bewiesen. Sie ist abiht
gleichrméRig stetig, denn es gibt aber kein vonnablangiges) > 0 mit
dieser Eigenschaft: Der angegebene Ausdriicldés gol3tnbgliched
geht wegen des Faktozg im Zahler Uir z — 0 selbst gegen Null Allt
also unter jede vorgegebene positive Schranke. Balste Abbildung
zeigté in Abhangigkeit vone fur den speziellen Weet = ﬁ).

<e€.

2
1
ly—z| <46 re ‘

In einem abgeschlossenen Intervall sollte so etwas nidglioh sein,
und in der Tat gilt der (durchaus nichttriviale)

Satz: f:[a,b] — R sei eine stetige Funktion auf dem abgeschlossenen

Intervall [a, b] mit a, b € R. Dann istf auf [a, b] gleichmaRig stetig.
DerBeweisist technisch und indirekt:

Angenommenf warenichtgleichmaf3ig stetig. Danndpe esifir minde-
stens eirt > 0 zu jedend > 0 Punktez,y € [a,b], sodally — z| < 4,
aber|f(y) — f(z)| > ¢ ware.
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0.08 1

0.06 1

0.04 1

0.02 1

0 02 04 06 08 1
X
d in Abhangigkeit von z fir f(z) = 1/z unde = 0,1

Aufgrund der Annahme, der Satz sei falscbnken wir ein solches
fixieren und betrachten die speziellen Weite %: Nach dem gerade
gesagten gibt es dazu Punktg, y,, € [a,b], so daBly, — z,,| < %
aber| f(y,) — f(z,)| > e ist.

Nun kommt der nichttriviale Teil: Wir bdstigen aus Kapitel 2 den

Satz von Bolzano-WeierstraR:Jede Folges,,) von Punkten aus dem
abgeschlossenen Intervadl p] hat (mindestens) eine konvergente Teil-
folgez,, .

Insbesondere mulR also die hier betrachtete Falgedine konvergente
Teilfolge (:1ch)”EN haben; deren Grenzwert se€ [a, b].

Dalz,, —y,,| < 1/n, ist, muB dann auch die Folge dg; gegenc
konvergieren, und dg nach Voraussetzung eine stetige Funktion ist,
gilt

lim f(z,,) = lim f(,,)= 1)
Andererseits ist aberif jedesy nach Konstruktion der Folgenz()
und (y,,) der Abstand zwischefi(z,, ) und f(y,, ) groier oder gleich
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der festgewhlten Zahk, so dal die beiden Folgen uiglich denselben
Grenzwert habendanen.

Mithin fahrt die Annahme,f sei nicht gleichmaRig stetig, auf einen
Widerspruch, und damit ist der Satz bewiesen. .

5) Definition einer Approximation fir das Integral: Nach diesen Vor-
arbeiten bnnen wir ernsthaft darangehen, das Integral einer Fumktio
zu definieren. Es gibt in der Mathematik verschiedene lalbggriffe;

fur uns reicht die Definition des uns bereits aus KapitébZekannten
deutschen MathematikerssBNHARD RIEMANN, das inzwischen nach
ihm benannte RMANN-Integral.

Wir gehen aus von einer Funktigh[a, b] — R auf einem abgeschlos-

senen Intervalld, b]; gesucht ist eine Funktiof’: [a,b] — R, fur die

(idealerweise)" (x) = f(x) sein sollte fir allex aus dem offenen Inter-

vall (a, b).

Wir wahlen eine Unterteilung
a:l'o<xl<l'2<“‘<xn_1<l'n:x

des Intervalls vom bis z. Da wir im folgenden viel mit dieser Untertei-
lung rechnen werdeniihren wir die Abkirzung

z = (g, Tq,---,T,,)
dafur ein und verabreden, daf3 digimmer, wenn vore die Rede ist,

die obigen Gleichungen und Ungleichungeru#ei sollen, dal3 sie also
tatsachlich eine Unterteilung vor[ z] definieren.

Falls die gesuchte differenzierbare Funktiéh[a,b] — R existiert,
sagt uns — wie wir in Teit) gesehen haben — der Mittelwertsatz der
Differentialrechnung, daflif geeignete Elementg mit

a=wg<§<w <& << <2< T, 1 <§ 1<, =
folgt

n—1

F(z) = F(a) + ) f€)(@iny — ).

=0

Natirlich kennen wir die Zahler; nicht — selbst wenn wir wissen,
daBR F und damit die¢; Uberhaupt existieren. Deshalb betrachten wir
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einfachbeliebigeZahleng,; mit
a:$0<60<$1<§1<x2<"'<£n72<xnfl<£n71<xn=‘r
und fuhren auch hier wieder die Akzung

5 = (607 617 AR gnfl)

ein mit der Verabredung, dall immer, wenn gin Zusammenhang mit
einemg auftritt, diese Ungleichungen éilft sein sollen.

| , | , | L , | , |

I 1 T T T f T T T T |
zy &o T & T & x3 & Ty &y Ts
Il Il

a b

Definition: Die REMANNsche Summe zu einem Paar £) ist

n—1
I(z,§) = Z €)@y — ;) -
i=0
Das REMANN-Integral soll der Grenzwert einer FolgeERANNSCcher
Summen sein, wobei die Unterteilungeimmer feiner werden. Dieses
»Feinerwerden” missen wir nairlich auch noch erldren: Seiea undy
zwei Unterteilungen des Intervallg,[x]; konkret sei B

a=xp<xy<: <2, 1<T,=T
und

A=Y <Yy < <Yp_1<Yp =<.
Dann hei3y eineVerfeinerung/onz, wenn jedes Teilintervalkg, y;.,)
vony ganz in einem der Teilintervaller{, z,,,) vonz liegt; y entsteht

also ausz, indem einige der Intervalie vom noch weiter unterteilt
werden. Insbesondere mul’ dann> n sein.

Nun betrachten wir eine Folge{’) von Unterteilungen derart, dal
o 2" stets eine Verfeinerung vaef”) ist  und
o die maximale lange der Teilintervalle vom™ mit wachsendeny
gegen Null geht, d.h.

. ,—1
lim i (2] ~ 2%) = 0.
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Zu jeder Unterteilung:*) wahlen wir willkiirlich eine (im Sinne obiger
Konvention dazu passende) Fogjié) von Zwischenpunkten und fragen
nach Existenz und gegebenenfalls Wert des Grenzwerts

lim 1(z®,£").
V—00 -

Dieser Grenzwert muf3 riglich im allgemeinen nicht existieren, und
wenn er existiert, kann er von der Wahl der Zwischenpuﬁgtbund
von der Wahl einer Folgez{") von Unterteilungen akimgen. Wenn er
unablangig von all diesen Wahlen existiert und immer denselbert We
hat, bezeichnen wir diesen gemeinsamen Wert als gasRN -Integral
von f zwischens undz, in Zeichen

[ 1©de= im 16,6,

Falls dieses Integralif jedesxz € [a,b] existiert, sagen wirf sei
RIEMANN -integrierbar auf [a, b].

¢ heil3tintegrationsvariablaindibernimmt die Rolle des Summations-
index in einer Summe: Genau wie beispielsweise

n—1 n—1 n—1
2=%"j2=V"k2= n(2n -1 -1)

davon unab#ngig ist, ob der Summationsindgy oderk heildt, ist auch

/wf(i)d€=/wf(U)du=/$f(t)dt

unablangig davon, ob die Integrationsvariable it odert bezeichnet
wird.

6) Existenz des Riemann-Integralsif stetige Funktionen:Damit ha-
ben wir das REMANN-Integral definiert; wir wissen allerdings bishér f
keine einzige Funktion, dal es existiert. In diesem Abgttvaillen wir
unsiiberlegen, dalR es zumindest tetigeFunktionen immer existiert:

Satz: Jede stetige Funktiorf:[a,b] — R ist REMANN-integrierbar
auf [a, b].
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Zum Beweismiissen wir zeigen, dalR daseRANN-Integral

/wf(ﬁ) dg

fur jedesr € [a, b] existiert.

Dazu fixieren wir ein beliebig vorgegebenes [a, b] und betrachten
Folgen ¢®)) von immer feiner werdenden Unterteilungen des Inter-
valls [a, x]; dazu entsprechende Folg@”() von Zwischenwerten und

die Grenzwerte der BMANN-Summent (z®), £¥)).

1. Schritt: Firr eine feste Folgex{”)) von Unterteilungen existiert der
Grenzwert und ist unaliimgig von der Wahl der Zwischenweg:

Um das einzusehen, betrachten viir fede Unterteilung:*’ die RE-
MANNschen Obersummen und Untersummen;fDach Voraussetzung
stetig ist, nimmt es in jedem abgeschlossenen Intervalbhbsein Ma-
ximum als auch sein Minimum an; insbesondere werden alsotemnall
[, %] ein Maximum M) und ein Minimumm{") angenommen.

Damit gilt unablangig von der Wahl des Zwischenwefté)
m < fe) < M".

Nach Definition ist

n,—1

1,6 = 3 fE) (el - 27) ;
=0

ersetzen wir hierig™ jeweils durchm", so erhalten wir eine untere
Abschatzung

n,—1

v) — V) (.(v) @)
S( ) d_ef Z(; mi (.’L’i+1 - J”i )
fur I(z™),¢™)); diese bezeichnen wir alsiAaNNsche Untersumme

der Unterteilungz™. Entsprechend liefert die Ersetzung durkf”)
eine obere Abscitzung

n,—1

5 2 3 MO )
=0
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fur 1(z™, €*), die REMANNSche Obersumnrier Unterteilung:®.
Unablangig von der Wahl der ZwischenweﬁtL%‘) gilt somit
sV < 1@, ¢%) < 8¢,

ein Zusammenhang, der unten noch einmal graphisch daltgsst®ie
RIEMANNSche Untersumme ist gleich derdehe der durchgezogenen
Rechtecke,iir die Obersumme kommt noch der gestrichelte Anteil dazu,
und fur die REMANNSche Summd (z®, £*)) muR man bis zu den

punktierten Linien gehen. Die Wer(é[") sind auf derz-Achse durch

kleine Kreise gekennzeichnet, ebenso die Pufiktd, f(¢™))) auf der
Kurve.

1.2

0.87

0.67

0.4

0.2

0 ; o — @ 0 —— S REyC] : ®
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Riemannsche Summen, Obersummen und Untersummen

Wenn wir jetzt noch zeigendnnen, daR die Folge def”) und die
der S™ beide gegen denselben Grenzwert konvergieren, mufl wegen
der EinschlieBung

s0) < 1z, 6¥) < 5@

auchI(z®),¢") gegen diesen Grenzwert konvergieren, und die Be-
hauptung im ersten Schritt ist bewiesen.
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Vergleichen wir dazu zuichst die Untersummeit) unds®*Y: Die Un-
terteilungz”*? entsteht aus™ dadurch, daR einige der Intervalle wei-
ter unterteiltwerden. Istaber{ "V, z/}") Teilintervall von ¢, 212,

so kann das Minimum im Teilintervall niatich nicht kleiner sein als
im groReren Intervall, d.hs®*Y > s®). Somit ist die Folge des®

monoton wachsend.

Genauso folgt, daR die Folge d&¥) monoton fallend ist, und da stets
s < 8@ jst, folgt weiter, dal

s < @< @ <. <50 < 5@ < g
Insbesondere ist alsgf") eine obere Schrankérfdie Folge des™ und
s eine untere Schrankéif die Folge des®.

Damit ist also die Folges{*)) monoton wachsend und nach oben be-
schankt, wahrend §®) monoton fallend und nach unten besiikt
ist. Da wir aus Kapitel 2 wissen, daf3 jede monotone und béaskte
Folge reeller Zahlen konvergent ist, folgt daraus die Kogeaz beider
Folgen.

Nun fehlt nur noch, dalR beide denselben Grenzwert haben.
Dazu betrachten wir die Differenzen

n,—1 n,—1
S =5 = 3 MO, ) = 3 mPa) - o)
i=0 i=0
n,—1
=D (MY —m )@ - x).
i=0
Mit
AW = max(M¥) —m{)
ist also
n,—1 n,—1
S¥ — s < 37 AVEE), — o) = AW 3 (@) — 2l
i=0 i=0

= AW (® — 20y = AWz — ),

und das ist eine Nullfolge, falls wir zeigebinen, daR die Folge dA™)
eine ist.
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Hier kommt nun die in Abschnitt) eingefihrte gleichmRige Stetig-
keit von f zum Tragen: Danach gibt es zu jedem> 0 ein§ > 0,
so daB @ir alle Punktet,, &, € [a,bd] gilt: Ist |¢; — &, | < 4§, so folgt

1f() — f(&)l <e.

Ist dabei fir eine Unterteilung: jede der Differenzen() — z{*)
kleiner alsd, so ist auchM) — m{) < &, denn sowohln” als
auchm{) sind Funktionswerte, die irgendwo im Intervatp, %}
angenommen werden.

Nun haben wir aber vorausgesetzt, daR die Unterteilun§érimmer
feiner werden, d.h. zu jedet > 0 gibt es in der Tat eimn,, so dald
2 — 2 < g fir allev > vy und allei. Somit sind @r v > v, alle
DifferenzenM () — m{" kleiner alss, und damit ist aucl\® < & fur
v > 1. Also sind sowohl A®) als auchs® — s) Nullfolgen, d.h.

lim s®) = lim §®).

vV—r 00 v—00

Wie schon enéhnt, folgt daraus aufgrund der EinschlieRung
s®) < I(g("),é(")) < S ,
auch die Gleichung
lim S = lim 1z, ")) = lim @,
v—r00 2 Vo0

V—r00

Da die linke und die rechte Seite obiger Ungleichung nicint gens "’
abrangen, ist auch lini(z®), £*?) davon unabéngig, und damit ist der
erste Schritt des Beweises beendet.

Der zweite ist zum Glck erheblich einfacher:

2. Schritt: lim I(z®, ™) ist auch unabangig von der Folgex™):
V—00 -

Betrachten wir zwei Folgerz(”)) und ) von Unterteilungen. & je-
den Index kdnnen wir zu den Unterteilungeft” undy) eine gemein-
same Verfeinerung® konstruieren, indem wir einfach diémitlichen
Zahlenz{") undy!") der GiRe nach ordnen al§” = a, ..., 20 = 2.
Wie oben seier™ und $*) die REMANNSche Unter- und Obersumme

zur Unterteilungz™; entsprechend seiét”) und S® die zur Unter-
teilungz®). Daz* eine Verfeinerung vor™ ist, wissen wir aus dem
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3382) xg-Z) x(22) ng) ng)

2P v 2
Il Il
a — b
i — ? | | i
282) ZgZ)ZgZ) ZéZ) 2512) ZéZ) Z((SZ)
I I
a b

ersten Schritt, dal3

S < 30 < §W) < g
ist; da die Folgeng™)) und (S*)) denselben Grenzwert habeniissen
auch §)) und (S*) gegen diesen Wert konvergieren und damit auch
die Folge ded (2, g(")), wobei é(y)) irgendeine Folge von Zwischen-

werten bezeichnet; wie wir bereits aus dem ersten Schgtem, Angt
der Grenzwert nicht davon ab. Also ist

lim 1z®,e¥) = lim 1:*,&".

V—00 - V—00 -
Genauso folgt, daf’ auch

lim 1, = lim 1z",E%,

V—00 - - V—00 -

G

wobei ) die Folge der Zwischenwerte zixﬁ”) bezeichnet, und dies
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zeigt schlieBlich die Behauptung
lim 1@, = lim 1y, €").
v—r 00 - V—00 - -

Damit ist der Satz voll§indig bewiesen.
n

7) Stickweise stetige FunktionenGelegentlich mchte man die Be-
dingung der Stetigkeit wenigstens ein biBchen lockern, empiels-

weise auch einen Funktionen mit gelegentlicheniSgen behandeln
zu kdnnen. Die Existenz des&vANN-Integral wird durch solche klei-
neren Abweichungen nicht beeiathtigt:

Definition: Eine Funktionf:[a,b] — R heildtstickweise stetigvenn
es eine Unterteilung

a=ay<a <---<a, 1<a,=b

des Intervalls ¢, 5] gibt, so dalf auf jedem der offenen Interval-
le (a;, a;4q) Stetig ist.

f ist also iberall stetig auBer eventuell in endlich vielen Punkten
ag, - - -, a,. Der Wert in diesen Punkten kann, aber muf3 nicht mit dem
linksseitigen oder rechtsseitigen Grenzwert der Funkiibareinstim-
men; beispielsweise definiert man Rechteckimpulse getkgemauch
durch die Funktion
1 falls2n—1<z < 2nfireinneZ
f(ac):{ 0 fallszeZ .
-1 fallsZn <z <2n+1lfureinneZ

Satz: Eine stickweise stetige Funktioffi: [a,b] — R ist REMANN-
integrierbar.

Beweis:f sei stetig in den offenen Intervallea,(a;,,) mit
a=gy<a<---<a,_,<a,=b.

Wiederholt man den Beweis des entsprechenden Saifizesuhktio-
nen, die auf ganz, b] stetig sind, so funktioniert fast alles problemlos
auch fir f. Schwierigkeiten gibt es nur mit den Intervallen einer Un-
terteilungz, die einen der Punkte, enthalten. In diesen Intervallen
ist f nicht notwendigerweise stetig, so dal3 die Differenz zwasatlem
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Supremum und dem Infimum vah dort nicht mit Verkleinerung des
Intervalls gegen Null gehen mul3, sondern auch gegen eireiNub
verschiedenen Wert,amlich die,Sprungldhe” beia;, konvergieren
kann.

Nun gibt es aber in jeder Unterteilung nur endlich viele fvadle, die
ein a; enthalten, und auch die Sprurigien sind begrenzt; gehen also
alle Intervalhngen gegen Null, so geht auch wie im Beweis des Satzes
die Differenz zwischen RMANNSchen Ober- und Untersummen gegen
Null.

|
8) Noch einmal die Dirichletsche Sprungfunktionin Abschnittb3)
waren wir nicht zufrieden mit dem Verhalten des dort heiscst ein-
gefuhrten Integralsifr die DRICHLETSche Sprungfunktion; schauen wir,
was das nun eingéhrte REMANN-Integral daraus macht. Sei also

|1 furzeQ .
f(m)‘{o firz ¢ Q °

1
wir interessieren ungif [ f(z) dz.
0

Dazu seiz eine Unterteilung des Intervalls,[D]. Unablangig von der
Wahl dieser Unterteilungdanen wir stets eine Folgévon rationalen

Zwischenwerten finden, aber auch eine F(ﬂg&)n irrationalen. Dann
ist, unabkangig von der Unterteilung,

n—1 n—1
I(z,§) = Z fE) @iy — ;) = Z(miﬂ -r)=1-0=1

i=0 i=0
und B
I(,8) = > fE) @ — ;) = 0.
=0

Damit kann kein gemeinsamer Grenzwert existieren, undtssirdie
DIrRICHLETSche Sprungfunktion nichtiRMANN-integrierbar — ein sehr
viel Uberzeugenderes Ergebnis als das aus AbsdiBj)itt

9) Ausblick: Das Lebesgue-Integralir konnten allerdings auch ar-
gumentieren, dal3 esur‘ abzZhlbar unendlich viele rationale Zahlen,
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aberiberabahlbar viele irrationale zwischen null und eins gibt; da-

her sollten letztere das Geschehen dominieren,fdlnﬂ(x) dz sollte
verschwinden.

In der Tat kann man eine Verallgemeinerung desMRNN-Integrals
definieren, das EBESGUEIntegral, das tir siickweise stetige Funk-
tionen mit dem REMANN-Integral ibereinstimmt undifr die DRICH-
LETsche Sprungfunktion den Wert Null liefert. Dazu geht marhraem
franzZdsischen Mathematiker BRI LEON LEBESGUE (1875-1941) bei
den Unter- und Obersummen nicht wie be&RANN vonendlichvielen
Rechtecken aus, sondern aidhlbar unendlictvielen. (Wie man dies
im einzelnen macht, braucht uns hier nicht zu interessjeverwerden
uns im folgenden stets auf dassRANN-Integral besctanken.) Dieses
LEBESGUEINntegral existiertfastimmer: Man kann zwar di&xistenz
von Funktionen, iir die es nicht existierbeweiserexplizite Beispiele
solcher Funktionen sind aber nicht bekannt.

10) Anwendung auf Facheninhalte:Nachdem wir nun mit einen ex-
akten Integralbegriff haben, bietet sich araéHenlber dieses Integral
zudefinieren:

Definition: Ist f:[a,b] — R eine nichtnegative Funktion, so bezeich-

nen wir die Zahl
b
/f(x) dz

alsFlachezwischen der Kurvg = f(z) und derz-Achse zwischen den
Gerader: = ¢ undz = b.

Was passiert, wenjfiauch negative Werte annimmt@if (z) = x etwa
1
ist [ f(z)dz = 0, wie man sich leichiiberlegt anhand von Untertei-

-1
lungen, die symmetrisch zur Null liegen. Auch diaBi sich als Aussage
Uber Fhcheninhalte interpretieren — wenn man davon ausgeht,idaf3 d
Formel

Flache= Langex Breite
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fur die Rechteckéiche auch baiegativerLange und/oder Breite gelten
soll. Da Integrale nicht nur zur &henbestimmung, sondern auch etwa
zur Bestimmung der Ladung in einem Kondensator verwendeteme

ist dies die Interpretation, die man in der Mathematik in degisten
Fallen vorzieht; @ir die klassische Bche im Sinne des Tapezierens muf3

man mit
b

[ 1@ az

a

arbeiten.

Im Sinne dieser negativenabhgen und Breiten ist es auch sinnvoll,
Integrale fir b < a zu definieren durch

/bf(x)da: dif—/af(x)dx.
a b

Insbesondere ist dann fiich [ f(z) dz = 0.

§2: Wichtige Eigenschaften des Integrals

a) Erste Integrationsregeln

Das REMANN-Integral stellt die heuristischeldberlegungen vom Be-
ginn dieses Kapitels insofern auf eine exaktere matheateiSrund-
lage, als wir nun einen Integralbegriff haben, der auch kgeen un-
gewdhnlichen Funktionen wie dernRICHLETschen Sprungfunktion kei-
ne unerwarteten Ergebnisse liefert. Was allerdings dema@agspunkt
betrifft, die Umkehrung der Differentiation, wissen viiber das neue
Integral noch gar nichts, und auch sonst kennen wir nocht niette
Regelnuiber den Umgang damit und insbesondere dimdr seine Be-
rechnungohnedie umséndlichen und sehr langsam konvergierenden
RIEMANN-Summen.

In diesem Abschnitt sollen die ersten (und einfachstenjhssl Re-
geln zusammengestellt werden; danach erweitern wiacust unser
Instrumentarium, um dann damit auch kompliziertere unerggsante-
re Regeln zu beweisen.
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1) Monotonieregel:Eine der einfachsten, aber trotzdem dftzlichen
Regeln fir den Umgang mit Integraleibersetzt Gilierbeziehungen
zwischen Integranden in GRenbeziehungen zwischen Integralen:

Satz: f und g seien gdickweise stetige Funktionen auf dem Inter-
vall [a, b], und fur allez € [a, b] sei f(z) < g(x). Dann ist auch
b

/b f@)dz < / g(@)da .

a

/bf(x)dx S/blf(x)l dx

BeweisWir betrachten eine Unterteilungdes Intervalls¢, b] und eine

dazu kompatible Sequerzvon Zwischenwerteni(z, £) sei die zu-

getbrige REMANN-Summe @ir f und J(z, £) die fir g. Da fir jedest;

nach Voraussetzung(¢;) < g(&,) ist, folgt unmittelbar aus der Defi-

nition der REMANN-Summen, daf¥(z, £) < J(z, &) ist. Da sich eine

solche Kleinergleichbeziehung auch auf Grenzweébtertégt, ist daher
b

/b f@)dz < / o(z) dz,

a

Insbesondere ist

wie behauptet.
Insbesonderednnen wir dies auch anwenden auf die Ungleichungskette

—|f@)] < f(@) < |f(@)]

und erhalten

/b|f(x) dz < /bf(x)dx S/blf(x) dz,

/bf(fv)d:c S/b|f(ac)| dz .

d.h.
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2) Linearitat und Zusammensetzungsenauso einfach ist die Lineari-
tatsregel:

Satz: Fiurzwei stickweise stetige Funktionefg: [a, )] — Rund zwei
reelle Zahleny, 3 ist

b b b
/ (af(z) + Bg(@)) dz = o / f(e)de +5 / ors

a

Beweis:Wie beim letzten Satz:i¥ jede REMANN-Summe zu einer fe-
sten Unterteilung: und jede damit kompatible Zwischenwertsequénz
gilt die zur Behauptung des Satzes analoge Gleichung, umdt ddt
im Limes auch der Satz selbst. -
Fur die Zusammensetzung von Integrationsintervallen giaetungs-
genan

Satz: Fira < b < cund eine dickweise stetige Funktioft [a, c] — R
Ist . ) .

/f(x) dr = /f(a:) dx +/f(:c) dz .

a a b

(o4
Beweis:[ f(z) dz kann als Grenzwert vonIRMANN-Summen zu einer

beliebigaen Folge sich verfeinernder Unterteilungen vere] berech-
net werden; insbesonderérinen also Unterteilungen gahit werden,
die den Zwischenpunki enthalten, und déf folgt die Behauptung
unmittelbar. .

3) Der Mittelwertsatz der Integralrechnungiie der Mittelwertsatz der
Differentialrechnungdie Ableitung mit der Steigung einer geeigneten
Sehne in Verbindung bringt, sagt uns der Mittelwertsatzldegral-
rechnungdal die Fiche unterhalb einer Kurve gleich der eines gewis-
sen Rechtecks ist. Das haben wir bei der Konstruktion desARIN -
Integrals bereit zur Motivation benutzt; hier soll es nun kmblick
auf spatere Anwendungen in etwasofferer Allgemeinheit bewiesen
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werden. Insbesondere wird durch dieses Satz auch die zniBdgg-
ses Kapitels postulierte Interpretation von IntegralerMittelwerte auf
eine solide Grundlage stellt.

Satz: f:[a,b] — R sei eine stetige Funktiow; [a,b] — R sei stick-
weise stetig und nirgends negativ. Dann gibt estein[a, b], so dal3

b b
/ F(@)g(@) d = £(€) / o(@)da .

Die Funktiong sollte man sich dabei als ein&ewichtsfunktion” vor-
stellen, die die verschiedenerWerte verschieden stark gewichtet. Am
anschaulichsten ist der Spezialfal= 1, der deshalb noch einmal ge-
trennt angegeben sei:

Korollar: Fur eine stetige Funktioffi: [a, b] — R gibt es eirt € [a, b]
mit

b
1O =5+, [ fa .

Mit anderen WortenbDer ,Mittelwert* der Funktionf im Intervall [a, b]
existiert nicht nur, sondern wird auch an (mindestens)reStelle im
Intervall angenommen.

Zum Beweisdes Satzes betrachten wir das Minimuirund das Maxi-
mum M von f auf [a, b]. Da g nirgends negativ wird, gilt dann auctrf
jedesz € [a, b]

mg(z) < f(z)g(z) < M g(z)

und damit nach der Monotonieregel

b b b
m/g(x)d:c < /f(x)g(m)dm < M/g(x)d:c.

Es gibt daher eine reelle Zahlzwischenm und M, den Mittelwert, so

dan
b

/b F(@)g(@) dz = p / o(x) dz

a
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ist, und wegen der Stetigkeit vghgibt es nach dem Zwischenwertsatz
mindestens eig € [a, b] mit f(&) = u.

Damit ist der Satz bewiesen, und das Korollar istirlath einfach der
Spezialfallg = 1, fur den das Integralberg gleichb — a ist.

Man beachte, dal dieser Saifr hiur stiickweisestetige Funktionf im
allgemeinemicht gilt: Fur

_fo furz<o
f(“’)‘{l fur z > 0

ist

1
1 1 /1 1
-1
nicht in der Formf(¢) darstellbar.

b) Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Eine Motivation zur Einfihrung eines Integrals war die Suche nach einer
Umkehroperation zur Differentiation: Genau wie die Diffetiation aus
einem zeitabéingigen Weg eine Geschwindigkeit macht, wollten wir
ausgehend von einer zeitébigigen Geschwindigkeit den Weg iaak-
bekommen. Der Hauptsatz der Differential- und Integrélremg sagt
uns nun endlich, daf3 wir dieses Ziel erreicht haben:

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: f:[a,b] — R sei
eine stetige Funktion und

b
Fy(z) = / 76) de .

Dann istF)(z) = f(z) fur allez € (a, b).

Ist umgekehrtF’ eine differenzierbare Funktion, deren Ableitung auf
dem offenen Intervalld, b) mit f Ubereinstimmt, so gibt es eine reelle
Zahl C derart, daf¥'(z) = F,(z) + C ist.
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Beweis:Die Ableitung vonF, ist
F(z+h) - F(z)
h )

F'(z) = lim
a(@) h—0
flr positivesh ist z+h

x z+h
) B@= [ f@ds [f@de= [ o)
(s. Abschnittb)); fur negatives: ist entsprechend
Fe+h) - F@)=- [ f@d.

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung aus dem garigb-
schnitt gibt es in jedem der beidedlfe ein¢ zwischenz undx + h, so
daR das Integral gleidt| - £(&) ist; in der Abbildung ist dies die Bthe
des schwarz umrandeten Rechtecks. Somit ist
F(x+h)—F (z
QAL AC R

X x+h

F(x) = grune Flache, F(z + h) — F(z) = rote Flache

Geht numh gegen Null, so muf3 die zwischerundz +h liegende Zahg
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gegenr gehen; wegen der Stetigkeit vgrist alsoF (z) = f(z).

Ist F' eine weitere Funktion mit Ableitungy, so hat die Differenz von F'
undF, die Ableitung Null. Nun erinnern wir uns an Kapitel 3: Wene di
Ableitung einer Funktior(z) verschwindet, muf3 die Funktion konstant
sein. Also gibt es eine Konstan€& so dal¥f'(z) — F,(z) = C'ist und
damit auch¥(z) = F,(z) + C, wie behauptet.

Fur die Berechnung bestimmter Integrale bedeutet dies

Korollar: Ist F' irgendeine differenzierbare Funktion mit der Eigen-
schaft, dalF’(z) = f(x) ist im Intervall [a, b], S0 gilt

b
/f(w)dw=F(b)fF(a).

Beweis:Mit obigen Bezeichnungen ist das Integral gleiEn(b). Zur
FunktionF’ gibt es nach dem Hauptsatz eine Konstanteo dal¥'(x) =
F, (z) + C ist. Damit istF'(b) — F'(a) = F,(b), wie gewiinscht. .
Fur,einfache" Integranden istdies im allgemeinen die besiglidhkeit
zur Berechnung eines Integrals; die Funktiorfémaben daher einen
Namen verdient:

Definition: Eine differenzierbare Funktiod” heil3t Stammfunktion
von f, wennF’(z) = f(z) ist; wir schreiben
P = [ fds+C,

wobei dielntegrationskonstant€’ die Nichteindeutigkeit der Stamm-
funktion ausdiickt.

Diese Nichteindeutigkeit sorgt auch dafdafd zwar nach obigem Haupt-
satz die Differentiation die Integratioiickgangig macht, die Integration
umgekehrt aber die Differentiation nur bis auf auf eine Kante:

Korollar: /f’(ac) dz = f(z)+C

BeweisKlar, dennf ist eine Stammfunktion voifi’.
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Falls wir eine Stammfunktion voif kennen, ist die Berechnung des
Integrals

b
/f(x)d:c =F(b) — F(a)
also ganz einfach. Eine erste Auswahl von Stammfunktiomealten

wir durch Rickwartslesen von Differentiationsregeln: Die Ableitung
vonz™ beispielsweise istz" 1, also ist wegen der Lineaditsregel

N mn+1
/:v d;c—n+1+C fallsn # —1.

Firn = —1 wissen wir, daz ! = 1/z die Ableitung des Logarithmus
ist; somit haben wir in diesem Fall die Stammfunktion

/d—wzlogaﬁc.
T

Die Funktione®® hat Ableitungae®®, also ist
/e‘””dm: ¢ +c fallsa 7 0.
a

Auch Formeln wie

. coswz Ssinwzx
/smwx dr = — +C und /COSUJJJ dx = +C
w w

sind nun problemlos.

c) Patrtielle Integration
Eine wichtige Regel der Differentialrechnung ist @mduktregel
(wv)'(z) = v (z)v(z) + u(z)v'(z) .
Fur die Zwecke der Integralrechnung schreiben wir sie besser
u'(z)v(z) = (o) () — u(z)v'(z),
was integriert auf
/u'(w)v(m) dz = u(z)v(z) — /u(w)v'(m) dx

fuhrt — die Regel der partiellen Integration. Sie ist daiitelich, wenn
sich der Integrand als Produkt schreibafdtl wobei einer der Faktoren

Kap. 4: Integralrechnung 254

eine bekannte Stammfunktion hat; gelegentlich ist dannRtagukt
uw(z)v'(z) leichter integrierbar alg’ (z)v(z).

Als Beispiel dazu betrachten wir das Integral

/:csinxdx.

Hier konnten wir entweder)'(z) = = und v(z) = sinz setzen; dann
ware aberu(z)v'(z) = —%zz cosz komplizierter als unser gegebener
Integrand. Setzen wir abe(z) = z und«'(z) = sinz, so khnnen wir
u(z) = — cosz setzen und’(z) = 1. Somit ist

/xsinxdac:—xCOSx+/COSxdx:sinx—xCOSaHC.

Auch in einigen @nzlich unerwartetendflen fuhrt partielle Integration
manchmal zum Erfolg, beispielsweisérinen wir damit die Stamm-
funktion des Logarithmus bestimmen. Der Logarithmus isaznicht
als Produkt zweier Funktionen definiert, aber winken ihn nairlich
schreiben als

logz = u'(z)v(x) mit «'(z)=1 und w(z)=logx.
Dann ist 1
w(z)=z und V'(z)==;
x

nach der Regel zur partiellen Integration ist daher

/logxdm:xlogxf/ac-de:xlogxf/ldx
T

=zloge —x+C =z(logz —1)+C'.

d) Substitutionsregel
Auch die Kettenregelf(og)'(z) = f'(g(z)) - ¢'(x) laBt sich umschreiben
zu einer Integrationsregel, d8ubstitutionsregel
[ 16@) @ o= F(g(@) +C,
wobei F' eine Stammfunktion vorf ist.

Diese Regel drfte wohl meist der erfolgversprechendste Versuch zum
Auffinden einer Stammfunktion sein — vor allem, wenn man sie v



