
Kapitel 4
Integralrechnung
Die Integralrechnung ist neben der Differentialrechnung die zweite
wichtige S̈aule der Analysis. Wir betrachten auch sie in diesem Se-
mester nur im eindimensionalen Fall.

§1: Das Riemann-Integral

a) Heuristische Vorüberlegungen

Seiner großen Bedeutung entsprechend, wollen wir uns dem Integral-
begriff zun̈achst heuristisch n̈ahern, bevor wir ihn – mit beträchtlichem
technischem Aufwand – in Abschnittc) formal einf̈uhren.

Die Integration dient prim̈ar drei Zwecken:� Sie dient zur Umkehrung der Differentiation.� Sie dient zur Fl̈achenberechnung.� Sie dient zur Durchschnittsberechnung.

Wie wollen uns alle drei Aspekte kurz ansehen.

1) Integration als Umkehrung der Differentiation:Das klassische Bei-
spiel zur Einf̈uhrung der Differentiation ist die Geschwindigkeit als
Ableitung des Wegs nach der Zeit. Es liegt daher nahe, zur Einführung
des Integrals die Frage nach der Berechnung des Wegs aus der Ge-
schwindigkeit zu betrachten.

Wir nehmen also an, ein Fahrzeug sei zur Zeitt = 0 an der Stelles = 0
und beschleunige in fünf Sekunden auf die im Stadtverkehr zulässige
Höchstgeschwindigkeit von 13,9m/sec. Welchen Weg hat es bisdahin
zurückgelegt?
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Die Geschwindigkeit sei durch folgende Tabelle gegeben:t [sec] 0 1 2 3 4 5v [m/sec] 2,5 6,1 9,1 11,5 13,4 13,9

Ist s(t) der bis zum Zeitpunktt zurückgelegte Weg undv(t) die dann
erreichte Geschwindigkeit, so ist bekanntlichv(t) =

dsdt � �s�t =

s(t + 1 sec)� s(t)
(t + 1 sec)� t =

s(t + 1 sec)� s(t)
1 sec

.

Also ist s(t + 1 sec)� s(t) + v(t) � 1 sec .

Da wir sowohls(0 sec) = 0m als auch die Wertev(t) für t = 0; 1; 2; 3
und 4 sec kennen, können wirs(5 sec) rekursiv berechnen alss(5 sec)� v(0 sec)� 1 sec +v(1 sec)� 1 sec +v(2 sec)� 1 sec

+ v(3 sec)� 1 sec +v(4 sec)� 1 sec

= 2;5m+ 6;1m+ 9;1m+ 11;5m+ 13;4m = 42;6m .

Also hat das Fahrzeug in fünf Sekunden 42,6m zurückgelegt?

Zumindest mit dieser Genauigkeit ist das sicherlich falsch, denn bei der
Berechnung des Wegs sind wir davon ausgegangen, daß das Fahrzeug
während der ersten Sekunde konstant mit einer Geschwindigkeit von
2,5m/sec gefahren ist, exakt ab deren Ende dann aber plötzlich eine
Sekunde lang mit 6,1m/sec,usw. Das ist naẗurlich unrealistisch; tat-
sächlich d̈urfte die Geschwindigkeit etwa so verlaufen sein, wie es die
Kurve in den Abbildungen angibt, wohingegen wir mit dem ebenfalls
eingezeichneten stufenförmigen Verlauf gerechnet haben. Wir haben die
Geschwindigkeit somit fast durchgängig unterscḧatzt und damit auch
einen zu kleinen Weg berechnet.

Alternativ ḧatten wir auch einenzu großenWeg scḧatzen k̈onnen, wenn
wir die Geschwindigkeit ẅahrend eines Sekundenintervalls jeweils auf
den bekannten Wert amEndedieses Intervalls gesetzt hätten; das Er-
gebnis ẅare dann gewesens(5 sec)� v(1 sec)� 1 sec +v(2 sec)� 1 sec +v(3 sec)� 1 sec

+ v(4 sec)� 1 sec +v(5 sec)� 1 sec

= 6;1m+ 9;1m+ 11;5m+ 13;4m+ 13;9m = 54;0m .
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Tatsächliche und unterschätzte Geschwindigkeit

Tats̈achlich wissen wir im Augenblick also nur, daß der zurückgelegte
Weg irgendwo zwischen 42,6m und 54m liegt.
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Eine bessere Schätzung bekommen wir, wenn wir anstelle der Sekunden-
intervalle Intervalle von nur einer halben Sekunde betrachtet – voraus-
gesetzt naẗurlich, wir kennen die Geschwindigkeit auch für halbzahlige
Sekundenwerte. Die entsprechenden Werte seien die in der folgenden
Tabelle angegebenen:t [sec] 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5v [m/sec]2,5 4,4 6,1 7,8 9,1 10,4 11,5 12,6 13,4 13,8 13,9

Jetzt ist die
”
unterscḧatzte“ Wegstrecke

9Xk=0

v�k
2

sec

� � 1
2

sec = 45;6m,

und die
”
überscḧatzte“ ist

10Xk=1

v�k
2

sec
� � 1

2
sec = 51;3m,

die Unsicherheit hat sich also etwa halbiert. Die nächste Abbildung
zeigt den Verlauf von unterschätzter, tats̈achlicher undüberscḧatzter
Geschwindigkeit f̈ur die Halbsekundenintervalle.
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Beide Werte wie auch ihre Differenz lassen sich leicht geometrisch
veranschaulichen: In der nächsten Abbildung ist die unterschätzte Ge-
schwindigkeit die Fl̈ache der Rechtecke unterhalb der unteren Trep-
penfunktion, dieüberscḧatzte entsprechend die Fläche der Rechtecke
unterhalb der oberen Treppenfunktion, wobei die Basis der Rechtecke
jeweils auf der Zeitachse liegt. Die Differenz ist somit gleich der Fl̈ache
der Differenzrechtecke.

Diese k̈onnen wir durch weitere Verfeinerung der Abtastung verklei-
nern. Dazu nehmen wir an, die eingezeichnete Kurve (die tatsächlich
einfach eine notd̈urftig angepaßte Polynomfunktion darstellt) gebe den
tats̈achlichen Geschwindigkeitsverlauf wieder, und lassen denCompu-
ter rechnen:

Wenn wir die Geschwindigkeit viermal pro Sekunde bestimmenund den
zurückgelegten Weg damit schätzen, erhalten wir als untere Schranke

19Xk=0

v�k

4
sec

� � 1
4

sec� 47;14m

und als obere Schranke
20Xk=1

v�k

4
sec

� � 1
4

sec� 49;99m .

Mit zehn Geschwindigkeitswerten pro Sekunde verbessert sich die un-
tere Schranke auf

49Xk=0

v� k

10
sec

� � 1
10

sec� 48;02m

und die obere auf
50Xk=1

v� k

10
sec

� � 1
10

sec� 49;16m .

Wie die Abbildung zeigt, unterscheiden sich nun die Rechtecke der
unteren Abscḧatzung nur noch wenig von denen der oberen, und die
Fläche unter der Geschwindigkeitskurve liegt schon recht nahe bei der
Fläche der Rechtecke aus jeder der beiden Abschätzungen.

Gehen wir von den Zehntelsekunden zu den Hundertsteln, sinddie
Rechtecke zumindest visuell nicht mehr voneinander und vonder Fl̈ache
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unter der Kurve zu unterscheiden; zu sehen ist nur noch eine durchweg
dunkelgr̈une Fl̈ache.
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Rechnerisch gibt es noch einen kleinen Unterschied im Dezimeter-
bereich:

499Xk=0

v� k

100
sec

� � 1
100

sec� 48;54m

und
500Xk=1

v� k

100
sec

� � 1
100

sec� 48;66m .

Bei einer nochmaligen Verzehnfachung der Intervallanzahlist naẗurlich
graphisch nichts neues mehr zu sehen; die Schätzwerte verbessern sich
auf

4999Xk=0

v� k

1000
sec

� � 1
1000

sec� 48;595m

für die untere Schranke und
5000Xk=1

v� k

1000
sec

� � 1
1000

sec� 48;607m

für die obere.

Um die eingangs gestellte Frage nach dem zurückgelegten Weg millime-
tergenau beantworten zu können (sofern man diese Genauigkeit wirklich
als sinnvoll betrachtet), muß die Geschwindigkeitskurve 10000 Mal pro
Sekunde abgetastet werden, und wir erhalten die Schranken

49999Xk=0

v� k

10000
sec

� � 1
10000

sec� 48;6006m

und
50000Xk=1

v� k

10000

�

sec� 1
10000

sec� 48;6017m ;

das Fahrzeug legte in fünf Sekunden also 48m und 60,1cm zurück.

2) Integration als Flächenbestimmung:Die beiden letzten Abbildun-
gen zeigen, daß die immer feiner werdenden Rechtecke, die wir für die
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obigen Abscḧatzungen ẅahlten, die Fl̈ache unter der Kurvev = v(t) im-
mer besser annähern. Wenn wir die Einheiten vergessen undtwie auchv
als Längen ansehen, können wir die oben betrachteten Ausdrücke

5n�1Xk=0

v�kn� � 1n und
5nXk=1

v�kn� � 1n
also auch als N̈aherungswerte für die Fl̈ache unter der Kurve ansehen
und den Fl̈acheninhalt als ihren gemeinsamen Grenzwert für immer
größer werdendesn berechnen.

Genau genommen handelt es sich hier allerdings nicht um dieBerech-
nungdieser Fl̈ache, sondern um dieDefinitiondes Fl̈acheninhalts, denn
es gibt schließlicha priori keinen Begriff des Fl̈acheninhalts einer
krummlinig begrenzten Fläche. Die hier geẅahlte Definitionüber ei-
ne Ausscḧopfung mit immer feiner werdenden Rechtecken ist zwar sehr
naẗurlich, aber nicht zwangsläufig. Sie istübrigens weiẗalter als jeder
Begriff eines Integrals oder auch nur Grenzwerts: Bereits vor über zwei
Jahrtausenden, um etwa 370 vor Christus, definierte der griechische Ma-
thematiker EUDOXOS VON CNIDOS (ca. 408–ca. 355), ein Scḧuler und
sp̈aterer Konkurrent PLATOS, Flächeninhalte auf diese Weise; später hat
ARCHIMEDES VON SYRAKUS (287–212) diese Methode perfektioniert
und angewandt auf Kreise und Parabeln; insbesondere berechnete er
damit seine Abscḧatzung 223=71< � < 22=7 für �, in Dezimalzahlen
ausgedr̈uckt 3;1408 < � < 3;1429, wobei diese Abschätzung aller-
dings nicht auf Rechtecken beruht, sondern auf der Konstruktion des
regelm̈aßigen 96-Ecks.

3) Integration als Durchschnittsbestimmung:Kehren wir wieder zu-
rück zum Eingangsbeispiel eines sich beschleunigenden Fahrzeugs, und
fragen wir uns, wie hoch dieDurchschnittsgeschwindigkeitwar. Bei
endlich vielen Werten ist der Durchschnitt natürlich einfach das arith-
metische Mittel, also z.B.

1
5

� �v(0 sec) +v(1 sec) +v(2 sec) +v(3 sec) +v(4 sec)

�

=
1
5

� 42;6m= sec = 8;52m= sec ,
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wenn wir die Geschwindigkeiten vomAnfangjedes Sekundenintervalls
nehmen, und

1
5

� �v(1 sec) +v(2 sec) +v(3 sec) +v(4 sec) +v(5 sec)

�

=
1
5

� 54;0m= sec = 10;8m= sec ,

wenn wir die vom Ende nehmen.

Natürlich läßt sich auch hier die Abtastung immer weiter verfeinern; die
entstehenden Ausdrücke

1
5n � 5n�1Xk=0

v�kn sec

�

und
1

5n � 5nXk=1

v�kn sec

�

entsprechen bis auf einen Faktor von15 sec genau denen aus Teila),
wo wir den Weg abgeschätzt haben – wie es ja auch in der Tat der
Fall sein muß: Die Durchschnittsgeschwindigkeit ist schließlich nichts
anderes als der zurückgelegte Weg dividiert durch die zugrundeliegende
Zeitspanne von f̈unf Sekunden.

Trotzdem ist die Interpretation eines Integrals als Durchschnitt gelegent-
lich von unabḧangigem Interesse, da vor allem bei Anwendungen in der
Quantenphysik oft zwar Durchschnitte existieren, aber keine

”
Zähler“

und
”
Nenner“, als deren Quotienten man sie interpretieren könnte.

b) Integration elementarer Funktionen

Abstrahieren wir vom Beispiel der Wegberechnung anhand einer Ge-
schwindigkeitskurve und betrachten wir das allgemeine Problem, zu
einer gegebenen reellwertigen Funktionf eine neue FunktionF zu
finden derart, daßF 0(x) = f (x) ist.

Da jede konstante Funktion die Ableitung Null hat, ist mitF für jede
reelle Zahl auchF +  eine solche Funktion; um ein konkretesF
hinzuschreiben, m̈ussen wir also einen Funktionswert vonF festlegen;
der Einfachheit halber sei dies, in Analogie zum obigen Beispiel, der
WertF (0) = 0.

Damit übernimmtf die Rolle der Geschwindigkeitv, dem Weg ent-
spricht die FunktionF , die Variable ist nunx anstelle der Zeitt, und da
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unsF an einer beliebigen Stellex interessiert, nicht nur wie im obigen
Beispiel an der Stelle 5, empfiehlt es sich,n jetzt als Gesamtzahl der In-
tervalle zu nehmen, nicht wie oben als Anzahl der Intervallepro Einheit
(Sekunde). Die L̈ange eines jeden Intervalls wird dann zux=n, und die
Analoga zu obigen Summen sind die Ausdrücken�1Xk=0

f �kxn � � xn und

nXk=1

f �kxn � � xn ,

deren gemeinsamer Grenzwert für immer gr̈oßer werdendesn der ge-
suchte WertF (x) sein sollte.

Wir definierendaherF (x) =
def

limn!1 n�1Xk=0

f �kxn � � xn (�)
in der Hoffnung, daß dieser Grenzwert existiert und mit dem anderen
übereinstimmt – zumindest in hinreichend vielen interessanten F̈allen.
Bevor wir uns im n̈achsten Paragraphen dieser Frage zuwenden, wollen
wir hier zun̈achst etwas mit dieser vorläufigen Definition spielen und
sehen, was sie bei einfachen Funktionen liefert.

1) Die Funktion f (x) = x2: Hier erhalten wirF (x) =
def

limn!1 n�1Xk=0

f �kxn � � xn = limn!1 n�1Xk=0

�kxn �2 � xn

= x3 limn!1 1n3

n�1Xk=0

k2 .

Wie wir aus denÜbungen wissen (oder noch einmal durch vollständige
Induktion beweisen k̈onnen) istn�1Xk=0

k2 =

n(2n� 1)(n� 1)
6

,
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also k̈onnen wir dies vereinfachen zuF (x) = x3 limn!1 1n3

� n(2n� 1)(n� 1)
6

= x3 limn!1 n(2n� 1)(n� 1)
6n3

=

x3

6
limn!1�nn��2n� 1n ��n� 1n �

=

x3

6

� 2 =

x3

3
.

Diese Funktion hat tatsächlich die AbleitungF 0(x) = x2, zumindest in
diesem Beispiel funktioniert also die Definition (�).
2) Die Exponentialfunktion: Versuchen wir dasselbe nochmal für die
Funktionf (x) = ex. Hier führt (�) (wieder mit der FestlegungF (0) = 0)
auf den AnsatzF (x) =

def
limn!1 n�1Xk=0

f �kxn � � xn = limn!1 n�1Xk=0

e ixn � xn

= x limn!1 1n n�1Xk=0

�e xn�k .

Die Summe ganz rechts ist eine geometrische Reihe mitq = ex=n; da wir
uns nur f̈ur Wertex 6= 0 interessieren, k̈onnen wir die Summenformeln�1Xk=0

qk =
1� qn

1� q

anwenden und erhalten

F (x) = x limn!1 1n � 1� �e xn�n

1� e xn = x limn!1 1n � 1� ex

1� e xn
= x(1� ex) limn!1 1n

1� e xn .

Im Grenzwert ganz rechts gehen für n ! 1 leider sowohl der Z̈ahler
als auch der Nenner gegen Null, wir müssen also die Regel vonDE

L’H ÔPITAL anwenden. Diese gilt zwar nur für Grenzwerte von Werten
stetiger Funktionen, ẅahrend wir hier den Grenzwert einer diskreten

Kap. 4: Integralrechnung 226
Folge suchen, aber wenn für eine reelle Variableu der Grenzwert

limu!1 1u

1� exu

existiert, konvergiert natürlich auch die Folge der Zahlen
1n

1� e xn für n = 1; 2; 3; : : :
gegen eben diesen Grenzwert.

NachDE L’H ÔPITAL ist

limu!1 1u

1� exu = limu!1 ddu 1uddu (1� exu )
= limu!1 �1u2�exu ��xu2

�

= limu!1 �1xexu =
�1x .

Eingesetzt in den Ansatz für F (x) führt dies aufF (x) = x(1� ex) � �1x = ex � 1 ,

eine Funktion, deren Ableitung in der Tatex ist.

3) Die Dirichletsche Sprungfunktion:Bevor wir zuüberm̈utig werden,
möchte ich als letztes Beispiel noch eine Funktion betrachten, die sich
im Gegensatz zu Quadrat und Exponentialfunktion alles andere als gut
verḧalt, die DIRICHLETsche Sprungfunktionf (x) =

�

1 für x 2 Q

0 für x =2 Q .

Mit F (0) =
def

0 ist wiederF (x) =
def

limn!1 n�1Xi=0

f �kxn � � xn .

Dabei ist die Zahlkx=n für k = 0 rational, da Null; f̈ur k 6= 0 ist sie
genau dann rational, wenn auchx rational ist. In diesem Fall ist alsof (kx=n) = 1 für allek, d.h.F (x) = limn!1 n�1Xk=0

xn = limn!1n � xn = x
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für rationalesx. Für irrationalesx dagegen sind allekx=n außer der
Null irrational, also istf (ix=n) = 0 für allei 6= 0. Damit bleibt von der
Summe nur der erste Summand stehen, d.h.F (x) = limn!1 xn = 0 .

Also ist F (x) =

�x für x 2 Q

0 für x =2 Q ,

eine offensichtlich nicht differenzierbare Funktion, undwenn F 0(x)
nicht einmal existiert, kann es natürlich auch nicht gleichf (x) sein.

Auch unter dem Gesichtspunkt der Interpretation vonF (x) als Fl̈ache
unterhalb der Kurvey = f (x) ist das Ergebnis unbefriedigend, denn
da f (x) � 0 für alle x, sollte F (x) eine monoton wachsende (oder
zumindest nicht fallende) Funktion vonx sein, wohingegen das gerade
berechneteF bei jeder rationalen Zahl auf Null zurückfällt.

Der Ansatz (�) hat also auch seine Tücken, und es wird Zeit, diese
heuristische Definition durch eine bessere zu ersetzen.

c) Definition des Riemann-Integrals

Tats̈achlich ist der Ansatz (�) nicht so schlecht: F̈ur die beiden gutarti-
gen Funktionen und für das Eingangsbeispiel der Streckenbestimmung
führte er schließlich zu vernünftigen Ergebnissen, und wie wir bald se-
hen werden, kann man Integraleüber stetige Funktionenimmer nach
diesem Ansatz bestimmen; zumindest als Veranschaulichungdes In-
tegralbegriffs sollte man ihn daher durchaus im Hinterkopfbehalten.
Problematisch wird er erst bei

”
schlechten“ Funktionen wie der im letz-

ten Beispiel.

1) Warum lohnt sich ein allgemeinerer Ansatz?Dies legt naẗurlich die
Frage nahe, ob man solche

”
schlechten“ Funktionen für Anwendungen

wirklich braucht, und wenn ja, ob man sie so sehr braucht, daßsich der
erhebliche technische Aufwand, den wir in diesem Paragraphen treiben
müssen, lohnt.

Die DIRICHLETsche Sprungfunktion ist ein rein theoretisch konstruiertes
Gegenbeispiel, das wohl keinerlei praktische Anwendung haben d̈urfte.
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Eine ihrer charakteristischen Eigenschaften taucht allerdings auch bei
praktisch relevanten Funktionen auf: Plötzliche Spr̈unge k̈onnen bei
den wenigsten Anwendungen ausgeschlossen werden; im Gegensatz zu
DIRICHLETs Beispiel ist dort allerdings die Menge der Sprungstellen
diskret.

Wirklich kompliziert wird die Situation beispielsweise bei der mathe-
matischen Modellierung von B̈orsenkurses oder auch des Rauschens in
einer elektronischen Schaltung, wo Sprünge mit Hilfe von Zufallspro-
zessen beschrieben werden. Für solche Anwendungen wird der in die-
sem Paragraphen definierte Integralbegriff nicht ausreichen; er ist aber
eine unabdingbare Voraussetzung, um die dort benötigten Techniken zu
verstehen.

Obwohl wir im folgenden fast jeden der wichtigeren Sätze aus der bishe-
rigen Vorlesung noch einmal in die Erinnerung zurückrufen und anwen-
den m̈ussen, ist die nun folgende Konstruktion also kein Luxus, sondern
zumindest langfristig notwendig auch für praktische Anwendungen.

2) Wo sollte der bisherige Ansatz modifiziert werden?Ein Punkt, bei
dem der bisherige Ansatz nur aufgrund der Einfachheit der betrachte-
ten Beispiele so erfolgreich war, ist dieAbscḧatzungdes Grenzwerts
durch die endlichen Approximationen. Beim Beispiel der Geschwindig-
keit eines beschleunigenden Fahrzeugs war das problemlos,denn die
Geschwindigkeit war eine monoton wachsende Funktion, die für jedes
Teilintervall am linken Ende ihr Minimum und am rechten ihr Maximum
annimmt.

Auch f (x) = x2 ist für x � 0 monoton wachsend,f (x) = ex sogar f̈ur
allex 2 R , so daß wir auch hier leicht untere und obere Schranken fürF (x) berechnen k̈onnen.

Für nichtmonotone Funktionen dagegen ist die Situation völlig anders:
Betrachten wir als Beispiel etwa die Sinuslinie zwischen Null und� mit
einer Ann̈aherung der Fläche durch sechs Rechtecke.

In beiden Abbildungen sind diese Rechtecke eingezeichnet,einmal be-
zogen auf den Funktionswert am linken Ende des Teilintervalls und ein-
mal bezogen auf den am rechten. Wie man sieht, liegen die Rechtecke
exakt spiegelsymmetrisch zueinander und haben damit insbesondere die
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gleiche Summe der Flächeninhalte, n̈amlich jeweils ungef̈ahr 1,954. Die
Fläche unter der Sinuslinie zwischen Null und� ist allerdings, wie wir
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bald sehen werden,� cos� � (� cos 0) =�(�1)� (�1) = 1 + 1 = 2 .

Wenn man ein (jedem Wissenschaftler zu empfehlendes) gesundes Miß-
trauen gegen Computer und Taschenrechner mitbringt, könnte man ver-
sucht sein, den Wert 1,954 als eine

”
Taschenrechnerzwei“ zu interpre-

tieren; da aber die Sinuswerte an den Stellen 0; �6 ; �3 ; �2 ; 4�
3 ; 5�

6 und 1
wohlbekannt sind (im Winkelmaß ausgedrückt sind diese Stellen gera-
de die Vielfachen von 30Æ), kann man die Summe der Rechteckflächen
exakt berechnen mit dem Ergebnis�

6
(2 +

p
3) ,

das schon wegen der Transzendenz von� nicht gleich zwei sein kann.
Somit haben wir definitiv keine obere Schranke für den korrekten Wert,
und zumindesta priori haben wir auch keine untere, denn daß die
Summe der Rechteckflächen kleiner ist als die Fläche unter der Kurve
folgte je erst nachträglich durch Vergleich der beiden Werte.

Um wirklich eine untere Schranke für die Fl̈ache zu bekommen, m̈ußte
man hier im Beispiel f̈ur die ersten drei Rechtecke den Funktionswert am
linken Ende des Teilintervalls nehmen und für die letzten drei den vom
rechten; f̈ur eine obere Schranke müßte man genau umgekehrt vorgehen.

Für eine beliebige Funktion gibt es aber offensichtlich keinen Grund,
warum das Minimum oder Maximum̈uberhaupt an einem Intervallende
angenommen werden sollte; für einen m̈oglichst allgemeinen Integral-
begriff sollte man also auch Punkte im Intervallinnern zur Ermittlung
der Höhe des Rechtecks heranziehen: Anstelle der bislang betrachteten
Unterteilunga < a+Æ < a+2Æ < � � � < a+(n�1)Æ < a+nÆ = b mit Æ =

b� an

sollte also eine beliebige Unterteilunga = x0 < x1 < x2 < � � � < xn�1 < xn = b

treten.

3) Anwendung des Mittelwertsatzes:Einen weiteren Grund dafür liefert
uns ein alter Bekannter aus Kapitel 3, derMittelwertsatz der Differen-
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tialrechnung:Ist F stetig in einem Intervall [u; v] und differenzierbar
in (u; v), so gibt es einen Punkt� 2 (u; v), so daßF 0(�) =

f (v)� f (u)v � u

ist.

Wir suchen zu einer gegebenen Funktionf eine differenzierbare Funk-
tion F mit F 0 = f . Falls wir annehmen, daß wir diese Funktion schon
hätten,so ẅareF 0 = f , und nach dem Mittelwertsatz gäbe es in jedem
Intervall (xi; xi+1) ein Element�i, so daßF (xi+1)� F (xi)xi+1� xi = F 0(�i) = f (�i)
wäre, d.h. F (xi+1) = F (xi) + f (�i)(xi+1� xi) .

Rekursiv folgt, daßF (x) = F (xn) = F (xn�1) + f (�n�1)(xn � xn�1)

= F (xn�2) + f (�n�1)(xn�1 � xn�2) + f (�n�1)(xn � xn�1)

=
...

= F (x0) +

n�1Xi=0

f (�i)(xi+1� xi) .

Damit ist also die Fl̈ache unter der Kurvey = f (x) exaktgleich der Ge-
samtfl̈ache endlich vieler geeignet gewählter Rechtecke; die Abbildung
unten veranschaulicht dies anhand der ganz zu Beginn betrachteten Ge-
schwindigkeitsfunktion. Hier ist nicht nur die Fläche unter der Kurve
exakt gleich der Fl̈ache der f̈unf Rechtecke, sondern auch die Fläche ei-
nes jeden Rechtecks gleich der Fläche zwischen Kurve und Grundlinie
des Rechtecks, wir kommen also mit endlich vielen Rechtecken aus und
brauchen nicht einmal einen Grenzwert zu berechnen.

Der Haken bei der Sache ist natürlich, daß wir die
”
geeignet geẅahlten“

Rechtecke nicht kennen: Im obigen Ausdruck ist alles bekannt außer
den Werten�i, an denen die Funktionf ausgewertet wird.
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Die Fläche unter der Kurve ist gleich der Fläche der fünf Rechtecke

Die Idee zur Definition des RIEMANN-Integrals ist nun, daß man einfach
beliebige�i zwischenxi undxi+1 wählt in der Hoffnung, daß bei immer
kleiner werdendem Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgendenxi

der Grenzwert nicht mehr von der Wahl der�i abḧangt.

Diese Hoffnung hat natürlich nur eine Chance auf Erfüllung, wenn die
Funktionf hinreichend stetig ist; ansonsten können sich die Werte vonf

an zwei beliebig nahe beieinanderliegenden Stellen immer noch beliebig
stark unterscheiden, indem sie beispielsweise wie oben davon abḧangen,
ob �i rational ist oder nicht.

4) Gleichm̈aßige Stetigkeit:Die Stetigkeit allein reicht allerdings immer
noch nicht ganz aus:

Erinnern wir uns:f heißtstetigauf einer TeilmengeD � R , wenn es
zu jedem" > 0 und zu jedemx 2 (a; b) ein Æ > 0 gibt, so daß gilt: Isty 2 D undjy � xj < Æ, so folgt, daßjf (y)� f (x)j < " ist.

Wir möchten mehr: Wir wollen, daß sich injedemRechteck der Wert
vonf (�) höchstens um" > 0 ändert, falls nur die Breite des Rechtecks
unter einer gewissen Schranke liegt, d.h. wir möchten, daßÆ nicht vonx

abḧangt
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Dies führt auf folgende Verscḧarfung des Stetigkeitsbegriffs:

Definition: D � R sei eine Teilmenge vonR und f :D ! R eine
Funktion.f heißtgleichm̈aßig stetigin D, wenn es zu jedem" > 0 einÆ > 0 gibt, so daß f̈ur allex; y 2 D gilt:jy � xj < Æ =) jf (y)� f (x)j < " .

Um zu sehen, daß dies mehr ist als die bloße Stetigkeit, betrachten wir
die Funktionf (x) = 1=x. Diese Funktion ist stetig auf der Menge aller
positiver reeller Zahlen, denn für 0< Æ < x und" > 0 ist���� 1x� Æ � 1x ���� =

���� �Æx(x� Æ) ���� =

Æx(x� Æ) < ", Æ < (x2 � xÆ)", Æ � xÆ" < x2", Æ < x2"

1� x" .

Der Ausdruck ganz rechts ist offensichtlich kleiner, wenn im Nenner
das Pluszeichen steht, also gilt: Für gegebenesx > 0 und" > 0 gilt für
jede positive reelle Zahlyjy � xj < Æ =

def

x2"

1 +x" ) ����1y � 1x ���� < " .

Damit ist die Stetigkeit der Funktion bewiesen. Sie ist abernicht
gleichm̈aßig stetig, denn es gibt aber kein vonx unabḧangigesÆ > 0 mit
dieser Eigenschaft: Der angegebene Ausdruck für das gr̈oßtm̈oglicheÆ

geht wegen des Faktorsx2 im Zähler f̈ur x! 0 selbst gegen Null, fällt
also unter jede vorgegebene positive Schranke. Die nächste Abbildung
zeigtÆ in Abhängigkeit vonx für den speziellen Wert" = 1

10.

In einem abgeschlossenen Intervall sollte so etwas nicht möglich sein,
und in der Tat gilt der (durchaus nichttriviale)

Satz: f : [a; b] ! R sei eine stetige Funktion auf dem abgeschlossenen
Intervall [a; b] mit a; b 2 R . Dann istf auf [a; b] gleichmäßig stetig.

DerBeweisist technisch und indirekt:

Angenommen,f wärenichtgleichm̈aßig stetig. Dann g̈abe es f̈ur minde-
stens ein" > 0 zu jedemÆ > 0 Punktex; y 2 [a; b], so daßjy � xj < Æ,
aberjf (y)� f (x)j � " wäre.
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Aufgrund der Annahme, der Satz sei falsch, können wir ein solches"

fixieren und betrachten die speziellen WerteÆ = 1n : Nach dem gerade
gesagten gibt es dazu Punktexn; yn 2 [a; b], so daßjyn � xnj < 1n ,
aberjf (yn)� f (xn)j � " ist.

Nun kommt der nichttriviale Teil: Wir ben̈otigen aus Kapitel 2 den

Satz von Bolzano-Weierstraß:Jede Folge (xn) von Punkten aus dem
abgeschlossenen Intervall [a; b] hat (mindestens) eine konvergente Teil-
folgexn� .

Insbesondere muß also die hier betrachtete Folge (xn) eine konvergente
Teilfolge

�xn� ��2N haben; deren Grenzwert sei 2 [a; b].
Da

��xn� � yn� �� < 1=n� ist, muß dann auch die Folge deryn� gegen

konvergieren, und daf nach Voraussetzung eine stetige Funktion ist,
gilt

lim�!1 f (xn� ) = lim�!1 f (yn� ) = f () .

Andererseits ist aber für jedes� nach Konstruktion der Folgen (xn)
und (yn) der Abstand zwischenf (xn� ) undf (yn� ) größer oder gleich
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der festgeẅahlten Zahl", so daß die beiden Folgen unmöglich denselben
Grenzwert haben k̈onnen.

Mithin f ührt die Annahme,f sei nicht gleichm̈aßig stetig, auf einen
Widerspruch, und damit ist der Satz bewiesen.

5) Definition einer Approximation f̈ur das Integral: Nach diesen Vor-
arbeiten k̈onnen wir ernsthaft darangehen, das Integral einer Funktion
zu definieren. Es gibt in der Mathematik verschiedene Integralbegriffe;
für uns reicht die Definition des uns bereits aus Kapitel 2,x6 bekannten
deutschen Mathematikers BERNHARD RIEMANN , das inzwischen nach
ihm benannte RIEMANN-Integral.

Wir gehen aus von einer Funktionf : [a; b] ! R auf einem abgeschlos-
senen Intervall [a; b]; gesucht ist eine FunktionF : [a; b] ! R , für die
(idealerweise)F 0(x) = f (x) sein sollte f̈ur allex aus dem offenen Inter-
vall (a; b).
Wir wählen eine Unterteilunga = x0 < x1 < x2 < � � � < xn�1 < xn = x

des Intervalls vona bisx. Da wir im folgenden viel mit dieser Untertei-
lung rechnen werden, führen wir die Abk̈urzungx = (x0; x1; : : : ; xn)

dafür ein und verabreden, daß diexi immer, wenn vonx die Rede ist,
die obigen Gleichungen und Ungleichungen erfüllen sollen, daß sie also
tats̈achlich eine Unterteilung von [a; x] definieren.

Falls die gesuchte differenzierbare FunktionF : [a; b] ! R existiert,
sagt uns – wie wir in Teilc) gesehen haben – der Mittelwertsatz der
Differentialrechnung, daß für geeignete Elemente�i mita = x0 < �0 < x1 < �1 < x2 < � � � < �n�2 < xn�1 < �n�1 < xn = x
folgt F (x) = F (a) +

n�1Xi=0

f (�i)(xi+1� xi) .

Natürlich kennen wir die Zahlen�i nicht – selbst wenn wir wissen,
daßF und damit die�i überhaupt existieren. Deshalb betrachten wir
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einfachbeliebigeZahlen�i mita = x0 < �0 < x1 < �1 < x2 < � � � < �n�2 < xn�1 < �n�1 < xn = x
und führen auch hier wieder die Abkürzung� = (�0; �1; : : : ; �n�1)

ein mit der Verabredung, daß immer, wenn ein� in Zusammenhang mit
einemx auftritt, diese Ungleichungen erfüllt sein sollen.

x0ka �0 x1 �1 x2 �2 x3 �3 x4 �4 x5kb

Definition: Die RIEMANNsche Summe zu einem Paar (x; �) istI(x; �) =
n�1Xi=0

f (�i)(xi+1� xi) .

Das RIEMANN-Integral soll der Grenzwert einer Folge RIEMANNscher
Summen sein, wobei die Unterteilungenx immer feiner werden. Dieses

”
Feinerwerden“ m̈ussen wir naẗurlich auch noch erklären: Seienx undy

zwei Unterteilungen des Intervalls [a; x]; konkret seia = x0 < x1 < � � � < xn�1 < xn = x

und a = y0 < y1 < � � � < ym�1 < ym = x .

Dann heißty eineVerfeinerungvonx, wenn jedes Teilintervall (yi; yi+1)
von y ganz in einem der Teilintervalle (xj ; xj+1) vonx liegt; y entsteht
also ausx, indem einige der Intervalle vonx noch weiter unterteilt
werden. Insbesondere muß dannm � n sein.

Nun betrachten wir eine Folge (x(�)) von Unterteilungen derart, daß� x(�+1) stets eine Verfeinerung vonx(�) ist und� die maximale L̈ange der Teilintervalle vonx(�) mit wachsendem�

gegen Null geht, d.h.

lim�!1 n��1
maxi=0

(x(�)i+1� x(�)i ) = 0 .
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Zu jeder Unterteilungx(�) wählen wir willkürlich eine (im Sinne obiger
Konvention dazu passende) Folge�(�) von Zwischenpunkten und fragen
nach Existenz und gegebenenfalls Wert des Grenzwerts

lim�!1 I(x(�); �(�)) .

Dieser Grenzwert muß natürlich im allgemeinen nicht existieren, und
wenn er existiert, kann er von der Wahl der Zwischenpunkte�(�)i und
von der Wahl einer Folge (x(�)) von Unterteilungen abḧangen. Wenn er
unabḧangig von all diesen Wahlen existiert und immer denselben Wert
hat, bezeichnen wir diesen gemeinsamen Wert als das RIEMANN-Integral
vonf zwischena undx, in ZeichenxZa f (�) d� = lim�!1 I(x(�); �(�)) .

Falls dieses Integral für jedesx 2 [a; b] existiert, sagen wir,f sei
RIEMANN-integrierbarauf [a; b].� heißtIntegrationsvariableundübernimmt die Rolle des Summations-
index in einer Summe: Genau wie beispielsweisen�1Xi=0

i2 =

n�1Xj=0

j2 =

n�1Xk=0

k2 =

n(2n� 1)(n� 1)
6

davon unabḧangig ist, ob der Summationsindexi; j oderk heißt, ist auchxZa f (�) d� =

xZa f (u) du =

xZa f (t) dt

unabḧangig davon, ob die Integrationsvariable mit�; u odert bezeichnet
wird.

6) Existenz des Riemann-Integrals für stetige Funktionen:Damit ha-
ben wir das RIEMANN-Integral definiert; wir wissen allerdings bisher für
keine einzige Funktion, daß es existiert. In diesem Abschnitt wollen wir
unsüberlegen, daß es zumindest für stetigeFunktionen immer existiert:

Satz: Jede stetige Funktionf : [a; b] ! R ist RIEMANN-integrierbar
auf [a; b].
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Zum Beweismüssen wir zeigen, daß das RIEMANN-IntegralxZa f (�) d�

für jedesx 2 [a; b] existiert.

Dazu fixieren wir ein beliebig vorgegebenesx 2 [a; b] und betrachten
Folgen (x(�)) von immer feiner werdenden Unterteilungen des Inter-
valls [a; x]; dazu entsprechende Folgen (�(�)) von Zwischenwerten und

die Grenzwerte der RIEMANN-SummenI(x(�); �(�)).

1. Schritt: Für eine feste Folge (x(�)) von Unterteilungen existiert der
Grenzwert und ist unabhängig von der Wahl der Zwischenwerte�(�)i :

Um das einzusehen, betrachten wir für jede Unterteilungx(�) die RIE-
MANNschen Obersummen und Untersummen: Daf nach Voraussetzung
stetig ist, nimmt es in jedem abgeschlossenen Intervall sowohl sein Ma-
ximum als auch sein Minimum an; insbesondere werden also im Intervall
[x(�)i ; x(�)i+1] ein MaximumM (�)i und ein Minimumm(�)i angenommen.
Damit gilt unabḧangig von der Wahl des Zwischenwerts�(�)im(�)i � f (�(�)i ) �M (�)i .

Nach Definition istI(x(�); �(�)) =

n��1Xi=0

f (�(�)i )

�x(�)i+1� x(�)i �

;

ersetzen wir hierin�(�)i jeweils durchm(�)i , so erhalten wir eine untere
Abscḧatzung s(�) =

def

n��1Xi=0

m(�)i �x(�)i+1� x(�)i �

für I(x(�); �(�)); diese bezeichnen wir als RIEMANNsche Untersumme

der Unterteilungx(�). Entsprechend liefert die Ersetzung durchM (�)i

eine obere AbscḧatzungS(�) =
def

n��1Xi=0

M (�)i �x(�)i+1� x(�)i �
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für I(x(�); �(�)), die RIEMANNsche Obersummeder Unterteilungx(�).

Unabḧangig von der Wahl der Zwischenwerte�(�)i gilt somits(�) � I(x(�); �(�)) � S(�) ,

ein Zusammenhang, der unten noch einmal graphisch dargestellt ist: Die
RIEMANNsche Untersumme ist gleich der Fläche der durchgezogenen
Rechtecke, f̈ur die Obersumme kommt noch der gestrichelte Anteil dazu,
und für die RIEMANNsche SummeI(x(�); �(�)) muß man bis zu den

punktierten Linien gehen. Die Werte�(�)i sind auf derx-Achse durch
kleine Kreise gekennzeichnet, ebenso die Punkte

��(�)i ; f (�(�)i )

�

auf der
Kurve.
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Wenn wir jetzt noch zeigen k̈onnen, daß die Folge ders(�) und die
der S(�) beide gegen denselben Grenzwert konvergieren, muß wegen
der Einschließung s(�) � I(x(�); �(�)) � S(�)

auchI(x(�); �(�)) gegen diesen Grenzwert konvergieren, und die Be-
hauptung im ersten Schritt ist bewiesen.
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Vergleichen wir dazu zun̈achst die Untersummens(�) unds(�+1): Die Un-
terteilungx(�+1) entsteht ausx(�) dadurch, daß einige der Intervalle wei-
ter unterteilt werden. Ist aber (x(�+1)i ; x(�+1)i+1 ) Teilintervall von (x(�)j ; x(�)j+1),
so kann das Minimum im Teilintervall natürlich nicht kleiner sein als
im größeren Intervall, d.h.s(�+1) � s(�). Somit ist die Folge ders(�)

monoton wachsend.

Genauso folgt, daß die Folge derS(�) monoton fallend ist, und da stetss(�) � S(�) ist, folgt weiter, daßs(1) � s(2) � s(3) � � � � � S(3) � S(2) � S(1) .

Insbesondere ist alsoS(1) eine obere Schranke für die Folge ders(�) unds(1) eine untere Schranke für die Folge derS(�).

Damit ist also die Folge (s(�)) monoton wachsend und nach oben be-
schr̈ankt, ẅahrend (S(�)) monoton fallend und nach unten beschränkt
ist. Da wir aus Kapitel 2 wissen, daß jede monotone und beschränkte
Folge reeller Zahlen konvergent ist, folgt daraus die Konvergenz beider
Folgen.

Nun fehlt nur noch, daß beide denselben Grenzwert haben.

Dazu betrachten wir die DifferenzenS(�) � s(�) =

n��1Xi=0

M (�)i (x(�)i+1� x(�)i )� n��1Xi=0

m(�)i (x(�)i+1� x(�)i )

=

n��1Xi=0

(M (�)i �m(�)i )(x(�)i+1� x(�)i ) .

Mit �(�) =
def

maxi �M (�)i �m(�)i �

ist alsoS(�) � s(�) � n��1Xi=0

�(�)(x(�)i+1� x(�)i ) = �(�)

n��1Xi=0

(x(�)i+1� x(�)i )

= �(�)(x(�)n � x(�)
0 ) = �(�)(x� a) ,

und das ist eine Nullfolge, falls wir zeigen können, daß die Folge der�(�)

eine ist.
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Hier kommt nun die in Abschnittc) eingef̈uhrte gleichm̈aßige Stetig-
keit von f zum Tragen: Danach gibt es zu jedem" > 0 ein Æ > 0,
so daß f̈ur alle Punkte�1; �2 2 [a; b] gilt: Ist j�1 � �2j < Æ, so folgtjf (�1)� f (�2)j < ".
Ist dabei f̈ur eine Unterteilungx(�) jede der Differenzenx(�)i+1 � x(�)i

kleiner alsÆ, so ist auchM (�)i � m(�)i < ", denn sowohlM (�)i als
auchm(�)i sind Funktionswerte, die irgendwo im Intervall [x(�)i ; x(�)i+1]
angenommen werden.

Nun haben wir aber vorausgesetzt, daß die Unterteilungenx(�) immer
feiner werden, d.h. zu jedemÆ > 0 gibt es in der Tat ein�0, so daßx(�)i+1 � x(�)i < Æ für alle� > �0 und allei. Somit sind f̈ur � > �0 alle
DifferenzenM (�)i �m(�)i kleiner als", und damit ist auch�(�) < " für� > �0. Also sind sowohl (�(�)) als auchS(�) � s(�) Nullfolgen, d.h.

lim�!1 s(�) = lim�!1S(�) .

Wie schon erẅahnt, folgt daraus aufgrund der Einschließungs(�) � I(x(�); �(�)) � S(�) ,

auch die Gleichung

lim�!1S(�) = lim�!1 I(x(�); �(�)) = lim�!1S(�) .

Da die linke und die rechte Seite obiger Ungleichung nicht von den�(�)i

abḧangen, ist auch limI(x(�); �(�)) davon unabḧangig, und damit ist der
erste Schritt des Beweises beendet.

Der zweite ist zum Gl̈uck erheblich einfacher:

2. Schritt: lim�!1 I(x(�); �(�)) ist auch unabḧangig von der Folge (x(�)):

Betrachten wir zwei Folgen (x(�)) und (y(�)) von Unterteilungen. F̈ur je-
den Index� können wir zu den Unterteilungenx(�) undy(�) eine gemein-
same Verfeinerungz(�) konstruieren, indem wir einfach die sämtlichen
Zahlenx(�)i undy(�)j der Gr̈oße nach ordnen alsz(�)

0 = a; : : : ; z(�)r = x.

Wie oben seiens(�) undS(�) die RIEMANNsche Unter- und Obersumme
zur Unterteilungx(�); entsprechend seienes(�) und eS(�) die zur Unter-
teilungz(�). Daz(�) eine Verfeinerung vonx(�) ist, wissen wir aus dem
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ersten Schritt, daß s(�) � es(�) � eS(�) � S(�)

ist; da die Folgen (s(�)) und (S(�)) denselben Grenzwert haben, müssen
auch (es(�)) und (eS(�)) gegen diesen Wert konvergieren und damit auch

die Folge derI(z(�); ˜�(�)
), wobei (̃�(�)

) irgendeine Folge von Zwischen-
werten bezeichnet; wie wir bereits aus dem ersten Schritt wissen, ḧangt
der Grenzwert nicht davon ab. Also ist

lim�!1 I(x(�); �(�)) = lim�!1 I(z(�); ˜�(�)
) .

Genauso folgt, daß auch

lim�!1 I(y(�); ¯�(�)
) = lim�!1 I(z(�); ˜�(�)

) ,

wobei (̄�(�)
) die Folge der Zwischenwerte zuy(�) bezeichnet, und dies
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zeigt schließlich die Behauptung

lim�!1 I(x(�); �(�)) = lim�!1 I(y(�); ¯�(�)
) .

Damit ist der Satz vollständig bewiesen.

7) Sẗuckweise stetige Funktionen:Gelegentlich m̈ochte man die Be-
dingung der Stetigkeit wenigstens ein bißchen lockern, um beispiels-
weise auch einen Funktionen mit gelegentlichen Sprüngen behandeln
zu können. Die Existenz des RIEMANN-Integral wird durch solche klei-
neren Abweichungen nicht beeinträchtigt:

Definition: Eine Funktionf : [a; b] ! R heißtstückweise stetig,wenn
es eine Unterteilunga = a0 < a1 < � � � < ar�1 < ar = b

des Intervalls [a; b] gibt, so daßf auf jedem der offenen Interval-
le (ai; ai+1) stetig ist.f ist also überall stetig außer eventuell in endlich vielen Punktena0; : : : ; ar. Der Wert in diesen Punkten kann, aber muß nicht mit dem
linksseitigen oder rechtsseitigen Grenzwert der Funktionübereinstim-
men; beispielsweise definiert man Rechteckimpulse gelegentlich auch
durch die Funktionf (x) =

(

1 falls 2n� 1 < x < 2n für einn 2 Z

0 fallsx 2 Z�1 falls 2n < x < 2n + 1 für einn 2 Z .

Satz: Eine sẗuckweise stetige Funktionf : [a; b] ! R ist RIEMANN-
integrierbar.

Beweis:f sei stetig in den offenen Intervallen (ai; ai+1) mita = a0 < a1 < � � � < ar�1 < ar = b .

Wiederholt man den Beweis des entsprechenden Satzes für Funktio-
nen, die auf ganz [a; b] stetig sind, so funktioniert fast alles problemlos
auch f̈ur f . Schwierigkeiten gibt es nur mit den Intervallen einer Un-
terteilungx, die einen der Punkteai enthalten. In diesen Intervallen
ist f nicht notwendigerweise stetig, so daß die Differenz zwischen dem
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Supremum und dem Infimum vonf dort nicht mit Verkleinerung des
Intervalls gegen Null gehen muß, sondern auch gegen einen von Null
verschiedenen Wert, nämlich die

”
Sprungḧohe“ bei ai, konvergieren

kann.

Nun gibt es aber in jeder Unterteilung nur endlich viele Intervalle, die
ein ai enthalten, und auch die Sprunghöhen sind begrenzt; gehen also
alle Intervall̈angen gegen Null, so geht auch wie im Beweis des Satzes
die Differenz zwischen RIEMANNschen Ober- und Untersummen gegen
Null.

8) Noch einmal die Dirichletsche Sprungfunktion:In Abschnittb3)
waren wir nicht zufrieden mit dem Verhalten des dort heuristisch ein-
geführten Integrals f̈ur die DIRICHLETsche Sprungfunktion; schauen wir,
was das nun eingeführte RIEMANN-Integral daraus macht. Sei alsof (x) =

�
1 für x 2 Q
0 für x =2 Q ;

wir interessieren uns für
1R

0

f (x) dx.

Dazu seix eine Unterteilung des Intervalls [0; 1]. Unabḧangig von der
Wahl dieser Unterteilung k̈onnen wir stets eine Folge� von rationalen

Zwischenwerten finden, aber auch eine Folgee� von irrationalen. Dann
ist, unabḧangig von der Unterteilungx,I(x; �) =

n�1Xi=0

f (�i)(xi+1� xi) =

n�1Xi=0

(xi+1� xi) = 1� 0 = 1

und I(x;e�) =

n�1Xi=0

f (e�i)(xi+1� xi) = 0 .

Damit kann kein gemeinsamer Grenzwert existieren, und somit ist die
DIRICHLETsche Sprungfunktion nicht RIEMANN-integrierbar – ein sehr
viel überzeugenderes Ergebnis als das aus Abschnittb3).

9) Ausblick: Das Lebesgue-Integral:Wir könnten allerdings auch ar-
gumentieren, daß es

”
nur“ abz̈ahlbar unendlich viele rationale Zahlen,
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aber überabz̈ahlbar viele irrationale zwischen null und eins gibt; da-
her sollten letztere das Geschehen dominieren, und

R 1
0 f (x) dx sollte

verschwinden.

In der Tat kann man eine Verallgemeinerung des RIEMANN-Integrals
definieren, das LEBESGUE-Integral, das f̈ur sẗuckweise stetige Funk-
tionen mit dem RIEMANN-Integral übereinstimmt und f̈ur die DIRICH-
LETsche Sprungfunktion den Wert Null liefert. Dazu geht man nach dem
franz̈osischen Mathematiker HENRI LÉON LEBESGUE(1875-1941) bei
den Unter- und Obersummen nicht wie bei RIEMANN vonendlichvielen
Rechtecken aus, sondern vonabz̈ahlbar unendlichvielen. (Wie man dies
im einzelnen macht, braucht uns hier nicht zu interessieren; wir werden
uns im folgenden stets auf das RIEMANN-Integral beschr̈anken.) Dieses
LEBESGUE-Integral existiertfast immer: Man kann zwar dieExistenz
von Funktionen, f̈ur die es nicht existiert,beweisen,explizite Beispiele
solcher Funktionen sind aber nicht bekannt.

10) Anwendung auf Fl̈acheninhalte:Nachdem wir nun mit einen ex-
akten Integralbegriff haben, bietet sich an, Flächenüber dieses Integral
zudefinieren:

Definition: Ist f : [a; b] ! R eine nichtnegative Funktion, so bezeich-
nen wir die Zahl bZa f (x) dx

alsFlächezwischen der Kurvey = f (x) und derx-Achse zwischen den
Geradenx = a undx = b.
Was passiert, wennf auch negative Werte annimmt? Für f (x) = x etwa

ist
1R�1

f (x) dx = 0, wie man sich leichẗuberlegt anhand von Untertei-

lungen, die symmetrisch zur Null liegen. Auch dies läßt sich als Aussage
über Fl̈acheninhalte interpretieren – wenn man davon ausgeht, daß die
Formel

Fläche= Länge� Breite
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für die Rechteckfl̈ache auch beinegativerLänge und/oder Breite gelten
soll. Da Integrale nicht nur zur Flächenbestimmung, sondern auch etwa
zur Bestimmung der Ladung in einem Kondensator verwendet werden,
ist dies die Interpretation, die man in der Mathematik in denmeisten
Fällen vorzieht; f̈ur die klassische Fläche im Sinne des Tapezierens muß
man mit bZa jf (x)j dx
arbeiten.

Im Sinne dieser negativen Längen und Breiten ist es auch sinnvoll,
Integrale f̈ur b < a zu definieren durchbZa f (x) dx =

def

� aZb f (x) dx .

Insbesondere ist dann natürlich

aRa f (x) dx = 0.

§2: Wichtige Eigenschaften des Integrals

a) Erste Integrationsregeln

Das RIEMANN-Integral stellt die heuristischen̈Uberlegungen vom Be-
ginn dieses Kapitels insofern auf eine exaktere mathematische Grund-
lage, als wir nun einen Integralbegriff haben, der auch bei extrem un-
gewöhnlichen Funktionen wie der DIRICHLETschen Sprungfunktion kei-
ne unerwarteten Ergebnisse liefert. Was allerdings den Ausgangspunkt
betrifft, die Umkehrung der Differentiation, wissen wirüber das neue
Integral noch gar nichts, und auch sonst kennen wir noch nicht viele
Regelnüber den Umgang damit und insbesondere auchüber seine Be-
rechnungohnedie umsẗandlichen und sehr langsam konvergierenden
RIEMANN-Summen.

In diesem Abschnitt sollen die ersten (und einfachsten) solchen Re-
geln zusammengestellt werden; danach erweitern wir zunächst unser
Instrumentarium, um dann damit auch kompliziertere und interessante-
re Regeln zu beweisen.
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1) Monotonieregel:Eine der einfachsten, aber trotzdem oft nützlichen
Regeln f̈ur den Umgang mit Integralen̈ubersetzt Gr̈oßerbeziehungen
zwischen Integranden in Größenbeziehungen zwischen Integralen:

Satz: f und g seien sẗuckweise stetige Funktionen auf dem Inter-
vall [a; b], und für allex 2 [a; b] seif (x) � g(x). Dann ist auchbZa f (x) dx � bZa g(x) dx .

Insbesondere ist ������ bZa f (x) dx������ � bZa jf (x)j dx

Beweis:Wir betrachten eine Unterteilungx des Intervalls [a; b] und eine
dazu kompatible Sequenz� von Zwischenwerten;I(x; �) sei die zu-
geḧorige RIEMANN-Summe f̈ur f undJ(x; �) die für g. Da für jedes�i

nach Voraussetzungf (�i) � g(�i) ist, folgt unmittelbar aus der Defi-
nition der RIEMANN-Summen, daßI(x; �) � J(x; �) ist. Da sich eine
solche Kleinergleichbeziehung auch auf Grenzwerteübertr̈agt, ist daherbZa f (x) dx � bZa g(x) dx ,

wie behauptet.

Insbesondere k̈onnen wir dies auch anwenden auf die Ungleichungskette� jf (x)j � f (x) � jf (x)j

und erhalten� bZa jf (x)j dx � ������ bZa f (x) dx ������ � bZa jf (x)j dx ,

d.h. ������ bZa f (x) dx ������ � bZa jf (x)j dx .
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2) Linearität und Zusammensetzung:Genauso einfach ist die Lineari-
tätsregel:

Satz: Für zwei sẗuckweise stetige Funktionenf; g: [a; b] ! R und zwei
reelle Zahlen�; � istbZa ��f (x) + �g(x)

� dx = � bZa f (x) dx + � bZa g(x) dx .

Beweis:Wie beim letzten Satz: F̈ur jede RIEMANN-Summe zu einer fe-
sten Unterteilungx und jede damit kompatible Zwischenwertsequenz�

gilt die zur Behauptung des Satzes analoge Gleichung, und damit gilt
im Limes auch der Satz selbst.

Für die Zusammensetzung von Integrationsintervallen gilt erwartungs-
gem̈aß

Satz: Füra � b � und eine sẗuckweise stetige Funktionf : [a; ] ! R

ist Za f (x) dx =

bZa f (x) dx +

Zb f (x) dx .

Beweis:
Ra f (x) dx kann als Grenzwert von RIEMANN-Summen zu einer

beliebigen Folge sich verfeinernder Unterteilungen von [a; ] berech-
net werden; insbesondere können also Unterteilungen gewählt werden,
die den Zwischenpunktb enthalten, und dafür folgt die Behauptung
unmittelbar.

3) Der Mittelwertsatz der Integralrechnung:Wie der Mittelwertsatz der
Differentialrechnungdie Ableitung mit der Steigung einer geeigneten
Sehne in Verbindung bringt, sagt uns der Mittelwertsatz derIntegral-
rechnung,daß die Fl̈ache unterhalb einer Kurve gleich der eines gewis-
sen Rechtecks ist. Das haben wir bei der Konstruktion des RIEMANN-
Integrals bereit zur Motivation benutzt; hier soll es nun imHinblick
auf sp̈atere Anwendungen in etwas größerer Allgemeinheit bewiesen
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werden. Insbesondere wird durch dieses Satz auch die zu Beginn die-
ses Kapitels postulierte Interpretation von Integralen als Mittelwerte auf
eine solide Grundlage stellt.

Satz: f : [a; b] ! R sei eine stetige Funktion;g: [a; b] ! R sei sẗuck-
weise stetig und nirgends negativ. Dann gibt es ein� 2 [a; b], so daßbZa f (x)g(x) dx = f (�)

bZa g(x) dx .

Die Funktiong sollte man sich dabei als eine
”
Gewichtsfunktion“ vor-

stellen, die die verschiedenenx-Werte verschieden stark gewichtet. Am
anschaulichsten ist der Spezialfallg � 1, der deshalb noch einmal ge-
trennt angegeben sei:

Korollar: Für eine stetige Funktionf : [a; b] ! R gibt es ein� 2 [a; b]
mit f (�) =

1b� a bZa f (x) dx .

Mit anderen Worten:Der
”
Mittelwert“ der Funktionf im Intervall [a; b]

existiert nicht nur, sondern wird auch an (mindestens) einer Stelle im
Intervall angenommen.

Zum Beweisdes Satzes betrachten wir das Minimumm und das Maxi-
mumM vonf auf [a; b]. Da g nirgends negativ wird, gilt dann auch für
jedesx 2 [a; b] mg(x) � f (x)g(x) �M g(x)

und damit nach der Monotonieregelm bZa g(x) dx � bZa f (x)g(x) dx �M bZa g(x) dx .

Es gibt daher eine reelle Zahl� zwischenm undM , den Mittelwert, so
daß bZa f (x)g(x) dx = � bZa g(x) dx
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ist, und wegen der Stetigkeit vonf gibt es nach dem Zwischenwertsatz
mindestens ein� 2 [a; b] mit f (�) = �.

Damit ist der Satz bewiesen, und das Korollar ist natürlich einfach der
Spezialfallg � 1, für den das Integral̈uberg gleichb� a ist.

Man beachte, daß dieser Satz für nurstückweisestetige Funktionf im
allgemeinennicht gilt: Fürf (x) =

�
0 für x < 0
1 für x � 0

ist

1
1� (�1)

1Z�1

f (x) dx =
1
2

Z 1

0
1dx =

1
2

nicht in der Formf (�) darstellbar.

b) Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Eine Motivation zur Einf̈uhrung eines Integrals war die Suche nach einer
Umkehroperation zur Differentiation: Genau wie die Differentiation aus
einem zeitabḧangigen Weg eine Geschwindigkeit macht, wollten wir
ausgehend von einer zeitabhängigen Geschwindigkeit den Weg zurück-
bekommen. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung sagt
uns nun endlich, daß wir dieses Ziel erreicht haben:

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: f : [a; b] ! R sei
eine stetige Funktion undFa(x) =

bZa f (�) d� .

Dann istF 0a(x) = f (x) für allex 2 (a; b).
Ist umgekehrtF eine differenzierbare Funktion, deren Ableitung auf
dem offenen Intervall (a; b) mit f übereinstimmt, so gibt es eine reelle
ZahlC derart, daßF (x) = Fa(x) + C ist.
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Beweis:Die Ableitung vonFa istF 0a(x) = limh!0

Fa(x + h)� Fa(x)h ;

für positivesh istFa(x + h)� Fa(x) =

x+hZa f (x) dx� xZa f (x) dx =

x+hZx f (x) dx

(s. Abschnittb)); für negativesh ist entsprechendFa(x + h)� Fa(x) = � xZx+h f (x) dx .

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung aus dem vorigen Ab-
schnitt gibt es in jedem der beiden Fälle ein� zwischenx undx + h, so
daß das Integral gleichjhj � f (�) ist; in der Abbildung ist dies die Fläche
des schwarz umrandeten Rechtecks. Somit istFa(x + h)� Fa(x)h = f (�) .

x+hx0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

F (x) = grüne Fläche, F (x + h)� F (x) = rote Fläche

Geht nunh gegen Null, so muß die zwischenx undx+h liegende Zahl�
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gegenx gehen; wegen der Stetigkeit vonf ist alsoF 0a(x) = f (x).

IstF eine weitere Funktion mit Ableitungf , so hat die Differenzh vonF
undFa die Ableitung Null. Nun erinnern wir uns an Kapitel 3: Wenn die
Ableitung einer Funktionh(x) verschwindet, muß die Funktion konstant
sein. Also gibt es eine KonstanteC, so daßF (x) � Fa(x) = C ist und
damit auchF (x) = Fa(x) +C, wie behauptet.

Für die Berechnung bestimmter Integrale bedeutet dies

Korollar: Ist F irgendeine differenzierbare Funktion mit der Eigen-
schaft, daßF 0(x) = f (x) ist im Intervall [a; b], so giltbZa f (x) dx = F (b)� F (a) .

Beweis:Mit obigen Bezeichnungen ist das Integral gleichFa(b). Zur
FunktionF gibt es nach dem Hauptsatz eine KonstanteC, so daßF (x) =Fa(x) +C ist. Damit istF (b)� F (a) = Fa(b), wie geẅunscht.

Für
”
einfache“ Integranden ist dies im allgemeinen die beste Möglichkeit

zur Berechnung eines Integrals; die FunktionenF haben daher einen
Namen verdient:

Definition: Eine differenzierbare FunktionF heißt Stammfunktion
vonf , wennF 0(x) = f (x) ist; wir schreibenF (x) =

Z f (�) d� + C ,

wobei dieIntegrationskonstanteC die Nichteindeutigkeit der Stamm-
funktion ausdr̈uckt.

Diese Nichteindeutigkeit sorgt auch dafür, daß zwar nach obigem Haupt-
satz die Differentiation die Integration rückg̈angig macht, die Integration
umgekehrt aber die Differentiation nur bis auf auf eine Konstante:

Korollar:

Z f 0(x) dx = f (x) + C

Beweis:Klar, dennf ist eine Stammfunktion vonf 0.
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Falls wir eine Stammfunktion vonf kennen, ist die Berechnung des
Integrals bZa f (x) dx = F (b)� F (a)

also ganz einfach. Eine erste Auswahl von Stammfunktionen erhalten
wir durch R̈uckwärtslesen von Differentiationsregeln: Die Ableitung
vonxn beispielsweise istnxn�1, also ist wegen der LinearitätsregelZ xn dx =

xn+1n + 1
+ C falls n 6= �1 .

Für n = �1 wissen wir, daßx�1 = 1=x die Ableitung des Logarithmus
ist; somit haben wir in diesem Fall die StammfunktionZ dxx = logx +C .

Die Funktioneax hat Ableitungaeax, also istZ eax dx =

eaxa + C falls a 6= 0 .

Auch Formeln wieZ

sin!x dx = � cos!x! + C und

Z

cos!x dx =
sin!x! + C

sind nun problemlos.

c) Partielle Integration

Eine wichtige Regel der Differentialrechnung ist dieProduktregel

(uv)0(x) = u0(x)v(x) + u(x)v0(x) .

Für die Zwecke der Integralrechnung schreiben wir sie besseralsu0(x)v(x) = (uv)0(x)� u(x)v0(x) ,

was integriert aufZ u0(x)v(x) dx = u(x)v(x) � Z u(x)v0(x) dx
führt – die Regel der partiellen Integration. Sie ist dann nützlich, wenn
sich der Integrand als Produkt schreiben läßt, wobei einer der Faktoren
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eine bekannte Stammfunktion hat; gelegentlich ist dann dasProduktu(x)v0(x) leichter integrierbar alsu0(x)v(x).

Als Beispiel dazu betrachten wir das IntegralZ x sinx dx .

Hier könnten wir entwederu0(x) = x und v(x) = sinx setzen; dann
wäre aberu(x)v0(x) = � 1

2x2 cosx komplizierter als unser gegebener
Integrand. Setzen wir aberv(x) = x undu0(x) = sinx, so k̈onnen wiru(x) = � cosx setzen undv0(x) = 1. Somit istZ x sinx dx = �x cosx +

Z
cosx dx = sinx� x cosx + C .

Auch in einigen g̈anzlich unerwarteten F̈allen führt partielle Integration
manchmal zum Erfolg, beispielsweise können wir damit die Stamm-
funktion des Logarithmus bestimmen. Der Logarithmus ist zwar nicht
als Produkt zweier Funktionen definiert, aber wir können ihn naẗurlich
schreiben als

logx = u0(x)v(x) mit u0(x) = 1 und v(x) = logx .

Dann ist u(x) = x und v0(x) =
1x ;

nach der Regel zur partiellen Integration ist daherZ
logx dx = x logx� Z x � 1x dx = x logx� Z

1dx

= x logx� x + C = x(logx� 1) +C .

d) Substitutionsregel

Auch die Kettenregel (f Æg)0(x) = f 0�g(x)

� �g0(x) läßt sich umschreiben
zu einer Integrationsregel, derSubstitutionsregelZ f�g(x)

� � g0(x) dx = F �g(x)

�

+ C ,

wobeiF eine Stammfunktion vonf ist.

Diese Regel d̈urfte wohl meist der erfolgversprechendste Versuch zum
Auffinden einer Stammfunktion sein – vor allem, wenn man sie von


